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Application de la méthode topologique de T. Wazewski
a ’examen de l'instabilité de la solution banale
d’un systéeme d’équations différentielles

par Z. MIKOLAJSKA (Krakow)

Résumé. Dans la présente note nous démontrons une condition suffisante et
nécessaire pour I'instabilité de la solution banale z = 0 du systéme d’équations diffé-
rentielles ' = f(¢, z). Dans la démonstration de la condition suffisante nous nous
gervirons de la méthode topologique de I’examen de ’allure des intégrales des équa-
tions différentielles ordinaires de T. Wazewski. Le théordme obtenu est une géné-
ralisation de la condition d’instabilité de Tchetaiev et de Liapounov.

Envisageons le systéme d’équations différentielles

1 do = f(2 =
(1) W—f(yw)’ T = (B1y ..y Tp),

Y

ou
f(t,0) =0.

On connait les conditions de Liapounov et Tehetaiev suffisantes
pour l'instabilité de la solution banale # = 0 de ’équation (1). La méthode
topologique de T. Wazewski permet d’obtenir une autre condition d’insta-
bilité. Nous la démontrons dans la suite. La condition obtenue est aussi
nécessaire pour linstabilité de la solution banale (dans le cas de ’unicité
des solutions du systéme (1) avec la condition initiale «(¢,) = @,, pour
chaque (?,, #)). La condition de Tchetaiev est un cas particulier de notre
théoréme.

1. Envisageons les conditions suivantes:
HyproTHESE H.
(h,) I1 existe un ensemble ouvert 2 contenu dans le tube

I={t>0, bl<n}, (r>0), o = Zw,,

(1.1) Qci,
tel que
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1° ’ensemble L = {(t,z): t >0, & = 0} est contenue dans Ia fron-
tiére de Q = Fr Q:

a2 L < FrQ.
2° Désignons par o Pensemble des (i, ) eFr Q tels que ¢ = 0. Par K,
désignons 1’ensemble suivant:
K, ={t=:t>0, || =r}.
Nous supposons que pour chaque ¢ > 0 il existe un r¢(0, &) tel que
(1.3) E,niv #0.

3° Désignons par 8 l'ensemble des points ({4, a)eFrQ—K, tels
que pour la solution ¢(¢; ¢y, @,) du systéme (1) pour laquelle ¢ (t,; ¢, ) = a,
il existe un é > 0 tel que le point (t, p(; %, %))« 2 pour t,— 8 < t < t, dans
le cas t, > 0. Le point (0, #,) appartient & S dans le cas ou il existe une
suite de (¢, #,)—(0, @), {, > 0 telle que le point (¢,, ®#,) n’appartient pas
a et (0, @,)eFr Q— K, . Supposons qu’on a ’un des cas suivants:
(A) L’ensemble S est vide.

(B) Pour chaque r > 0 tel qu’on a (1.3) désignons par Z, ’ensemble sui-

vant:
Z, = K.Nw
et supposons que pour chaque r > 0 tel qu’on a (1.3):
(B,) Z,N 8 soit un rétracte de I’ensemble §.
(By) Z.N8S ne soit pas un rétracte de Z,.

(By) Chaque poin't de S est un point de sortie stricte de 2 c’est-a-dire
pour chaque (t,, &,) €S il existe un é > 0 tel que le point (t, @(t, 1o, a:.,))
n’appartient a QUFr Q2 pour f, <t <t,+ 9.

(h,) Il existe une fonction V (¢, #) definie dans I’ensemble 17, telle que
0 V(t,e)< M dans 1],
O<V(t,z) <M dans Q.
(a;) Pour chaque t > 0, lim V (¢, @) pour ¢—0, (f, 2)e 2 existe et
(1.5) - limV(t,z) = 0.
z—0
(t.z}2
(as) Pour chaque solution #(t) de (1) la dérivée de la fonction composée
v(t) = V(t, ®(t)) existe et

(3,) (1.4)

d
@ V(t, @)y = v'(¢) (par définition).
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Pour chaque a > 0 il existe une fonction g,(¢, ») définie et conti-
nue pour 0 <t,a< o< M,

(1.6) oty a) >0 pour 0,
telle que
d
(1.7) % V(t, )y = go(t, V¢, @) pour (1,2)eRQ,a< V<M
et que pour chaque solution %(?) de 1’équation
(1.8) w(t) = gu(t, u(®), u(0) = a>0,
il existe un 7' > 0 (T < oo) tel que
(1.9) () =M, a<u(t)<M pour 0<it<T.

(h;) Supposons de plus 'unicité des solutions de 1’équation (1) avec
la condition @(t,) = @, (pour chaque (¢, #,)) et pour chaque a 1’unicité
des solutions de 1’équation (1.8) (avec la condition %(%,) = u,, pour cha-
que (tln uo));

THEOREME 1. Les hypothéses H étant admises, il emiste, pour chaque
7,0 <7 <1y, une solution .(t) du systéme (1) et une constante T > O telle
que

e, (0)| <r et | (T)| = 7o,

d’ou il vient que la solution & = 0 du systéme (1) est instable.

La démonstration du théoréme 1 peut étre divisée en deux étapes,
marquées par les deux lemmes suivants:

LeEMME 1. De Uhypothése (h,), (hy) il résulte qu’il n’existe pas de point
Doy 0 < |l@o|| < 79, (0, @y)ew —Fr 2 tel que la solution ¢(t;t,, z,) soil con-
tenue dans Q pour 0 <t < oo.

LEMME 2. Les hypothéses (h,), (h,) étant admises, il existe pour chagque r,
0 <r<r, le point @, tel que (o] < r et tel que pour la solution ¢(t;0, x,)
du systéme (1) on a
JN{FrQ-K,} =0
oir Densemble J = J ..y o €st défini par la relation
J ={t,2): t>0, z =p(t;0,,)}.

Démonstration du lemme 1. Supposons que la solution x(f)
du systéme (1) soit contenue pour 0 < ¢ < oo dans 2:

0 < [e(0)] < 7.

11 existe un a > 0 tel que »(0) = V(0, #(0)) > a. Le long de la so-
lution @(¢) on a

d
(1.10) ' (1) = 3 V(t, ©(t) > g,(t, v(2))
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pour 0 <? < oo tel que a << v(t) < M d’ou il résulte que pour chaque ¢
tel que #(f) =a on a

V(1) 2> gu(¢, @) > 0

et par suite »(f) > a pour chaque ¢> 0, et I’inégalité (1.10) est valable
pour tout t> 0, d’ou

v(t)=u(t)>0 pour 0 <i< oo
ou u(t) est la solution de (1.8) telle que
v(t) = u(ty) =2 a.
Mais, en vertu de (1.9), on a
V(T,®(T)) =v(T)> M = u(T)

ce qui est impossible dans 2 (cf. (1.4)).
Remarque 1. Du lemme 1 il s’ensuit que pour chaque solution «(t)
du systéme (1) telle que
JN{FrQ2—-K,} =0 pour t>0

il existe un T, > 0 tel que (T,, »(T,))<K, .

Démonstration du lemme 2. Dans le cas (A) de la définition de
I’ensemble § il résulte que pour chaque solution @(?) du systéme (1) telle
que (0, #(0))ew on a , '

JN(FrQ—K,) =0 pour t>0 tel que (r,w(r))eR ol 0 <7<t

Dans le cas (B) envisageons pour ¢ > 0, ¢ < 7y, quelconque 1’ensemble
Z,. Du théoréme sur la méthode topologique de T. Wazewski(?) il s’ensuit
que sur Z, il existe au moins un point (0, «,) tel que

J“.;o'zr)ns = 0 pOllI' t> 0
tel que ,
(v, p(z,0,a,))e pour 0 <7<t.
Sur l'ensemble {FrQ—K,} il n’y a de points de sortie de 2 que

les points de 8, et par suite (¢, ¢(¢, 0, 7,))e2 pour 0 <t < oo ol il existe
un z(@,) > 0 tel que

(1.11) (z(2,), ¢(z(,), 0, 3,))eK,

(1.12) (t, 9(¢;0,2,)) e pour 0 <t< 7(a,).

i

(1) T. Wazewski, Sur un principe topologique de I'ezamen de V'allure asymptotique
des intégrales des équations différentielles ordinaires, Ann. Soc. Polon. Math. 20
(1847), p. 270-313.
)
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c’est-a-dire dans le cas envisagé on a aussi
JN{FrQ—K,} =0.

Démonstration du théoréme 1. En vertu du lemme 2 pour
chaque 7 tel qu’on a (1.3) il existe un =, tel que (0, ,)eZ, et
JN{FrQ—K,} =0 pour i>0
tel que
(1:, o(t; 0, :n,))e.Q pour 0 <7 <t.

En vertu du lemme 1 pour ¢(¢; 0, «,) il existe z(«,) tel qu'on a (1.11) et
(1.12). De la définition de ’ensemble K, il vient

”‘,‘D(‘L’(a:r); 0, mr)” = Ty
lp(0; 0, @,)| = |z, =7r<e

donge il existe un 7, > 0 tel que dans chaque boule |lz]| < ¢ il existe un
point @,, tel que |@,| = r et que la solution ¢(¢; 0, #,) sort de la boule
lz| < r, pour ¢t = r(@,) > 0. La solution banale # = 0 du systéme (1)
est donc instable.

2. Remarque 2. Dans le cas de 'unicité des solutions du systeme (1)
la condition de Tchetaiev est un cas particulier du théoréme 1.

THEOREME DE TOHETAIEV.

HyrorHESES H. Supposons qu’il existe un ensemble ouvert 2 satis-

faisant & I’hypotheése (h,) 1° et 2°. Supposons qu’il existe dans 2 = QU Fr 2
une fonction V (¢, ) de classe C' telle que

(2.1) M>7V(it,2)>0 dans Q,
(2.2) V(it,) =0 surla FrQ-—K, .

Pour chaque a,0 < a < M il existe une constante u,> 0 telle que

n

d ov ov
2.3 — = — -~ ft = 0.
(2.3) it Va a1 + s o, it e)=u, >

Les hypothéses H étant admises, la solution banale de (1) est instable.
¥4 Dans le cas du théoréme de Tchetaiev I’hypothése (h,)-3(A) résulte
de I’hypothése (2.1) et (2.2) et de I'inégalité (2.3). Pour chaque sloution
() telle que
(2.4) (o) @(ty))eFr Q — K,
et telle que

(t, (t))eR pour {,— o<t <t
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on a
V(te— 9, &(ty—8)) =a>0
et par suite

v'(t) = % V(t, m(t)) >0 pourit—d<i<i,

d’ot

()= v(ly—06) =a>0
et

v(t)>u, >0 pour t,—<t<Ht,
d’our il vient
v(t) > v(ty— 0) +u, (t —1,+ 96)
et par suite
v(ty) = a+u, >0

ce qui est incompatible avec la relation (2.4) et ’hypothése (2.2). Donc
JN(Fr—K,) =0 pour chaque solution z(?) telle que (f, @(t))e 2,
c'est-a-dire D’ensemble 8 est vide. L’hypothése (h,) est satisfaite avec
la fonction g,.(?,v) = const = u, > 0. L’équation (1.8) est de la forme

u'(t) = u,
et par suite u () = u t+u(0), u(0) < M.
Pour T =£—1-‘_u_(2! on a u(T) = M.

3. Condition nécessaire d’instabilité.
THEOREME 2. Dans le cas de Dunicité Uhypothése H, le cas A, est la
condition nécessaire d’instabilité de la solution & = 0 du systéme (1).

Supposons que la solution banale # = 0 du systéme (1) soit instable.
Il existe alors une constante p, > 0 telle que pour chaque & > 0 il existe
un point @, tel que |zl < ¢ et une constante T > 0 telle que |p(T'; 0, x,)! .
= go. Dégignons par 2 l’ensemble des points (¢, ) tels que ¢ > 0, |z
< gop— & (8 > 0) et tels que pour la solutions ¢(7; ¢, ) il existe un I'(¢, 2) > ¢
tel que

(T2, @); 8, )| > ro— 6.

I’ensemble 2 est ouvert, car la solution ¢(¢;r, §) dépend d’umne
maniére continue de (z, £). D’une facon analogue nous obtenons I’ensemble
o pour t = 0. De l'instabilité nous tirons immédiatement (1.3) et (1.2).
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Del’unicité des solutions de (1) il résulte que pour chaque (¢, ) e 2,J N(Fr Q2 —
— K, ) =0, c’est-a-dire que § est vide. Désignons par z(¢, @) le premier:
v>=1 tel que

(3.1) le(zt, @);t,a)|| =10 (ry = @o—9),
(3.2) lp(z; ¢, @)l <7y pour t < <z(l,a)
et posons

T@,a) =t(t,x)—t> 0,

—ft,2)
e our (¢, x)ef
V(t,a:) p (a )‘ ’

0 pour (t, ®)ell — Q.

On a

0L V(t,s)<1 dans I, V({t,z)>0 dans Q.

Envisageons la fonetion composée V(t, #(t)) = v(t) pour (t, z(t))e 2
ol #(t) est une solution quelconque de (1). Evaluons le quotient

v(t+h)—v(t) o~ Tt+hatt+h) _ ,~T(t,z10)
h B h
g~ TR IR ++h _ o—v(t,2(0)) 4+

3

=

mais 'r(t, w(t)) = const pour chaque intégrale’du (1) et par suite

v(t+h)—o() p——p—y eHh _ gt

h k

d’ou résulte D’existence de

lim v(t+h)—v(t) _ e_f(e,zu)),iet — e~ AN — (1, m(2))
A0 di
Cest-a-dire

v’ (1) = v(1).
Donc pour chaque a pour la fonction g,(?, ) on peut poser
g.(t,v) =0, g.(t,a)=a>0.
La solution de 1’équation

w = ga(t, u)
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est de la forme
u(t) = u(ty)e!™  pour M > u(ly) > a,

u(t) > M our {—t,>In——.
(?) P ) w(te)

Toutes les hypothéses du théoréme 1 sont donc satisfaites.

4. Exemples de Dlapplication de la méthode de T. Wazewski dans
certains cas particuliers. Envisageons le systéme des équations diffé-
rentielles

(4.1) g =fi(»,9), ¥y =flz,9)
ou
(4.2) f1(0,0) = f,(0,0) = 0.

ExeMPLE 1. Envisageons le systéme (4.1) dans le cas ou les fonctions f;
satisfont aux hypothéses suivantes:

Hypormises H. Supposons qu’il existe des constantes ¢ > 0, 1,, [,,
l, > 1, telles que dans ’ensemble

w={Lr<y<lLe, 2*+y*<o, o> 0}

on a
(4.3) fil,y) >0 (dans o)
que

. [ (2,9)
(4.4) ]_1mf—1 @9 =1,
existe pour (@, y)—(0,0), (@, ¥)e® ot enfin que
(4.5) <y <ly.

THEOREME A. Les hypothéses H étant admises, la solution banale
@ =9y =0 est instable.

De la relation (4.4) et (4.5) il résulte qu’il existe unryet un g, o > 7, > 0
tels que

Ja(z, )
Ji(@, y)

fol@, ¥)
fila, y)

fi(e, y) étant positive, tous les points de 1’ensemble

>1, poury =lz,a*+y><r,

<ly poury =la,a+y* <.

>0,y =L, ol y =Lz, 2"+ <73, 2> 0}
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sont des points d’entrée dans
Q={Lo<y<ho,d*+y"<ri,t>0,0> 0}
c’est-a-dire que ’ensemble § est vide. On peut poser
o dans Q,

Vit o =
(t,2,9) 0 ©pour (v,y)ell - Q,

d ’
@ Ve, Y)uy =2 = fi(e, ¥),
Vit,z,y)> 0 dans £,

d
&?V(t,w,y)“,,)>0 dans Q,

pour ¢>a>0 et (¢, ®,y)e2 il existe une constante u, > 0 telle que

fHl@,y)=>u, pour (},2,y)el, 0>a
et par suite

d
d—tV(t,m,y) >u, pour V(i,@,y)>a,(l,o,y)ef

donc le théoréme 1 (cas A) entraine l’instabilité de la solution banale.
ExEMPLE 2. Admettons les hypothéses suivantes:
HyrorHisEs H”. Il existe des constantes o > 0,' Iy, 1y, 1, > 1, telles
que
lim fa(@, ¥)
0 f 1 (a” y)

Y= llz

=1l3>1,

et

. fal@, ¥)
lim 2% 9
-‘:-I:'l fi(@, y)

y=lz

fi(@,¥)>0 pour (o,y)ed

=l4<ln

ol

w

. #*+y*<o,
: . @>0.

Lho<y< L)
THEOREME B. Les hypothdses H* éiant admises, la solution banale
du systéme (4, 1) est instable.

Démonstration. On vérifie facilement qu’on peut appliquer le

cas B du théoréme 1 avec la méme fonction V (¢, @, y) que dans le théoréme A.,
et avec le médme ensemble £.

8§ — Annales Polonlcl Mathematicl XXXIIL3
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ExeMPLE 3. Envisageons le systéme (4.1), ol (f;, f,) satisfait & ’hypo-
thése suivante:

HyproraisEs H*.
1° Il existe une fonction ¢@(#) continue pour 0 < @ < g, telle que
(4.5) p(e)>0 pour 0 <& < g, 9(0) =0.
2° ¢'(x) existe pour @ > 0 et
(4.6) limg'(z) =c¢> 0.
-0

3° La limite .
(4.7) li fz(qu’(w)) _

z-0 fl(mr ?’(‘”)) '

existe et
(4.8) a,>c.
4° La limite
(4.9) limM = a,
z-0 fl(wa —‘P(a’))
existe et
(4.10) —a, > ¢.

Supposons de plus que
(4.11) fil@,y) >0 pour y? <¢*@), 0 <T< 0.

THEOREME B**. Les hypothéses H** élant admises, # =y = 0 est la
solution instable du sysiéme (4.1).

Démonstration. De I’hypothése (4.6), (4.7) et (4.9) il résulte qu’il
existe un 7, < g, tel que

(4.12) % >¢'(w) pour 0<az<r
et
(4.13) M < —¢'(®) pour 0 <1y,

f1(w, “"P(m))
Envisageons l’ensemble (2 suivant:
{t> 0,9 < (w), *+9y° <rl}.
De l'inégalité (4.12) et (4.13) il s’ensuit que pour ¥ = (o)

d
E((p“(w)—y’) = 2¢(@){¢’ (@) f1(0, ¢(®)) —fo(®, ¢ (x))}

= 29 (0)fi(a, 9) ¥’ (@) —)f%} <o.
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D’une fagon analogue on a pour ¥y = —¢(®)

d
i {92 (@) — ¥} ye _oe)
fa (m7 — ‘P(w))
f1(ﬂ’, _‘P(wv))
C’est-a-dire 8§ = FrQ— K,.0 —1IL et chaque point de ’ensemble 8
est un point de sortie stricte de 2. L’ensemble Z, est de 1a forme

Z, ={t =0,2*+y* =% y: < ¢*(@)}

= 2¢(m)f1(m,—qa(m)) {tp'(m) + }< 0 pour 0 <<,

et
Z,n8 ={t =0, +y% = % y* = ¢*(w)}.

11 existe exactement un z,, tel que
Tgr + " (Toy) = 1°.

On a donc seulement deux points appartenant & Z,NS. Ce sont les

points (@, V©*—at,) et (@,,, —V7*—a2, ). Un tel ensemble ne peut pas
étre un rétracte de 1’arc Z,, mais il est un rétracte de I’ensemble 8.
Comme fonction V (¢, #, y) on peut prendre la fonction
@ our (t,® Q
Vit,®,y) — P (t,®,y)e,
0 pour (¢, @,y)ell— Q.

Nous avons ainsi obtenu le cas B du théoréme 1.

Regu par la Rédaction le 23, 5. 1974



