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Verallgemeinerte projekiv-euklidische Raume

von LEON Bieszk und DoNATA MATEL-KAMINSKA (Szczecin)

Einleitung. Den Gegenstand dieser Arbeit (angeregt von Prof. S.
Golab) bildet eine Verallgemeinerung der Begriffe und Sitze hinsichtlich
der projektiv-euklidischen Réaume.

Es sei gegeben ein Raum ausgestattet mit einer linearen Konnexion
L,, d.h. eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit X, von
einer hinreichend hohen Regularititsordnung, in der ein Objektfeld der
parallelen Ubertragung I, definiert ist.

Das Objekt I, bestimmt eindeutig des System der geodétischen
Linien. H. Weyl hat in seiner Arbeit [8] folgenden Satz bewiesen:

SAarz 1. Sollen zwei Objekte qu und I“M,, die in derselben Manwig-

faltigkeit X, angegeben sind, dassalbe System der geodatischen Linien bestim-
men, so st es notwendig und hinreichend, dass ein Vektorfeld p, von der
Eigenschaft existiere

(1) {1(112) — F(a;) = 24Py

Wenn wir uns nur auf die symmetrischen Objekte I';; beschrinken
(L, = 4,), so vereinfacht sich die Bedingung (1) und lautet
(2) Iy —1, = 2A(71P,¢)-
1

9

Beriicksichtigt man die Tatsache, dass das System der geoditischen
Linien ausschliesslich (nach dem obigen Satz) von dem symmetrischen
Teil I';;, des Objekts I',; abhéngig ist hat man sich beschrankt projektiv-
euklidischen Réume A4, zu untersuchen.

DEFINITION 1. Den Raum 4, mit dem Objekt I, nennen wir projektiv-

euklidisch, wenn ein solches Vektorfeld p, existiert, dass der Raum mlt
der Konnexion

(3) I, = FA;+2A(;pIJ)
einen identisch verschwindenden Kriimmungstensor Ra 5 hat.

DEFINITION 2. Die Transformation I,; — 1};’, die durch die Formel
(3) gegeben ist, wird als projektive Transformation der Konnerion genannt.
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Bezeichnet man kurz

. 1
@) W, u T [#R;, + R,1],

wo R,, den Ricci-Tensor bedeutet, so nennt man
w df (-] w (2R P14
(‘5) 1VZ;“' - R;‘”u _21V[1#]Av —,—2.A[,1W#],,

den projektiven Krimmungstensor von Weyl.

Es besteht der

SATZ 2. Far » > 2 ist der Raum A, dann und nur dann projekiiv-
euklidisch, wenn der Tensor W, identisch verschwindet. Dagegen fiir n = 2

18t A, dann und nur dann projektiv-euklidisch, wenn der Temsor W, die
Bedingungen erfullt

(6) V[wWJ.],u, = 0.

Es gelten folgende Eigenschaften der Tensorem W,, und W,S; [6].

SATZ 3 (a) Tensor W, ist eine Invariante der projekiiven Transfor-
mationen.

Fir n =2 4st (b) W, = 0.

Fir n> 2 haben wir:

(7)  (c) W(zp)wu =0, (d) “V[ly(:!] =0, (e sz,‘i =0, () Wy, =0,

1 3
(g) R, —3R,+ 3R, — Ky =0,

1 2 3 - '

wo R,., RB;, und R,; die Krimmungsiensoren der Konnewion I, sind,

die mit Hilfe der Vektorfelder p;, 2p,, und 3p, entsprechend generiert wird,
1

dh.: I, = Iy, + 2A(;pﬂ)7

2 3
Iy =y +44Gp,, Dy =1y, +640p,),

(8) (h) VieWings = ,n_i_gAl?‘ Vi Wags-

1. Verallgemeinerte projektiv-euklidische Riume. Gegeben sei ein
Raum L, mit einer linearen Konnexion I';; (nicht notwendig symme-
trischen). Zuerst werden die grundlegenden Definitionen und Identititen
angegeben, die fiir die Beweise der entsprechenden Sitze und Eigen-
schaften unerldsslich sind.

Der Einheitstensor wird mit A} bezeichnet:

1 wenn A =
(1) .A: _ ’ 23]
: 0, wenn A # u.
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Der Torsionstensor 8,, wird wie ublich definiert:
(2) Si = I

Eine Konnexion [, wird halbsymmelrisch genannt, wenn der Tensor
S;. folgende Form hat:

(3) Sl: = S[AA;;],
WO

2 L.
(4) S, = 1 Sy, ist.
Es gilt
() I, = gy + 85

Mit V, wird die kovariante Ableitung beziiglich I, bezeichnet. Ins-
besondere ergibt sich dann

(6) 7, A* — 0.

&

Der Krimmungstensor Kz,

der Konnexion [I',; wird wie folgt ausgedriickt:

- ar
(7) Ropy = 20t Loy + 200l Ly -

afy

Algebraische Komitanten des Krimmungstensors werden wie folgt
bezeichnet:

a at
(8) Rop = Ry Vs = Rugl.
Die grundlegenden Identitdten fiir den Kriimmungstensor lauten [6]:
(9) R(ami =0,
(10) Ry = 2VaS5— 48058,
(11) 2R = — Vapt+ 2V, 805+2(n—1) Viu 85+ 2(n—1)8,58,,
(12) Vi R = 281,8Ry,,  (Bianchische Identitit),
(13)  ViwVag = 28,3 Ve,
(14)  VoRogy = 2V Ry, + 48010 By, + 2855,y

Wir erinnern noch an eine Formel, die weiter benutzt wird:

Y
(15) W VWi, — %2 RS himvedisyip

i=1

1...Fa -

d
ety .
- %ZRM#,-W ! Apﬂ]---ﬂj-]o?oﬂj{.]---l‘q
i=1

_ S“g ngll...lp

By..-Bg”
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DEFINITION 1. Der Raum L, mit der Konnexion I3, wird verall-
gemeinerter projektiv-euklidischer Raum gennant, wenn ein Vektorfeld P,
existiert, dass der Raum mit der Konnexion

afly
DerinITION 2. Die Transformation I',; — I'y;, die durch die Formel
(16) bestimmt ist, nennen wir verallgemeinerte projektive Transformation
der Konnexion.

Fragen wir nach einer Formel, die Abhingigkeit des durch die Kon-

nexion I, generierten Kriimmungstensors R,;) von dem durch die Kon-

nexion I, generierten Kriimmungstensors R,; und von dem Feld P,
ausdriickt.
Aus (3) und (15) folgt

einen identisch verschwindenden Kriimmungstensor R, hat.

(17) Iy =TI2+T,,
WO
(18) T, = — 8, +24.P,

gesetzt wird.

Rechnet man
(19) R, L 20, Tyl + 17,0 Tyt

afly [alo]

aus, so erhdlt man
(20) Rugy = Ropy+ 2V Top+ 285 Te) +2T10 0 T

[vgl. (4.25), Arbeit [6], S. 141].

Im Falle 8,5 = 0 reduziert sich die Formel (19) auf die Formel (89.7)
der Arbeit [4].

Die Formel (19) zeigt, wie sich der Krimmungstensor veriandert,
wenn man zu dem Objekt der Konnexion [, einen beliebigen Tensor T,
addiert. Diese Formel wird die Grundlage fiir weitere Berechungen bilden.

Beriicksichtigt man (18) so erhalt man

(21) Rapy = Rugy—2VaSpyy — 2435 Vp P, + 24, Vi Py +
+ 2800 Sp8 —28,88,0 + 2458 5P, +
+24.PnP, — 248, P,.

Fir weitere Betrachtungen ist es bequem den folgenden Hilfstensor P
einzufiihren [6]:

(22) P, 2 V,P;—P,Py+8.5P,.
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Mit Hilfe von P,; kann (21) folgendermassen umgeschrieben werden
(23) Rug) = Rugy— 2V uSpry — 28,5800 -+ 2805 S —
- A[iPﬁ]y + Al’;Puy +A$(Pdﬁ _‘Pﬁa) .

Wir gehen jetzt dazu iiber, um die notwendigen nund hinreichenden Bedin-
gungen fiir eine verallgemeinerte projektiv-euklidische Konnexion I}
des Raumes L, abzuleiten.
Laut Definition 1
Rogy = By = 2V(u 8y — 28585 + 284j0Spys —~
- AgPﬁ? T A%Pﬂ}’ n Af'(Paﬁ - Pﬁa) =0.
Dann wird |
(24) Ry = 2Vo 85y + 28,88, — 28100 855 +
+ APy, — ARP,, — AL(P;— Pp,).

HivLrssaTz L. Der Kriimmungstensor R0 erfillt die Formel (24) dann

und nur dann, wenn der folgende Ausdruck P g:

(25) P, &

oz q [+ Bpo — 20V (o 8o+ 20810 8ogf —

— 20818, — 2V, Syl + 2818 Soi— 28 58,2]
cingesetzt in die Formel (24) anstatt P,z folgende Identitit ergibi:

(26)  Rupy = 2V (i85 + 28,58, — 28010 Sp)5 + A [nR;, +

ne—1

+ Ryp— 20V, 8pp5 + 28,5 8 pyy — 208 58,5 —

—2 V[eSv]S"I'z‘g[alil '712—239’5‘5':«51 -

g Aj Byt Byo—

— 20V, 8l + 218108 Sy — 218, 8,8 — 27, 8,08 +

1
+ 28[9|2] Srla - 2Sev Snae] - 'n——l—l Af'

— 2V, 8+ VoS — V8,8 +28,58,2]

[Raﬂ - Rﬁa -

Beweis. Tatsichlich, setzen wir voraus, dass der Krimmungstensor
Raﬁ,‘f die spezielle Struktur (24) hat. Die Faltung der Indizes a und 6 und
die Beriicksichtigung der Bezeichnung (8) ergibt den folgenden Ausdruck:

(27) Ry, = 2ViSppy + 28,5805 — 2800 Spjy +1Pp, — Py
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Wir wollen jetzt (27) in bezug suf P4 16sen. Zu diesem Zweck schreiben
wir (27) noch einmal aus indem die Indizes 8y vertauscht werden. Dies
ergibt
(28) R,; = 2V08,15+ 28,585 — 2814 8,95 + 0Py — P, .

Das System (27) + (28) wird gelost indem man die erste Gleichung

mit »# multipliziert und nachher beiderseitig zu (28) addiert. Daraus
erhilt man

1
(29) P, = - [nRp, + B, — 20V 8 515 + 2% Sy Spyy —

Y nt—1
—2m8,88,% — 2V (o8 8 + 28, 8,8 — 28,28,5].

Wir haben also gezeigt, dass aus (24) folgt, dass P, in bestimmter
Form sich durch die Tensoren E; und S,; ausdriicken lisst. Um die
Relation (26) zu erhalten geniigt es folgende Formel anwenden

1
(30) Plagy = il [Biagy T ViaSia)— Vo Saf + 8a5 8015

die leicht aus (29) folgt.

Umgekehrt setzen wir voraus, dass der Krimmungstensor Raﬁf, die
Identitdt (26) erfiillt. Wenn jetzt die Definition (25) ausgeniitzt wird, so
erhilt man daraus die spezielle Struktur (24) des Tensors Rai,f, mit dem
Tensor Pg,, der durch (29) definiert ist.

Bemerken wir, dass fir » = 2, Ruﬁg immer die spezielle Struktur
(24) hat, so dass die Bedingung (26) automatisch eine Identitat ergibt.
In der Tat, bei der Bezeichnung

(31) Q.2 = 2V oS a0 — 28,8849 + 2840 852

afy

erhilt man auf Grund (24) und (31) folgendes Gleichungssystem mit
gesuchten Unbekannten P,,, P,,, Py;, P;,:

Py, = - Rlzf _leiy
(32) P12*2P21 = _Rlzi_le:a
—2P12 +P21 = Rlz§ +Qm§’
P, = R12;+le;-
Da die Determinante des Gleichungssystems D = —3 # 0 ist, daher

hat das Gleichungssystem (32) eine einzige Lésung in der folgenden Dar-
stellung:
Pu = —Rlzi_Qui;

Pn = %(Rm% +Q12} _2R12§ - 2@12§)r
le = %(ZRmi + 2Q12} - Rmi - ng) '
P22 = R12;+Q12;-

(33)
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Also fiir » = 2 hat Raﬁf, tatsichlich die Struktur (24). Betrachtet man
(22) als ein Gleichungssystem mit gegebenen P,, und S, und Unbekannten
P,, so erhdlt man ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung.

HiLrssaTz 2. Wenn der Kriimmungstensor R,z die spezielle Struktur
(24) hat, dann nehmen die Integrabilitatsbedingungen des Differentialglei-
chungssystems (22) folgende Form an:

(34) V[aPy]ﬁ+ S[a!lg: P?]Q+ Saspaﬁ = 0.
Beweis. Schreiben wir das Gleichungssystem (22) in der Form
(35) VaPﬁ =PaPﬂ+‘Paﬂ_SsﬂPQ'

Durch kovariante Ableitung von (35) erhilt man
36) V,V,Py=V,P,;—P,V,83+2P,PsP, +P,P,+PyP,, —

—-8,¢P,P,—8,2P,P,—8S 5P, P,—8S23P,,+8,58,.P,.

Durch Alternation der Indizes ¥ und a auf beiden Seiten der Formel
(36) erhalten wir

(37) V[.‘, Va]'Pﬁ — V[yPa]ﬂ_'PQ V[VSG]S+ 2'PﬁP[u'Py]+P[a'P‘y]ﬁ+
+ Py Py — Pio8,5F, — 81,01 P P — P, 8 Py +
+ Sﬁ[: vle Sﬂ[ﬁSﬂ:Pw

Einerseits konnen wir V(, V,P; auf Grund der Formel (15) (fir
p =0, ¢ =1) schreiben
V[y Va]'Pﬁ - - %‘.R QP _S./Q V@‘Pﬁ’

raf" e a

woraus laut (24)
(38) W Vals = —Viy8uiPo—8,08,5L0 + 8y SaipPo —

- Swe- VePﬁ— %AgPaﬁPe'l' %AspyﬂPQ'F %Ag(Pya _Pav)Pe
folgt.
Andererseits haben wir

P[GP?] - 0, bP[aSy]ng_P[’ySu]ng = 0;
also konnen wir die Formel (37) folgendermassen umschreiben
(39) VipVaPs = ViyPap— P, Viy Sap+PraPypa+PpPrya) —
—Spa1PePs+ Spalyie— Spa Sy P

Vergleicht man beide Seiten der Formeln (38) und (39), so haben wir
nach einer Reduktion

— 8,8V, Py—8,58,8P, = V|, Py;+8,2P,,— 8,2P,Ps.
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Wenn wir in der obigen Formel beriicksichtigen. (35), so erhalten wir
V[VPaJﬂ+ ‘Sﬂ[3P7]9+ Swg:Po.B =0,

also Bedingung (34), was zu beweisen war.

SATZ 1. Die notwendige und hinreichendc Bedingung eimer verallge-
meinerten projektiven euklidischen Konnexion I} des Raumes L, (n > 2)
beruht darauf, dass thr Krimmungstensor R, die Gestalt von (24) hat und
Tensor Pz, der durch die Formel (22) definiert ist, die Integrabilitdtsbedin-
gungen (34) des Differentialgleichungssystems (35) erfullt.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen wurde schon begriindet.
Setzen wir jetzt fir die Konnexion I,; die Identititen (24) und (34)

voraus. Es wird ein Tensorfeld P, als Losung des Differentialgleichungs-
systems gesucht

(40) VoPs = PPyt Poy— S5 P,

Da die Integrabilititsbedingungen (34) des Gleichungssystems (40)
nach den Voruassetzungen identisch erfiillt sind (fiir beliebige P, und
beliebige &), konnen wir daraus schliessen, dass das Gleichungssystem

(40) eine Lo%ung fiir beliebige Anfangswerte der unbekannten Funktionen
P = P, (Sﬁ) besitzt. Dlese Losung existiert wenigstens in einer gewissen

Umgebung des Punktes f" (8. [4], Seite 449 oder [5], par. 26). Konstruieren
wir jetzt die Konnexion

~

f‘a’é == Fuz S +2A(a-Pﬂ)

und berechnen fiir sie den Krimmungstensor Raﬁy Er wird, wie wir
bereits wissen, durch die Formel (23) ausgedriickt, wobei der Tensor P,
in dieser Formel die Gestalt (22) hat, d.h., wie aus (40) zu ersehen ist,
dass er mit dem von uns betrachteten Tensor P,; iibereinstimmt.

Wenn man beriicksichtigt, dass (24) laut Voraussetzungen erfiill

ist, iiberzeugt man sich, dass Raﬁ,, = 0 ist und das bedeutet, dass I,
eine verallgemeinerte prolektlv eukhdlsche Konnexion ist, was zu be-
weisen war.

Wir haben bereits bemerkt, dass fiir » = 2 die Bedingung (24)
fiir einen beliebigen Kriimmungstensor R, erfillt ist, so dass als not-
wendige und hinreichende Bedingung die Bedingung (34) selbst bleibt.
Dagegen, wie wir es weiter zeigen werden, geniigt es fiir » > 2 sich auf
die Bedingung (24) zu beschrinken, da die Bedingung (34) die Folge der
Bedingung (24) ist.

HILFSSATZ 3. Fiir n > 2 crgibt sich die Bedingung (34) als eine Folge
der Bedingung (24).
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Beweis. Wir gehen von der Bianchischen Identitit (12) aus:
41) ViwBasty = 2815 Ryyey
und durch Anwendung der Formel (24)
(42) Ry = 2V 85+ 28,580 — 281afy Spyf + 240 Py, — 245 Py

setzen wir die rechte Seite von (42) in die linke Seite von (41) ein. So
erhalten wir '

VaRass =2V, ViS50 +2V, 8,88 +28,8V 8 —
—2(V o S 1) 8518 = 28011 Vi SuiS + 2410 Vi Py, — 245V Py
Dann durch Alternation der Indizes w, a, ﬁ erhalten wir:
—2( 17[,,, a!el)Sﬂ]V_2S[a!a| Vwbmﬁf
Auf Grund der Formel (15) (fiir p = 1 und ¢ = 2) haben wir
Vi Va]Sf =1R, 38,0 1R, 58, —3R,.28,0—8,2V Sy

uﬁr

wap way

woraus

(44) 2V VaSp = Rivaie 8510 — Broafi Ser — BluaiSsie = 281V 0 Spyy
folgt.

Weiter setzen wir in die rechte Seite der Formel (44) die rechte Seite
von (42) ein. Zu diesem Zweck berechnen wir zuerst den Ausdruck

ngSﬂ.ﬁ = 2 V[wSu]QSﬁy + 2Sw(’:S’¢nSﬂy 28["-":1 Sa]gsﬁ}' _|_
£ 2A P, Sy, — 240 P e Si2.

ale

Darus folgt
(45)  Rpoale Sy = 2(ViaSu) Spyf + 28105855 8.0 —
— 28w Sy Sa + 2410 P

ale)

Spp— 24P, 8p5.

lel
In dhnlicher Weise haben wir
(46)  — Rioofi Sy = —2V 108,58, — 2812848 855+

Stellt man in der Formel (46) die Indizes § und p, p und y um, so erhilt
man

(47) = RpuadSpe = —2(VuBa) 80— 281ua 810 Sus +
+ 280151 Sy Spje — 2A(8 Py Spie + 2A5 P Sy -

aly| alyl



210 L. Bieszk und D. Matel-Kaminska

Setzt man die rechten Selten der Formeln (45), (46) und (47) in die rechte
Seite von (44) ein, erhdlt man:

(48) 2V, V, Sap = 2(V (085 8a)2+ 28 Syt S 0—
Sgy—
— 24P, 85yt — 210 88 Sop — 2810785y Sy +

- 2S[w]:[ SﬂlZl Sﬁ]le’ + 2A[£P°|el
+ 2S[w1i1 Sa,;llseg _2A['EP°/9] Sﬁ"z +
+2ABP 80— 2(Viu8ey8)) Spp —
—2S[w Sﬂ]gsx?‘i‘zs[mluls Sﬁ]o
— 24,2

ajy|

u['y, Sﬁ]n + 24¢ P[wa Sﬁ]a
_2S[wg l7I9! ‘Sﬁ]r'

Setzt man endlich die rechte Seite von (48) in die Formel (43) ein, erhéilt
man nach einigen Umrechnungen und Reduktion

(49) P iwRast = 280 8a2 8.0+ 24P, 0 8 —
— 28102 81051 8oy + 280 Safy Sy
— 28,0 85082 — 2P, Sﬂzl -
— 280,V 1oy Sy 28,8V oy S0+
+240V Py, — 245V, P,y

Jetzt berechnen wir den Wert der rechten Seite von (41), indem wir R,
aus (42) einsetzen.
Wir berechnen zuerst

(50)  28,2Rg = 48,5V p8,5 + 48,8880 — 48,8855 Sers +
+ 48,8 APy, — 48,2 AP s,
woraus nach der Alternation
(51) 28,8 Ryjer = 2818 V18 o0 — 2812 V01 851 + 481 8y Sp—
— 3818 S8, + 2818 Sy Sl +
4281, A5\ P,, — 28,2 Py, A —
- —2810s Py 45+ 28, P g 45

ist.
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Vergleicht man auf Grund der Bianchischen Identitat (41) die rechten
Seiten der Formeln (49) und (51), so erhidlt man

(62) 2817805 S+ 2410 Paio Spr} — 28105811 Sy + 280y 8ay Sy —
~ 28002 1o Sod — 2Piasy Spen — 2810e Vior Sppy + 285 Ve S +
240V Py, — 245 V(o Poyy = 2800 Vi 80 — 28108 Vig Sy +
+ 4818 Sa1s Sy — 2818 Spy Sy + 28108 Sy S+ 281 A Py —
— 28,8 Py, Ay — 28,8 P 1o A%+ 28,8 Py A5
Nach weiteren Reduktionen erhalten wir
(63)  AoPoq Spy + A VP, — A Vi Popy+ Spoa Py 45 —
— Staa AnPoy— S(udPiap 45 = 0-
Durch Faltung der Indizes y und é erhalten wir nach einigen Rechnungen
ViwPo1y+ Stoin Pro + 80 8oy = 0,

also (34), was zu beweisen war.

Hilfssatz 3 stellt eine Verallgemeinerung des analogen Hilfssatzes
fir die symmetrische Konnexion dar (s. {4], S. 449).

DEFINITION 3. Auf Grund der Formeln (24) und (26) definieren wir

den verallgemeinerten Weylschen Kriimmungstensor B,g folgendermassen:

at
(54)  Bupy = Rupy — 2V 8y + 28 S5 — 28,58,y — 242 By, + 245 Bropy,

WO
dt

1
55 B ;=
( ) af nE:—1

[(WRap+ By, — 20V, 855 + 2085 Syf —
— 20855 8.5 — 2V, 8 g1a + 28143 8o — 28,58,51.

Zusammenfassend konnen wir den folgenden Satz aussprechen:

SATZ 2. Fiir n > 2 ist der Raum L, dann und nur dann ein verall-
gemeinerter projektiv-euklidischer Raum, wenn der Tensor B, identisch
verschwindet.

Fir » = 2 ist L, dann und nur dann ein verallgemeinerter projektiv-
-euklidischer Raum, wenn der Tensor B,; der Bedingung

(56) V[an]ﬂ+S[alngrle+Sa$Beﬂ =0
gentugt.
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2. Eigenschaften der verallgemeinerten projektiven Transformation
der Konnexion und des verallgemeinerten Weylschen Kriimmungstensors.

Sa1z 3. Fir m = 2 haben wir die Identitit: 1° B, — 0, dagegen fir
n > 2 haben wir die Identititen: 2° B0 = 0, 3° B0 = 0, 4° B3 = 0,
5% B, = 0(Y).

Rein rechnerische Beweise lassen wir beiseite.

Der durch die Formel (55) bestimmte Tensor B,, bildet eine alge-
Lraische Komitante des Krimmungstensors R, und des Zusammen-
hanges I',;.

HILFsSATZ 4. Bei einer verallgemeinerten projektiven Transformation
der Konnexion (16) verdndert sich der Tensor B, nach dem Gesetz

(57) Baﬂ - Baﬁ_PuB7
wo P,z durch die Formel (22) bestimmi ist.

Tatséchlich, da die Konnexion I «p Symmetrisch ist, haben wir also
auf Grund der Formel (55):

~

1
58 B, =-
(58) @ mr—1

; uﬂ+jéﬂa]'

Aber laut (23) haben wir

-~

Ruﬂ == Raﬁ_2V[9 d]g S QS0ﬂ+2S[X|D| Sa]ﬁ AQ 0,8 | .Angﬁ—l—
g(Pga _Pa9)1
woraus
(59) Ry = R,y —2V 18,5 — 28,285+ 280 S0 — nPos+ P
folgt.
Auf Grund von (58) und (59) erhalten wir das Ergebnis (57).

SATz 4. Der verallgemeinerte Weylsche Krimmungstensor B,s) ist eine

Invariante der durch die Formel (16) bestimmien verallgemeinerten projek-
tiven Transformation der Konnexion.

_ Beweis. Da die Konnexion j“a’;, symmetrisch ist (5‘0;’; = 0), haben
wir also auf Grund der Formel (54):

(60) B,

apy

— Ry 243 By, + 242 By,
woraus mit Hilfe der Formeln (23) und (57) erhalten wir
B =R, aty — 2V 1a Sy + 2800 g 85 — 28,585~
— 244, Py, + 247 P — 24, By, + 24Py, +
o + 243 Bl.p — 245 Ps) = By,

(') Das Analogon der Formel (8) des Satzes 3 in der Seite 2 ist zur Zeit noch
nicht bekannt.
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also
(61) B, =B,>, w.zb.w.

SATZ 5. Jede Konnexion I',; kann man mit Hilfe einer verallgemeinerten

projektiven Transformation (16) in volumentreue Konnexion I} transfor-
mieren. '
Beweis. Wir werden die Existenz eines solchen Vektorfeldes P,

zeigen, dass die Komitante V «p des Krimmungstensors R, sy der Konnexion
I} die Bedingung erfiillt:
(62) V., =0.
Auf Grund der Formeln (8), (23) und (62) haben wir
Vag— 2V Bas — 28,58+ 28,5 8pe— AP, +
+ AP, — AY(P,y—Pp) = 0,

woraus bei Beriicksichtigung der Identitdt Sy 7 847 = 0,

(63) Vag— 2V B — 28,585+ (0 + 1) (Poy — Pp,) = 0
folgt.

Auf Grund von (22) und (63) erhalten wir weiter
(64) V=2V 8p8 — 28,480 +2(n+ 1) (V(, Py + 8,5P,) = 0.

(64) stellt nun ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung mit den
unbekannten Funktionen P, dar.

Wir werden zeigen, dass die Integrabilititsbedingungen des Glei-
chungssystems (64) folgende Gestalt annehmen

(65) V[w Ifaﬁ] - ZS[wg Vﬁ]e?

also laut (13) die Integrabilititsbedingungen erfiillt sind, was den Beweis
fiir die Existenz eines Vektorfeldes P, erbringt.
Tatsédchlich, differenzieren wir kovariant I, die Gleichung (64):

Vo Vg —=2V, V(o 8ae—2V 8,580 — 28,3V, 8+
+2(n+1)[F, Py + V8,8 P, + 8,5V, P,] =0,
so erhalten wir daraus durch Alternation der Indizes w, a, f:
(66) Vi Vs =2V VS =285 V8.8 — 28148 Vo) Son +
+2m+1)[Vio VoPa+ P, Vo8 + 81af Ve Pl = 0.
Auf Grund der Formel (15) haben wir
Vio Va5 = 3 Bunl 85— 3 Bogs 8,8 — Ry 28,8 — 827,88,
VieVaPs = —3Bys P, — 8. V. Py,
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woraus

(67) Vie aSme = —R[wa’,}]S,,Z ~28[u,;‘ Vlui Sa]ﬁy
(68) 2 Vlw VaPﬂl = - R[ma;]Pn —_ 28[(0: Vl"lPﬂ]
ist. |

Also auf Grund der Formel (66), (67) und (68) haben wir:
(69) Vo VagF BruapiSug + 28100 Vi Sg — 285 Viw Sy —
—28f Ve S+ (1 + 1) [ — BpuapjPu — 28100 V) P+
+2P, Vi, 8.8+ 28,5V, Pl = 0.
Auf Grund der Formel (10) erhalten wir
(70) Riyupy Py = 2P, V8,5 — 4P, 81,2855,
(71) RipapySuy = 28,8 ViwBapy— 48,8 8] 0a S5 -
Wir haben nun auf Grund (70), (71) und (69)
Via Vg + 28,5 ViwSap) — 48,0 810a S g + 2810a Vi S e —
— 28 Vi Baf) — 2818 Vy St (n—1)[ —2P, VieSap+
4P, 88 85— 2815V Py 2P, V1o 8.8y + 28108 Vy P, = 0,
woraus sich nach der Reduktion folgendes ergibt:
(12) Vi Vas— 48,5800 855+ 2810a V iy 8p1s — 28125V ) S+
+(n+1)[4P, 8 Sppy — 28102 Vi Py + 28, Vy P, 1 = 0.

Um V,P, aus der Gleichung (72) zu eliminieren, wenden wir die Aus-
gangsgleichung (64) an, die fiir § = y folgende Gestalt hat:

(18)  Vap—2V 8,8 — 28,285+ (n+1)[2V, P, +28,¢P,] = 0.

ay— @

Durch Multiplizieren der Gleichung (73) mit 28,) und durch Alternation
‘der Indizes a, f, » ergibt sich folgendes:

(T4 2Viary Bpur — 28150 Var 86 + 2810 Vit Sato — 48150 8y Ss +

171

+ (’n-"l) [4S[ﬁ u]‘yPQ+2S[ﬂ a]Py_ZS[ﬂw V Pu] = 0.

17l

Wenn wir in der Gleichung (74) eine gerade Permutation der Indizes
(z.B. fwa — waf}) durchfithren, so konnen wir letzhin folgende Gleichung
schreiben:

2V w101 Bap) — 28105 V) Sug + 28 0a V' S — 48 2 S1ua Sy +
-+ (n+1)[—{—4S[w§Sﬂ]?o’P,,+2S[a§ Vm]P‘_,—2S[mﬁ Vle[Pﬁ]] = 0.



Projektiv-euklidische Rdiume 215

Substrahiert man die Seiten der letzten Gleichung von der Gleichung
(72), so erhalt man

V[w Vuﬂ] —_— 2V[¢D|Q| Sa/g] = 0
oder
V[w Vaﬂ] 5 28[‘03 Vﬂ]e’

also die Identitit (13).

Auf diese Weise wurde der Satz 5 bewiesen.

Im spezielle Fall, wenn die Konnexion I} symmetrisch ist (8,3 = 0),
findet man den Satz 5 in der Arbeit ([6], S. 288).

HirrssaTz 5. Wenn der Raum L, (n > 2) ein verallgemeinertor pro-
jektiv-euklidischer Raum ist wund die Konnexion symmetrisch (2) bzw.
halbsymmetrisch (3) ist, dann bestehen die Relationen:

(75) R, =0 fir o #a,8,7.

Beweis. Auf Grund der Voraussetzung, des Satzes 1 und Hilfssatzes 3
haben wir:

(76) Ry = 2V 85, + 28,58, — 28,0 Sg8-

Es ist aber nicht schwer nachpriifen, dass die rechte Seite der Formel
(76) fir die symmetrische oder halbsymmetrische Konnexion identisch
verschwindet, was zu beweisen war.

Die Aufgabe VI. 1, 3, in der Arbeit ([6], S. 292), in der die drei Vektor-
felder P,, 2P, und 3P, vorkommen und die Konnexion symmetrisch ist
(8,5 = 0), kann zweifach verallgemeinert werden, d.h. fiir m Felder P,,
2P,, ..., Pm,und fiir beliebige Konnexion I',}, die nicht gerade syminetrisch
ist.

DEFINITION 4. Wir werden sagen, dass die Konnexion :‘,’,, die
durch die Formel (16) bestimmt ist, durch die Konnexion I} und das

Vektorfeld P, generiert wird.
Fuhren wir nun folgende Bezeichnungen ein:

0

(77) R0 < R,

aﬂy;
m -~
R,z sei der Kriimmungstensor der Konnexion I, die durch das Vektor-
feld mP, generiert wird.
Auf Grund der Formel (40) haben wir die Formel:

(18)  R,5 = R0+ Q.0 — AS(mV,P,—m*PsP,+m8,P,) +
+ A5(mV, P, —m?*P,P,+m8,2P,)+ Al (m V,Ps—mVsP,+2m83P,),

W0 Q. durch (31) bestimmt ist.
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HiLrssaTz 6. Es gilt die Relation

(19) f‘(—l)k(’;‘)ﬁaﬁi — —Qus-
k=0

Beweis. Im Beweis werden wir einige Kombinatorische Formel
ausniitzen ([2], Kap. 1) und zwar:

m

(80) D (—1(3) =0,

k=o

(81) S-1pr(T) o,
k=1

(82) ﬁ‘(—l)"k2 (’:) —0

Schreiben wir die linke Seite der Formel (79) in extenso aus:

83)  Lygd = Bug— (") Bugtt (%) B4 (=1 (%) Ryl

Um (83) zu berechnen beriicksichtigen wir (78), wo durch die Glieder
Rapoy Qupoy A2V P,, ASP,P,, AJS,2P, reduziert werden. Auf Grund der
Identititen (80), (81) und (82) erhalten wir die gewiinschte Relation

[ o
Laﬂy == —Qaﬁy’ W.Z.b-W.

Thomas [7] hat in den Rdumen 4, das sogenannte Objekt der pro-
jektiven Konnexion definiert:

2
84 m3¥ry— —~_anr
( ) af af w41 {a* B)
)
(85) rySrg st
Objekt 11} ist eine Invariante der projektiven Transformation der Kon-

nexion I’; (1], S. 265).
Wir wollen nun das Thomassche Objekt 1.} verallgemeinern fir L,
und fiir verallgemeinerte projektive Transformation der Konnexion (16).

DEFINITION 5. In den Riumen L, definieren wir das verallgemeinerte
Objekt der projektiven Konnexion wie folgt:

x ar 2 *
(86) I} = I'.j— _,n_ﬁ'A(zFﬂh

WO
(87) I, 2, st
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Fir 8,5 = 0 reduzieren sich die Formeln (86) und (87) entsprechend
zu den Formeln (84) und (85). .

SATZ 6. Das verallgemeinerie Objekt der projektiven Kowmnexion II.}
des Raumes L, ist eine Invariante der verallgemeinerten projektiven Trans-
Sformation der Konnexion I} (16).

Der Beweis ist leicht.
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