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Certaines évaluations des solutions des problémes
de Fourier relatifs a I’équation du type parabolique

par I. Lojczyk-KROLIKIEWICZ * (Krakow)

Dans ce travail nous allons établir certaines évaluations des solu-
tions des problémes de Fourier sous ’hypothése que ces solutions appar-
tiennent & la classe E,(!) et sont réguliéres (2) dans le domaine de leur
existence (3).

1. Nous nous occuperons d’abord du troisiéme probléme de Fourier
relatif 4 I’équation

m m
(1) Flul = as(X, Db, + D, (X, b+ 0(X, hu—ui = (X, 1).
1,7=1 k=1

Soit X (z,, %,, ..., Tm) un point variable de ’espace euclidien & m di-
mensions ™ et (X, 1) un point variable de ’espace-temps 4 m-1 dimen-
sions. Nous considérons le domaine D de cet espace, constituant 1’exté-
rieur d’un cylindre & m +1 dimensions, dont la frontiére se compose des
domaines non bornés 8§, contenue dans le plan { = 0 et Sy contenue dans
le plan ¢t =T (T >0), et de la surface latérale o dont 1’équation s’éerit
sous la forme:

(2) G(X)=0.

Nous supposons que la fonction G(X) est de classe C? dans une sphére

m
L: ) i = R?, telle que la frontiére ¥'§, appartienne & lintérieur de la
=

1

* Je tiens 4 exprimer ma gratidude & M. J. Szarski pour ses précieuses remarques.

(") Nous appelons E, (a > 0) une classe de fonctions f(X) ayant la propriété
suivante: il existe deux nombres constants positifs M et K tels que |f(X)] < MexpK|X|*
dans un domaine D (v. le travail [2]).

(2) C’est-a-dire admettent des dérivées du premier et du second ordre par rapport
aux variables z,, z,, ..., Z,,, et du premier ordre par rapport & ¢ continues aux points
intérieurs de D, sont continue dans la fermeture D du domaine D, et sur la surface
latérale de D admettent une derivée du/dl, ou 1 est une demi-droite orthogonale & 1'axe
t, pénétrant dans D.

(®) Ce probléeme a été posé par M. Krzyzaneki.

Annales Polonici Mathematicl XIII 15



214 I. Lojezyk-Krélikiewicz

sphére L. Dans cette hypothése, en vertu du théoréme 1 du travail [1]
(p. 682), on peut prolonger la fonction G(X) sur tout ’espace ™ de
maniére qu’elle soit bornée et de classe C? dans ¢™ et aussi que 'on ait
des inégalités:

(3) |G X)| <G, et |Gh(X) <@ dans S,

ou @, G, sont des nombres constants non négatifs.
Nous supposons encore que l’on a
(4) grad?G(X)>I*>0, ou I =const et XeFS,.

A tout point de o nous faisons correspondre une demi-droite orthogonale
4 I’axe t, pénétrant dans D, de sorte qu'il existe une constante y, > 0
telle que 'on ait

(5) cos(l,n) =y,>0.

Nous choisissons le signe de la fonction G(X) dans (2) de maniére
que l’on ait

(6) Gz, = cos(n, x;) |grad G|

n étant le vecteur normal 4 o intérieur par rapport au domaine D. Nous
désignons par X la somme 8,4+ o (*). Nous supposons que les coefficients
ay (X, 1), be(X,t) de I’équation (1) sont continus et bornés dans D:
(1) Jey(X, )| <4, |(X,)|<B pour (X,!)eD,
tyjyk=1,..,m,

ou A et B sont des nombres non négatifs. Le coefficient ¢(X, ) est sup-
posé borné supérieurement dans D, c’est-a-dire

(8) c(X,t)<¢g dans D,
¢, étant une constante. Nous supposons aussi que dans le domaine D

m
entier la forme D ai;A¢A; est définie positive et nous désignons par of
ii=1

le plus petit nombre positif tel que l'on a

(9) Dlay(X, Dhdy <A D X pour (X,t)eD.
1,j=1 i=1

Nous allons démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 1. Soit u(X,t) une solution de Uéquation (1) réguliére
et de classe E,, admettant une dérivée du/dl en tout point de o. Supposons
que Von ait

(10) [u(X,0)| <M pour (X)eS,

(*) Ces hypothéses sont les mémes que celles du travail [4].
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et
(11) Liu] =dufdl+h(X,)u =g(X,t) pour (X,t)eo,
ot les fonctions h(X,t) et g(X, 1) salisfont aux inégalités
(12) X, )< —h, <O,
(13) |g9(X, )| < goexp(bot), o2 by<ec, e (X,t)eoq,

go €t by btant des nombres positifs. Si la fonction f(X, t) satisfait & Dinégalité

|[f(X, )] < Myexp(dy,t) dans D, od dy < ¢y, alors on a dans le domaine D
Dinégalité
| (X, 1) < (M + gofho + Myt)exp(col) -

La méthode de la démonstration de ce théoréme est pareille & celle
que M. Krzyzanski a appliquée pour démontrer un théoréme analogue
dans le travail [3] relatif au premier probléeme de Fourier ().

Nous introduisons la nouvelle fonction inconnue:

9(X,t) = u(X, t)exp(—cot) — Mot — gofhy -

En vertu de l’'inégalité (10) on a 9(X, 0) < M pour X ¢ §,. La fonction
v(X,t) est une solution de I’équation de la forme

(14) F[v] = 2 ai; (X, t)”:c’t:c;‘{‘ 2 b (X, )0z +C(X, Ho—1v; = f(X; 1),
4,7=1 k=1

ol bp(X,t) = be(X,t) et dans laquelle le coefficient de la fonction in-
connue et le second membre de cette équation s’expriment par les
formules:

e(X,1) =ce(X,1)—¢ <0
et

f(X,t) = fexp(—e,t) +Mo—cMot+coMot—0%)+00’gTo =0
0 0
pour (X, t) e D. Nous avons en outre
L[7] = Z—;’ 45 = gexp(—col)— hMyt—hgofho > 0

pour (X,t) e o, ou 'on a par hypothése h(X,?t) < —h, < 0. Or en appli-
quant a la fonction v le théoreme 1, n® 6 du travail [4], nous obtenons
?(X,t) < M pour (X,t)e D, d’ou résulte I'inégalité

(15) u(X,t) < exp(et)(M +go/hy+Myt) dans D.

(®) Cette méthode a été appliquée dans les travaux de M. Picone, voir p. ex. [5].
15*
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D’une maniére analogue, en introduisant la fonction auxiliaire (X, t)
= u (X, t)exp(—cot) + Myt + go/h, et appliquant le méme raisonnement,
nous obtenons l'inégalité

(16) w(X,t) > —exp(ct)(M+go/ho+Mst) dans D.

On déduit aussitot des inégalités (15) et (16) la conclusion de notre
théoréme.

Remarque. Il est évident que le théoréme énoncé ci-dessus est
valable dans ’intérieur du eylindre, ’hypothese que » (X, {) est de classe E,
étant superflue.

2. Nous allons trouver une évaluation pareille dans le cas, ol
h(X,t) < H pour H arbitraire. Nous poserons h, = max(0, H).

THEOREME 2. Si, dans les hypothéses du théoréme 1, on a aussi
h(X,t) < hy, alors les constantes N,, h,, ¢, étant définies par les formules:

¢, = am(amAG: +mAG,+BG)+¢c, ou a> hyTy,,

hl == ary°—ho et ‘Nl = SIII_’ exp (aG(X)) ]
XeS
on a

(17) |u(X, t)| < Ny(M + go/h, + Myt)exp(c,t) dans  D.

Démonstration. Introduisons une fonction auxiliaire, donnée par
la formule

v(X,1) = u(X,t)exp(aG (X)),

ou a > 0 sera déterminé plus loin. La nouvelle fonction satisfait a ’équa-
tion (14) dans laquelle 5;(X,t) sont bornées et ¢(X, t) < am(amAG;+
+mAG,+B@,)+¢, dans D pour a > 0 arbitraire. Cette fonction v (X, t)
remplit aussi la condition aux limites

%+E(X,t)v =g(X,t) sur o,
ou

m
R(X, 1) = —a D Greos(l, ) +h(X, 1) < —alyg+hy ;

i=1
choisissant donc en a > hy/I'y, on a

(X, t) < —alyg+-hy = —hy <0 sur o,
On déduit, de la définition de ¢, et N, les inégalités:

|f(X, )] < N;Mexp(c,t) dans D,
lg(X, 1) < Nygoexp(c,t) sur o,
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et
|[v(X,0)| < N,M dans &,.

Nous pouvons appliquer le théoréme 1 & la fonction »(X,t) et nous
obtenons ’inégalité (17).

3. Les théorémes 1 et 2 concernent de cas ou les fonctions f(X, t)
et g(X,t) sont bornées lorsque X —>oo. Admettons maintenant que ces
fonctions soient non bornées. Nous allons d’abord trouver une évaluation
dans le cas général.

THEOREME 3. Supposons vérifiées les hypothéses (2)-(9). Désignons
par w(X) une fonction satisfaisant aux conditions suivantes:

1° w(X) est de classe C* et w(X) >0 dans 8,

2° 4l existe un mombre P > 0 tel que F[w] < P-w dans 8,,

3° 4l existe un mombre w, = max sup|wz,/w|.

T XeS,

Soit |f(X, )| < Myw(X)exp(Pt) dans D et |¢g(X,t)| < gow(X)exp(Pt),
(X, 1) < by sur o.

Si u(X,t) est une solution de (1) réguliére et de classe E, dans D,
satisfaisant & la condition aux limites (11) et telle que |u(X, 0)| < M- w(X)
dans S,, alors il existe des nombres h,, c, tels que Uon a inégalité

|u (X, t)| < N (M + gof/hy + Myt)w(X)exp(cyt) dans D,
ot N, a été défini dans le théoréme 2.
Démonstration. Prenons la fonction auxiliaire

v(X,t) =u(X,t)w(X).

On vérifie qu’elle satisfait & 1’équation (14) avec |b(X,?t)| <
= B+2w,mA pour k=1,2,...,m et ¢(X,t) = F[lwljw <P dans D et
aussi [f(X, t)| < Myexp(Pt) dans D. Elle satisfait en outre & l'inégalité
|v(X,0)] < M dans S, et & la condition aux limites
dv

ﬁ+hv g(X,t) sur o,

ou

= Z wyjweos(l, ) +h(X, ).

i=1

Désignons w, = max sup |ws/w|, done k< wym+hy = hy sur o et
i XEFSO

aussi |g(X, t)] < goexp (Pt) sur o.
En appliquant a la fonction v(X,?) le théoréme 2 nous avons

[v(X, )] < Ny (M + gofhy + Mot) exp(c.1)

ot ¢, = agm (aymAG +mAG, +BG,) +P avec ay > ho/I'yy, et hy = ag'yy—hy;
ceci démontre notre théoréme.
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4. En profitant du théoréme 3, nous pouvons donner une évalua-
tion de la solution de (1) dans deux cas particuliers.

THEOREME 4. Conservons les hypothéses (2)-(9). Soit u(X,t) une solu-
tion de (1) réguliére et de classe E, dans D, satisfaisant a la condition aux
limites (11). 8i Don a

1° |f(X, t)| < Myexp(kr +Pt) dans D, ou P = ¢y+k*A+km(A+B),
2° |g(X, t)| < goexp(kr +Pt) sur o,
3° |u(X, 0)| < Mexp(kr) dans S,,
m
o r =Y o)* alors la fonction u(X,t) satisfait dans le domaine D
=1
entier a linégalité:
| (X, )| <Ny (M + golhy + Mot)exp (et + kr)

Démonstration. Il est facile de voir que la fonction w(X) = exp (kr)
satisfait aux hypotheéses du théoréme 3, car

Flexp(kr)]

oxp () L+ BA+km(A+B) =P

et aussi |wz/w| = |kzifr| < k, ce qui démontre le théoréme.

Remarque. Dans le cas ol hy < —km, on a simplement
|w(X, t)] < (M + go/ho+Myt)exp (kr +Pt) dans D,

en vertu du théoréme 1 appliqué directement & la fonction v(X,?)
= u(X, t)exp(kr).
THEOREME 5. Sott
1° [f(X,t)| < Myonexp(Pt)dans Do P =n(n—1)A+mn(d +B)+c,
2° |g(X, )| < goomexp(Pt) et h(X,t) < ko sur o,
m
ot o = (14 D Z)'®, les autres hypothéses étant identiques & celles du théo-
i=1
réme 4. 8i u(X,t) est une solution réguliere, de classe E, dans D et telle
que |u(X,0)| < Mo~ dans S,, alors
|4(X, t)] < Ny(M + gofhy+ Myt) g*exp(c,t) dans D,

ot les constantes sont définies comme dans le théoreme 4
Démonstration. Ce théoréme est aussi un corollaire du théo-

reme 3, car

F[Qn] n—2 n—1 nln—n

—QT<[%(n—1)ﬂe +mn(d+B)o" '+ cele™ < P

dans D et aussi |wz/w/| < n.
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