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1. Einleitung. Die klassischen Eindeutigkeitskriterien fiir das An-
fangswertproblem bei gewohnlichen Differentialgleichungen

(1) y'(0) =f{t,y(1) in J: =1[0,T],y(0) =y,
gehen aus von einer Abschitzung der Form
(2) If(t,2)—f(t,2)| < o(t, 2—2]).

Im Jahre 1956 haben Krasnosel’skii und Krein [2] eine neue Ein-
deutigkeitsbedingung in Form zweier Abschitzungen

Cli—z° (0>0,0<a<1),

(3) \f(t, 2)—f(t, 2)| < %lg_zl (k> 0)

gegeben: Ist
(3" k(l—a)<1,

so folgt aus den beiden Abschitzungen (3) die Eindeutigkeit fiir das
Anfangswertproblem (1). Brauer [1] und andere Autoren haben diese
Gedanken weiterverfolgt und dabei allgemeinere Eindeutigkeitsbedingun-
gen der Form

(4) ft =1, <] 0 T

wq(ty [y —2l)
angegeben. Es wurde auBerdem gezeigt, daB aus dem Bestehen einer
solchen Doppelabschiatzung mit geeigneten Funktionen w;, w, auch die
Konvergenz des Verfahrens der sukzessiven Approximation folgt.

Der Verfasser hat in einer 1964 erschienen Arbeit [10] nachgewiesen,
daf alle diese neuen Kriterien in Wahrheit Spezialfille (nota bene: bisher
nicht bekannte, neue Spezialfille) klassischer Eindeutigkeitskriterien sind.
Genauer soll das heien: Die Abschidtzung (4) ist, wenn man

w(t, 2): = min{w,(t, 2), w.(t, 2)}
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definiert, identisch mit (2). Diese Funktion  ist — das gilt sowohl fir
das Kriterium von Krasnosel’skii und Kreln (3) als auch fiir die erwéhnten
allgemeineren Kriterien von der Form (4) — ein Spezialfall etwa des
wohlbekannten Eindeutigkeitskriteriums von Kamke.

Betrachten wir nun das Darboux-Problem (charakteristisches An-
fangswertproblem) fiir hyperbolische Differentialgleichungen in zwei
Variablen

(5) Uy = f(®,y,w) in B: = [0,a]x [0, b],
u(z,0) = o(x) in {0,a], u(0,y) =t(y) in [0, b]
(a, b > 0). Hier sind Eindeutigkeitsbedingungen von der folgenden, zu (2)
analogen Form
(6) Ifz,y,2)—fl@, ¥, )i < w(z, ¥, |t—2|)

ebenfalls wohlbekannt; vgl. etwa Walter [11], §§ 20, 21. Eine Eindeutig-
keitsbedingung von der Art der Bedingung von Krasnosel’skii und Krein
wurde von Palczewski und Pawelski [6], [4] angegeben. Sie lautet

Cle—z° ((>0,0<a<1l),

(1) If(z,y,2)—f(®,y,2)| < m_’;lz_gl (k> 0).

In den zitierten Arbeiten wurde bewiesen, daBl unter der Bedin-
gung (7) mit
(7) k(l—a)i<1
fiir das Anfangswertproblem (5) sowohl Eindeutigkeit als auch Kon-
vergenz des (in der iiblichen Weise durch Ubergang zur Integralgleichung

gewonnenen) Verfahrens der sukzessiven Approximation herrscht. Weiter
bewies Wong [12], dal dasselbe auch unter den allgemeineren Bedin-

gungen

Clza—z|*
(8) f(z,y,2)—f(z,y,2) < klo— 2|
—  (k>0),
ry
(8") k(1—a)* < (1—p)*

richtig ist. Auf weitere Untersuchungen dhnlicher Art werden wir am
Schiuf der Arbeit eingehen.

In: dieser Arbeit wird nachgewiesen, daB auch fiir hyperbolische
Differentialgleichungen Doppelbedingungen, wie sie in (7) und (8) auftre-
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ten, Spezialfille (auch hier wieder: neue Spezialfille) bekannter Bedin-
gungen von der Form (6) sind. Es liegen demnach dieselben Verhiltnisse
wie beim eingangs geschilderten eindimensionalen Fall vor. Dies betrifft
die Tatsache, nicht jedoch die Beweise. Die vom Verfasser in [10] benutz-
ten Beweisschritte machen wesentlich von spezifischen Eigenschaften
gewohnlicher Differentialgleichungen Gebrauch und lassen sich nicht auf
hyperbolische Differentialgleichungen iibertragen. Das hier verwandte
Beweisverfahren lehnt sich dagegen an die fdquivalente Integralgleichung
an; es ist ohne Schwierigkeit auch fiir hoherdimensionale Probleme an-
wendbar.

2. Zuriickfiihrung auf bekannte Eindeutigkeitshedingungen. Es sci B
ein reeller Banachraum mit der Norm |-| und K das Rechteck [0, a] X
x [0, b] (a, b > 0). Die Funktionen g(z, y) und %(z, y, {, 5, 2) seien in K
bzw. in der durch 0 < { <z < @, 0 <y <y<b, 2eB abgegrenzten Punkt-
menge stetig mit Werten in B.

Uber die Integralgleichung

v
9) w@,y) =g, 9+ [ [ ke, y,2,n, u(n)dtdy
0 0

besteht der folgende

EXISTENZ- UND EINDEUTIGKEITSSATZ. Die Funktionen g und ¥ moégen

den genannten Voraussetzungen geniigen; k sei aullerdem beschrankt
und geniige einer Abschitzung

(10) \k(@,y, &y ny2)—k(z,y, &y, 2)| < 0(y 9, [2—2)
mit we¥%. Dann hat die Integralgleichung (9) genau eine stetige Losung «,
und die durch sukzessive Approximation, ausgehend von einer beliebigen
stetigen Anfangsniherung u,, gewonnene Folge (u,) konvergiert gleich-
miflig in R gegen wu.

Dabei ist # die Klasse der reellwertigen Funktionen w(z,y,2) mit
den Eigenschaften

(a) o ist in (0, a] X (0,b] X [0, oo) stetig sowie monoton wachsend
in z;

(b) w(z,y,0) = 0;

(c) die Integralgleichung

T Y
(11) o = Qo mit (Qo)(z,y) = [ [ w(t,n,0(¢,n)dtdy
00
‘besitzt nur eine in R stetige, nichtnegative Lésung, nimlich die Funk-

tion ¢ = 0;

(d) zu jeder Konstante C gibt es eine in R stetige Funktion ¢ mit
den Eigenschaften ¢ > Q¢ und ¢>C in R.
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Die Bedingung (d) stellt in Wirklichkeit keine Einschrinkung dar,
denn wegen |k| < M kann man in (10) o durch die Funktion w*(z, ¥, 2)
= min (w(w,y,z),ZM) ersetzen, welche die Eigenschaft (d) sowie die
iibrigen Eigenschaften von o besitzt.

Dieser Satz ist ein Sonderfall eines vom Verfasser [9] bewiesenen
Satzes iiber Volterra-Integralgleichungen in mehreren Variablen. Die
Klasse ¢ entspricht der in [9], S. 23, definierten Klasse %" fir n =1,
m = 2, mit dem Unterschied, dafl dort — anstelle der Bedingung (d) —
Beschrianktheit von o gefordert wird. Man sieht sofort, daf der dortige
Beweis auch unter den jetzigen Voraussetzungen funktioniert. Es sei
darauf hingewiesen, daf3 der oben formulierte, auf die Integralgleichung (9)
bezogene Satz auch unter “Carathéodory-Voraussetzungen” giiltig bleibt.
In dieser Form ist er in [9] bewiesen.

Das wesentliche Ziel der vorliegenden Arbeit ist der Beweis des
folgenden Satzes:

SATZ. Die Funktion

. C® k2
(12) w(x,y,2) = min w"‘y’” :v_y

ist, wenn die auftretenden Konstanten den Ungleichungen C, k > 0,0 < 8,
y<1l,0< a< 1 sowie

12') k(l—a)’ < (1—-p)(1—y)

geniigen aus der Klasse 9.

Beweis. Offenbar hat o die Eigenschaften (a) und (b). Zum Beweis
von (¢) und (d) fithren wir die Abkiirzungen

Cz° kz
o, (z, ¥, 2) =_mp77 0o(Xy Y, 2) = —»

(2:9) (@, ) = ff Sy my @(E, )dLdy (6 =1,2)

ein; Q sei der in (11) definierte Operator, wobei o durch (12) gegeben ist.
Fir 4 > 0 ist

z a oz déd < OA° a' =o' T
Q2(Ae”) < 2,(467) < CA%¢ ff 5ﬂ:’\ —pa—»""

also Q(A€) < Ae® fir groBe A. Damit ist (d) nachgewiesen.
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Zum Beweis von (¢) betrachten wir eine Lisung ¢ der Gleichung
o = 20 und eine stetige Funktion g, mit ¢ < g,. Offenbar ist dann Qo
< 2,0 < 2,0, also o< 2,0,.

Definiert man die Folge (p,) durch ¢,,, = 2,0, (n>0), so erhalt
man durch wiederholte Anwendung dieses Schlusses die Ungleichungen
< o, in R fir n> 1.

Eine einfache Rechnung ergibt, wenn man g, = 4, konstant wihlt,

Qn (m' y) = Anx(_l_ﬁ)""n,y(l_y)un
mit
CA;

(1—-8)(1—y)as.,

Also ist lima, = (1—a)™! und damit wegen (12’)

A< A3

ir grofle n, d.h. 4, < B fiir alle » bei geeignetem B.

Insgesamt folgt

an+1 = aan+1 (n 5\" 0), a’ﬂ = 0) An-{—l =

. . . 1-—-8 1—y
o < limsupyg, < Ba"y mit @ = y b= .
n-»0o l1—a l—a

Wir fithren jetzt eine analoge Abschitzung mit dem Operator Q,
durch. Es ist

k
Q(2"y") =—a"y".

ab
Definiert man die Folge (o,) durch
a : 1_ﬂ 1_7
Jo = Bz yb mit azl_a,b=:1 Oni1 =Q2Gn1
so folgt
(s) = Bg"z®y®  mit _pime 1za
On - q y q - 1_}3 1_‘)/ M

Nach Voraussetzung ist g < 1. Durch dieselbe Uberlegung wie oben

erhilt man also
¢ < limsupo, = 0.

Damit ist gézeigt, daB ¢ = 0 die einzige Losung der Gleichung ¢ = Q¢
und we% ist,

3. Bemerkungen. Aus dem eben bewiesenen Satz ergibt sich im
Zusammenwirken mit dem zitierten Existenz- und Eindeutigkeitssatz,
daB8 die beiden Abschatzungen
Clz—zI°/¢ ",

— 5)| <
\k(z,y, {,n,2)—k(z,¥y,L,n,2)|< k|z—3|/tn
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unter den angegebenen Einschrinkungen hinreichend fiir die Eindeutig-
keit und fiir die Konvergenz der sukzessiven Approximationen sind.
Diese Bedingung geht fiir § = y = 0 in die Bedingung von Palczewski
und Pawelski [6], [4], fiir 0 < 8 = y < « in die Bedingung von Wong [12],
Theoremm 3 und [13], Theorem 1, iiber.
Wong gibt in [12], Theorem 4 und [13], Theorem 2, eine verallge-
meinerte Nagumo-Perron-van-Kampen-Bedingung

lf(w,y,z)|<A(wy)", P>—1,

Clz—2z|?
lf(fv,y,z)_—f(w,y,i)ls%, ¢>1
mit
Y 1
Erpmr=r =y

an. Es sei bemerkt, daB hier nur der Fall ¢ = 1 interessant ist, da sich
fiir ¢ > 1 die Gleichung df/0z = 0 ergibt. In dieser Bedingung ist also

= ¢ = 1. Es ist dann ¢ < 1 identisch mit ¢ < p+41. Es muB aber wohl
C < (p+1)? heiBen (in der Gleichung (14) auf 8. 333 in der Arbeit von
Wong steht im Nenner p-+1, was wohl (p+1)? lauten muB). In dieser
Form ist die Bedingung in der Klasse ¥ enthalten:

Cz
min{-&y,B(wy)p}e.ff fir C< (p+1)4,p>—1,B>0.
Der Beweis ist sehr einfach. Zunichst folgt aus ¢ = Q¢ und o < B(xy)?

c< o, mMit gy = (p%)? (xy)Ptt,
Ist w, = Cz/ey und 2, der entsprechende Integraloperator, so folgt
o, = £,0, = qa, nﬂtq=W<l
Daraus folgt genau wie beim fritheren Beweis ¢ < limg¢"g, = 0.
Es sei erwihnt, dall man auch die (zweidimensionale) Nagumo-Be-
dingung
|z— 2|

13 — ) < —
(13) lf(z,y,2)—f(z,¥,2)| < oy

auf die Klasse # zuriickfithren kann, und zwar in folgendem Sinne: Geniigt
die stetige Funktion f der Nagumo-Bedingung (13), so ist die Funktion

w(@,y,2) =sup{|f(z,y,2)—f(@, 9, 2)|: 21— 2a| <2, |21]+ [22] < M}

aus der Klasse ¢ fiir jedes M > 0. Im eindimensionalen Fall, d.h fiir
gewohnliche Differentialgleichungen, wurde das zuerst von Olech [3]
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gezeigt; vgl. auch Walter [10], Satz 4 (B). Dall die Nagumo-Bedingung
(13) eine Eindeutigkeitsbedingung fiir das Problem (5) ist, hat der Ver-
fasser 1959 in der Arbeit [7], Satz 5, bewiesen. Da sie zur Klasse ¢ gehort,
ist auch die Konvergenzirage beim Verfahren der sukzessiven Approxi-
mation positiv beantwortet. Ein direkter Beweis der zuletzt genannten
Tatsache wurde von Wong [12], Theorem 5, gegeben.

In der Arbeit [5] hat Palezewski ein allgemeineres Darboux-Problem
fiir die Integro-Differentialgleichung

z y
Uzy =f(m’?/’“a“:nuy1fjg(mt'.’li3at’u(39t)’us(37t)a“t(srt))d'?dt)
00

behandelt und bei der Untersuchung von Eindeutigkeit und Konver-
genz der sukzessiven Approximation ebenfalls Doppel-Ungleichungen
zugrundegelegt. Ausgangspunkt sind dabei Eindeutigkeitskriterien fiir
gewohnliche Differentialgleichungen von der Form (4), wie sie von
Brauer [1] in Verallgemeinerung der Krasnosel’skii-Krein-Bedingung
angegeben wurden. Diese Bedingungen ordnen sich, wie in der Einleitung
erwihnt, den Eindeutigkeitsbedingungen der Form (2) unter; vgl. Wal-
ter [10], Satz 4 (C) und (C*). Entsprechendes gilt dann auch fiir die daraus
abgeleiteten Bedingungen fiir den zweidimensionalen Fall, d.h. fiir die
Bedingungen (6,;) und (6;) von [5]. Das bedeutet also, dal man diese
Doppelabschitzungen durch die iiblichen Abschitzungen ersetzen kann.

Auf einen Punkt sei in diesem Zusammenhang noch hingewiesen. Bei
der Ubertragung von Eindeutigkeitskriterien fiir gewohnliche Differen-
tialgleichungen auf hyperbolische Differentialgleichungen besteht der
folgende Sachverhalt (wobei wir Einzelheiten unterdriicken): Ist w (¢, 2)
eine Eindeutigkeitsbedingung fiir gewohnliche Differentialgleichungen, so
ist w(z,y,2) = w(x-y,2) eine Eindeutigkeitsbedingung fiir hyperboli-
sche Differentialgleichungen; vgl. Walter [8], Beispiel 4. Wendet man
dieses Prinzip auf die Krasnosel’skii-Krein-Bedingung (3) an, so erhilt
man die entsprechende Bedingung (7), jedoch mit der Einschrinkung
k(1—a) < 1, wiahrend in (7') sogar k(1 — a)? < 1 zugelassen ist. Im wesent-
lichen war es dieser Tatbestand, der den neuen, von der Theorie der
gewohnlichen Differentialgleichungen unabhingigen Beweis des Satzes
von Nr. 2 notwendig gemacht hat. Vgl. dazu auch den Schlull von Nr. 2
in der Arbeit von Palczewski [5].
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