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Sur un systéme d’équations différentielles
avec dérivée a gauche

K. Zma (Katowice)

1. Introduction. Soit D un sous-ensemble de l’espace euclidien
a n+1 dimensions, défini comme il suit:
(1) D={({t,», 2 ..., 2s): 1e(0,a),— c0o< & < F 00,
1=1,2,..,n, 0<a< +4oo}.
Supposons données les fonctions f;, fi; et i, satisfaisant aux con-
ditions suivantes:

1° Les fonections fi(t, #,, s, ..., @s), 1= 1,2, ..., n, sont définies et
continues dans l'’ensemble D.

2° Les fonctions pBi{t), 4,j=1,2,...,n, sont définies et bornées
dans l’intervalle <0, @), continues & gauche dans le sous-intervalle (0, a)
et, de plus, B;(f) <t pour {e (0, a).
3° Les fonctions ¢s(t), 1 =1, 2, ..., n, sont définies et continues dans
Vintervalle (p,0), ou p = min {irtxf Bi;(t)}.
17
Dans ce travail nous étudions le systéme d’équations différentielles

y(t) = @i(t) pour 1e<p,0>,i=1,2,..,n,

(y(0)_ = filt, (Ba(®)), %e(Bis(®))  +-vs YalBin(1))) 5
te(0,a),=1,2,..,n.

(2)

Par solution du systéme (2) dans l'intervalle (0, a), 0 < a < a, nous
entendrons une suite de n fonctions {y,(t), ys(f), ..., ¥s(f)} continues dans
Pintervalle <p, a), qui se confondent pour ?e (p,0) avec les fonctions
initiales ¢ (%), @,(t), ..., pa(t), sont absolument continues dans Vinter-
valle {0, a), admettent une dérivée 4 gauche en tout point de l'intervalle
(0, a) et satisfont dans celui-ci & la seconde des conditions (2).

Pour le systéme (2) nous établirons un théoréme sur l'existence
locale d’une solution, un théoréme sur ’existence des solutions supérieure
et inférieure, enfin des théorémes sur certaines inégalités différentielles.
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Ces théorémes, ainsi que leurs démonstrations sont inspirés par des théo-
remes correspondants contenus dans la monographie [1] et relatifs au
cas f;;(t) =t Des théorémes semblables, démontrés en supposant con-
tinue la fonction f;;(f) ont été établis dans le travail [2]. '

Les systémes d’équations différentielles de la forme (2) & retard
Bii(t) continu & gauche trouvent des applications dans la théorie des
équations aux. dérivées partielles. En effet, en s’appuyant sur la méthode
de Szarski [1], on peut montrer que certains problémes concernant les
équations différentielles aux dérivées partielles & argument fonctionne
se rameénent & 1’étude des équations différentielles avec dérivée 4 gauche.

2. Théoréme sur DPexistence locale d’une solution du
systéme (2). Ayant en vue les raisonnements ultérieurs et les théorémes
que nous nous proposons d’établir, il y aura avantage a démontrer le
théoréme non pas directement pour le systeme (2), mais pour le systéme
s, perturbé”’

) =@t)+yi, 1elp,0),1=1,2,...,n,
(yf(t)),_ = fi(tv yl(ﬂil(t))i yz(ﬂiz(t)), ey yﬂ(ﬂin(t)))+ af’7

te(0,a),2=1,2,...,n,

(2%)

Ol 9y, Y2y +ey Yn €6 Oyy 05y ..., n sont des nombres réels, pour le moment
quelconques.

THEOREME 1. Pour tout couple de mombres ¢ >0 et 6 >0 il eriste
un mombre h > 0 tel que, st les mombres y; et 8;, t = 1,2, ..., n, satisfont
a la condition |8;] < 6, |y:i| < ¢, le systéme d’équations

yi(t)z‘l’i(t)"'%’ telp,0;,1=1,2,..,n,

() = fi{t, %a(Ba(®), ga(Bea(t) s -y Ya(Bin(0)))+ 81 ,
te(0,0),t=1,2,..,n,

@)

admet une solution dans Uintervalle (0, h).

Dans la démonstration du théoréme 1 nous utiliserons les deux simples
lemmes suivants.

LEMME 1. Une fonction p(t) continue @ gauche dans Vintervalle (0, T
y est mesurable au sens de Lebesgue.

Démonstration. Soit Ho= {t (0, T): ¢(l)<<a}, ou a est un
nombre réel quelconque. Comme la fonction ¢(f) est continue a gauche,
il existe aussi, lorsque ?, € B, (¢’est-d-dire ¢ (i) < @), un intervalle fermé
{t, 1y, T < 1y, contenu dans 1’ensemble E,. Il s’ensuit que I’ensemble E,
peut étre recouvert au sens de Vitali par des intervalles fermés. En vertu
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du théoréme de Vitali, il existe donc une suite finie ou dénombrable
d’intervalles fermés 4; = (r;, t;) tels que

(%) m(Ea\gAi) =0, r<+oo.

,
D’autre part, pour tout < on a 4; C E,, done { J4;C E,. On peut donc
' Y

représenter ’ensemble E, sous la forme
(%%) o= (1) 40 © (BA 41 .

Les égalités (%) et (%%) prouvent que ’ensemble E; est mesurable
et la démonstration du lemme 1 est achevée.

LEMME 2. St la fonction ¢(t) est bornée dans Uintervalle {0, T) et
p '

continue & gauche, la fonction d(t) = [ p(s)ds admet en tout point de Dinter-
0

valle (0, T) une dérivée a gauche et on a Uégalité
(3) (1) = g(t) pour te(0, T .

Démonstration. Il résulte du lemme ‘1l que la fonction ¢(i) est
mesurable dans lintervalle <0, 7). Etant bornée par hypotheése, elle
est, sommable dans lintervalle <0, T'. Soit t, € (0, T), h < 0, t,+h € (0, T.
En vertu d’une propriété élémentaire de I'intégrale de Lebesgue on a I'iné-
galité '

() inf ooy < ZOERZOB oy oy, n <o,
(to+n,to) {lo+n,te)

En tenant compte de l’inégalité (4) et du fait que la fonction ¢(?)
est continue & gauche au point ¢{,, on obtient I’égalité D_({)) = (). La
démonstration du lemme 2 est ainsi achevée,

Passons maintenant & la démonstration du théoréme 1. Les fonctions
eit), i=1,2,..,n, étant, par hypothése, continues dans l’intervalle
{p, 0>, il existe un nombre K > 0 tel que

(8) lpe(t)—@4(0)| < K pour te<lp,0),¢t=1,2,...,n.

Soit ¢* un nombre fixé de 'intervalle (0, a). Considérons l’ensemble
Q C D défini par

(6) Q= {(t, @1, @y .., @n): 0 <E< 0, [0i—qu(0)] < Kte,
i=1,2,..,n}.

Comme les fonctions f; sont eontinues, il existe une constante M > 0
telle que

(1) 1fa(, 24, Bgy vey Tn)| < M pour (¢, @, Ty, ..., Za) €eQ,1=1,2,...,n.
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Posons par définition

. K¢ hfv
—_ * — - |=
h = min (a ) M6 et 0,(t) " [ht] )
y=1,2,.., ou le symbole [#] désigne la valeur entiére du nombre .
Evidemment 6,(t) < t. Posons encore gi(t) = ¢i(t)+7i, i = 1,2, ..., n.

Considérons maintenant la suite de systémes d’équations intégrales

Pi(t) , te{p,0),1=1,2,..,n,

, ¢
®) =50+ { fi(e,(s), ¥,(Bir(6:(8))) , - y,,(ﬂ,,.(o,(s)))) +6¢}ds ,
0
te0,hy,t=1,2,...,n,
avec »=1,2,..
. . h\ /h 2h
La fonction 8,(f) est constante sur les intervalles <0, ;), <;, pod KRS

- <v—1;,,h), done les fonctions f‘(a,(s), Yi(Br(8:5))) ;.- Ya(Ben(64(5))))

14

sous le signe somme sont constantes sur les intervalles. Il en résulte que le
systéme (8) admet une solution dans l'intervalle <0, A) pour tout » naturel.
(Cette solution est une ‘ligne polygonale d’Euler” pour le systéme (2*).)
Par conséquent, le systéme (8) définit une suite infinie {yi(Z), z(t), ...
veey Yn(t)}y=1, dont le u-iéme terme {yi(t), ¥4(t), ..., ¥a(t)} est une solution
de ce systéme pour » = u. On voit aisément que les fonctions y;(¢) satisfont
a l'inégalité

(9) — (M40t <yi(t)—%u(0) < (M+0)t, 1e<0,h>,

i=1,2,..,05 v=1,2,3, ..

Cette inégalité signifie que la suite {;(2), ¥3(?), ..., Yn(t)};=1 €st une
suite de fonctions bornées dans leur ensemble dans l'intervalle <0, k).
Les fonctions %i(t), t=1,2,...,m et v=1,2,3, ..., sont équicontinues
dans lintervalle <0, A), car elles y satisfont & l'inégalité de Lipschitz
avec la constante M -4 6. Il s’ensuit que la suite {y3(f), ¥3(f), ..., Yn(t)}re1
contient une suite partielle uniformément convergente dans l’intervalle
{0, k). Pour ne pas introduire de doubles indices, supposons que la suite
précédente soit uniformément convergente dans l'intervalle {0, A).

Admettons donc que %;(t) = limyi(t), te <0, h), 1=1,2,...,n. Les

fonctions (), Yz(t), ..., ¥n(t) sont absolument continues dans l’intervalle
{0, k), car elles satisfont & la condition de Lipschitz avec la constante
M 4. D’autre part, l'inégalité évidente

t—f—fs?[’z‘t]<t, y=1,2, ..,
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prouve que lim 6,(?) = ¢t. Comme 0,(t) < ?, la suite {6,(f)} tend vers ¢t en
restant inférieure & ¢. Done lim 84;(0,(t)) = f:;(t). En tenant encore compte
de Iinégalité ’
yi{Bis(0,()) — Fs(Bis(D) | < |wi(B:#(0,()— wi(Bas(0)) | +| wE(Bis (1) — FilBus(0)|

< (M +8)|B3(0.(0) — Bis(®) |+ | 93(Bsi(0) — Fe(Bu(1)) | »
du fait que la fonction f; est continue dans @ et que pour ¢ e {p,0) on
a yit)=@it), r=1,2,.. et i=1,2,..,n, il vient pour te <0, h)
(10)  lim £,(6,(1), yi{Ba(6,(1) , -, 9a(Ben(6,(1)))

= f‘(ty gl(ﬂil(t))’ ) @Jn(ﬂm(t))) y t=1,2,..,n.

Les fonctions @q(t) = f,(t, F1(Ba(t), ...\ Ynf m(t))), i=1,2,..,n, sont
bornées dans l'intervalle <0, k> et continues & gauche, donc elles sont
sommables (v. lemme 1). En vertu du théoréme de Lebesgue sur le passage
a la limite sous le signe intégrale de Lebesgue, on peut donc passer a la
limite avec » dans 1’égalité

¢
(1) yi0) = FO)+ [ {65, wi{Ba(645))), ., va(Bun(0:(5)) + )} s ,
’ Le<0, By, i=1,2,...,n,
d’ou
]

(12)  Fut) = F0)+ [ {fi[s, 7:(Bu(®), -, FalBinls))+ &) ds ,
’ te<0,h>,1=1,2,...,m.

Nous voyons donc que les fonctions

(13) F(t) = {"L‘(t) pour b€ <p, 02
yi(t) pour tel0,h>,1=1,2,..,n,

constituent une solution du systéme d’équations intégrales

Pit), telp,0>,1=1,2,..,n,

t
(14)  y(t) = F0)+ [ {fi8) ma(Bu(9)y -ovy Yn{Bin(s))) + i} ds

teO,h>,1=1,2,..,n.
En s’appuyant sur le lemme 2 on en déduit que les fonctions %(?),

Za(t), ..., Za(?) constituent une solution du systéme (2*) dans lintervalle
{0, k). Le théoréme 1 se trouve ainsi établi.
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Remarque 1. Il résulte du théoréme 1 que dans l'intervalle <0, h)
il existe une solution du systéme (2). Il suffit de poser dans le théoréme 1
Yi=0 =0 pour 1 =1,2,..,n.

Remarque 2. Dans la classe des fonctions absolument continues
le systéme d’équations différentielles (2) et le systéme d’équations in-
tégrales (14) sont équivalents.

3. Deux théorémes sur des inégalités différentielles
fortes. Nous admettrons ici que le systéme considéré (2) vérifie, outre
les conditions 1°-3°% la condition de ,,monotonie’ suivante:

4° 81 F < Xy, Ty < Tyy vy Ta < Tny, ON A filly, Tyy Ty very Tn) <
filty %,y Byy ooy Tn) POUTr t€<0,a), 1 =1,2,..,n.

Sous les hypothéses 1°-4° nous établirons le théoréme suivant:

THEOREME 2. Supposons que la suite de fonctions {y,(t), y.(t), ...
veey Yu(t)} s0it ume solution du systéme (2*) dans Uintervalle (0, a). Supposons
encore défintes dans Uintervalle (p, a) les fonctions continues 2,(t), 2,(t), ...
ey 2n(t) satisfaisant auww inégalités

(15) 2(t) < @s(t)+y:  pour telp,0>, i=1,2,..,n,
(16)  D_z(t) < filt, 21(Ba(®), 2:(Bia(®)) 5 ..y 20(Bin(®))) + b
pour te(0,a), 1=1,2,..,n.
Dans ces conditions on a Uinégalité
(17) 2(t) < yi(t) pour te(0,a),1=1,2,...,n.

Démonstration. L’inégalité (15) entraine 2;(0) < y4(0) = @«(0)+ y4,
1 =1,2,..,n L'inégalité zi(?) < yi(f) est vérifiée, par continuité, dans
un intervalle <0, %), ¢ >0, i =1,2, ..., n. Soit 7; la borne supérieure
des nombres 7; > 0 pour lesquels l'inégalité z;(t) < wi(t) est vérifiée dans
Iintervalle <0, 7:), et posons 7 = min (71, Nz, ..., 72). Evidemment 7 > 0
et 24(t) < y4(t) pour t <7, 4= 1,2,...,n. Nous allons montrer que v = a.
Supposons, pour la démonstration par ’absurde, que 7 < a. On aurait
done z{t) < y«(t) pour t <, t=1,2,..,n et il existerait un indice j,
1 < j < n tel que 24(r) = y4(7). Alors on obtient pour le point 7 et 'indice j,
en vertu de 4° (15) et (16), l'inégalité

D_z(r) < ff(T, z(Bir(2))y o)y zn(ﬁin(f))) +6; <
< ity 9u(Bin(v))s -y YalBin(®))+ 65 = {i(2)_,
d’ol1 il résulte l'inégalité
(18) D_z(7) < (ys(2)_ .
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.D’autre part, pour ¢t < 7, on a ;1) < ¥;(t) et z;(r) = y;(r), d’o Viné-
galité
(1) —2i(r) _ Yi(t) —yi(7)
t—1 -t

pour ¢ << 7,

qui donne, & la limite,
(19) D.zi(v) = D_yj(r) = (yi(x))_ -

Les inégalités (19) et (18) se contredisent, ce qui prouve que 7 = a
et la démonstration du théoréme 2 est ainsi achevée.

THEOREME 3. Soit {y,(t), ..., yn(t)} une solution du systéme (2*) dans
Dintervalle {0, a). Supposons encore définies dans DUintervalle {p, a) les
fonctions continues z(t), 2y(t), ..., 2a(t) satisfaisant aux inégalités

(20) 2i(t) > @)+ 71 le(p,0>,:=1,2,..,n,

(21)  D_z(t) > ft(t, zl(ﬂﬂ(t)) y 2(Bie(t))y ooy zn(ﬂm(t)))-l- ¢,
te(o’a), 3 = 1,2,...,’”.

Dans ces conditions on a dans Vintervalle (0, a) Pinégalité
(22) zit) >yt), 1=1,2,..,n.

La démonstration du théoréeme 3 est analogue a celle du théo-
réme 2. ' '

4, Solutions supérieure et inférieure du systéme (2). Nous
établirons maintenant le

THEOREME 4. Sous les hypothéses 1°-4° le systeme d’équations (2)
admet auw moins localement wune solution supérieure et wune solution
inférieure.

Démonstration de l’existence d’une solution supérieure. En vertu
du théoréme 1 il existe, pour e = é = 1, un nombre - > 0 tel que le systéme
d’équations

1 .
yi(t)=(pi(t)—[—;, telp,0>,1=1,2,...,n,
(23)

(i) = F{t, 92(Ba(t), 9a(Bilt), -, YalBun(t) 43, T (0, ),

admet une solution dans lintervalle <0, k> pour » =1, 2, 3, ... D’aprés
la remarque 1 sur le théoréme 1 il existe dans I'intervalle (0, 2> une solu-
tion du systéme d’équations (2). Soit {y1:¢), ¥2(t), ..., ¥a(t)} une solution
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quelconque du systéme (2) dans lintervalle <0, k). Les fonctions y{(t),
y3(t), ..., yn(t) satisfont aux inégalités

1 .
(24) Y < edt)+5  pour telp, 0>, i=1,2,..,n,

(25)  D_y¥t) < filt, y2(Bu(®), ¥2(Bia(2), .., YA(Ben(1))) +% .
t€(07h>7 "::1,2,-..,"1.

En vertu du théoréme 2 les inégalités (24) et (25) entrainent les
suivantes

(26) YD < yit), 1e0, Ry, i=1,2,..,n,r=1,2,..,

ou {yi(t), yz(t), ..., ¥n(t)} est une solution du systéme d’équations (23)
dans P’intervalle {0, 2>. En vertu du méme théoréme on a aussi I'inégalité

27)  wTO<yit), teO,h),i=1,2,..,n,v=1,2,..

Par conséquent, les suites {y3(#)}y=1, ¢ = 1,2, ...,%, sont décroissantes
dans lintervalle (0, 2> et bornées inférieurement, par exemple par les
fonctions %%(t). De plus, les fonctions ¥j(t), 1 =1,2,..,n, »=1,2, ...,
satisfont & la condition de Lipschitz avec la constante M +1. La conver-
gence des suites {y¥?)};=1, i=1,2, ..., n, est donc uniforme dans 'inter-
valle <0, k). Soit %;t) = limyi(t), t € <0, h>, ¢ =1,2,...,n. Evidemment,

»—>00

les fonctions %;(¢) sont absolument continues dans l'intervalle <0, A).
Nous allons montrer que les fonctions

(28) -—‘(t)={q’i(t) pour te<p,0), 1=1,2,..,%,

7i(l) pour te<O,h),t=1,2,..,m,

vérifient le systéme d’équations (2) dans lintervalle (0, k). En effet,
les fonctions w3(f) satisfont & D’identité

y;(t):’?’i(t)‘f‘% pour tedp,0>,i=1,2,..,n,

(29) L 4 )

y;(t) = 7’1(0)"';'*'[ {f‘(s’ y;(ﬁil(s))) X y;(ﬁm(s)))'l‘;:ds ) te <01 h> .
0

En passant & la limite dans (29) et en tenant compte de la remarque 2
sur le théoreme 1, on constate que les fonctions (28) sont une solution
du systéme (2) dans l'intervalle <0, k). A 'cause de I'inégalité y¥(t) < yi(?),
vy=1,2,.., 0n a

(30) yHt) <y(t) pour te<0,h>,i=1,2,..,m.
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Comme {y7(f), ..., yn(t)} est une solution quelconque du systéme (2)
dans Vintervalle <0, >, on trouve, en tenant compte des inégalités (30),

que {%(1), ¥,(t), ..., 7n(?)} est une solution supérieure du systéme (2)
dans cet intervalle,

En prenant, au lieu du systéme (23), le systéme

1 o .
yi(t)=‘Pi(t)_;a telp,0>,i=1,2,..,n,
(31)

(?li(t)),_ = fi(ty yl(ﬂil(t))’ reey yﬂ(ﬂm(t») —},’ t€(07 a) ’ t= 1, 27 cery By

et en procédant de méme que dans la démonstration du théoréme pré-
cédent, on établit I’existence d’une solution inférieure du systéme d’équa-
tions (2).

5. Théorémes sur quelques inégalités différentielles faib-
les. Dans ce paragraphe nous démontrerons des théorémes analogues
au théoréme 2 en y remplacant les inégalités fortes par des inégalités

faibles et une intégrale quelconque {y,(f), ..., ¥.(f)} du systéme (2) par
I'intégrale supérieure (inférieure) de ce systéme.

THEOREME 5. Soit {¥,(), ¥a(l), ..., In(t)} la solution supérieure du sys-
téme (2) dans Dintervalle (0, a). Admettons que les fonctions z(t), z,(2), ...
«eey Zn(t), continues dans Dintervalle {p, a), satisfont a Dinégalité

(32) 2t) < @pi(t) pour tel{p,0),1=1,2,..,n,
(33)  D-alt) < filt, a(Ba(t)), 2(Ba(®), ..., 20(Bin(®)))
te(0,a). 2=1,2,...,n.
Dans ces conditions on a Dinégalité
(34) 2(t) < yt) opour te(0,a),t=1,2,..,m.

Démonstration. Soit a* ¢ (@, a), d’ailleurs quelconque. En répé-
tant le raisonnement par lequel le lemme 10.1 a été établi (v. [1]), on
prouve aisément qu’il existe un indice v, tel que les solutions {y;(#), ¥2(¢),-.--
ey Yn(t)} du systéme (23) existent dans l'intervalle <0, ¢*)> pour tout
» > 7. Bvidemment, & cause de (32) et (33), on a

1 .
(35) zi(t)<‘}’i(t)+;7 telp,0),1=1,2,..,0; v=r+1,%n+2, ..,

(36)  D-aft) < fift, a(Balt), ., s(Banlt))+5, €0,

vy =41, +2,..
D’apres le théoréme 2, on a l'inégalité

37T) z(t)<yi(t), tec0,a*,t1=1,2,..,m; v=124+1,9+2, ...
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De la démonstration du théoréme 4 il résulte que la suite {y;(?), ...
vees Yn(t)}o=ro+1 converge dans <0, a*> vers la solution supérieure {7,(t),
Jo(t)y ...y u(t)} du systéme (2). On obtient ainsi, en tenant compte de (37),
I'inégalité

zi(t) < y(t) pourte(0,a*,i=1,2,..,n;

comme le nombre ¢*, appartenant & lintervalle (0, a), est arbitrare, le
théoréme 5 se trouve ainsi démontré.

On établit d’une fagon analogue le théoréme suivant:

THEOREME 6. Soit {yy(t), ¥s(t), ..., Yn(t)} la solution inférieure du
systéme d’équations (2) dans Uintervalle {0, a). Admettons que les fonctions
2(2)y ..., 2n(t), continues dans Vintervalle {p, a), vérifient les inégalités

2i(t) >¢p4(t) pour telp,0>,1=1,2,..,n,
D_z(t) ;Mt,zl(ﬂ,-l(t)),zz(ﬁ,-z(t)), oy 2a(B(®))),  te(0,a), i=1,2,..,%.
Dans ces conditions on a Dinégalité
z2(t) > Yty pourte(0,a),i=1,2,..,m.

Nous omettons la démonstration.

Dans les théorémes 3, 4, 5 et 6 nous avons supposé qu’une inégalité
différentielle était vérifiée dans tout ’intervalle (0, a). Nous démontrerons
maintenant un théoréme sur des inégalités différentielles faibles, en
admettant que Vinégalité différentielle est vérifiée dans un sous-ensemble
de l'intervalle (0, a). Ce théoréme constituera une adaptation du théo-
réme 11.1 ([1], p. 35) au cas du systéme d’équations (2).

THEOREME 7. Soit {¥(t), 7x(t), ..., ¥a(t)} la solution supérieure du
systéme d'équations (2) dans Uintervalle {0, a). Supposons aussi données
dans Vintervalle (p, a) les fonctions continues z(t), 2,(t), ..., za(t). Posons

(v. [1]):

(38) Ey= {te(0,a): z(t) >7ult)}, +1=1,2,..,n.
8i S

(39) 2i(t) < g(t) pour telp,0>,:1=1,2,...,n,

(40)  D_zdt) < filt, (Ba(®), - n(Bin(t)))  pour Le By,i=1,2,..,n,

on a

(41) 2(t) <yt) pourte(0,a),t=1,2,..,n.
Démonstration. Soit ¢* un nombre arbitrairement fixé de I'inter-

valle (0, a). Il existe un indice », tel que les solutions {¥i(?), ya(t), ..., ¥=(f)}
du systéme (23) sont définies dans l'intervalle (0, o*>. Comme lim yi(?)

r—C0
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= (), 1 =1, 2, ..., n, il suffit, pour que I'inégalité z:(t) < y4(?), ¢ € <O, a*),
1=1,2,..,n, soit vérifiée, que V'inégalité

(42) z()<yit), tel0,a*>,i=1,2,..,n; v=r4+1,9+2,..

le soit aussi. L’inégalité (42) est vérifiée pour { = 0. Fixons » et désignons
par 7, la borne supérieure des nombres v pour lesquels l’inégalité (42)
a lieu dans tout l'intervalle (0, 7). Il s’agit de prouver que 7, = «*. Pour
la démonstration par 1’absurde, supposons que 7, << a*. Evidemment,
zi(t) < yi(t) pour t < 7, et il existe un indice j, 1 <j < n, tel que 2zi(v,)
= ¥j(%). D’olr

(43)  D_z(w) = [5()) . = firo, ¥i(Bir(z0), --v» YalBin(%o))) +,1, .

Comme la suite {yj(¢)} est fortement décroissante et tend vers y;(t)
dans l’intervalle {0, a*), il s’ensuit que
(44) ¥i(m) < ¥ilto) = 2i(ry) ,  C'est-d-dire z4(7,) > F(7o) .

Par conséquent, 7, ¢ E;.
En tenant compte de (40), de I’hypothese 4° et de la définition du
nombre 7,, on obtient donc

D_2(%o) < filto, 21(Bir(%a)) 5 - 2a(Bin(r0))) < Fil7or i(Bir(Te))  +-vs Y (Bin(To)))
< Filtor Gi(Bir(z)) s ooy Y{Bintro))) 4 = (ite0)
c’est-a-dire
(45) D_zj(te) < (y5(xo))_ -

L’inégalité (45) est en contradiction avec l'inégalité (43).

La démonstration du théoréme 7 est donc achevée.

Remarque 3. Si fu(t) =t pour ¢ =1, 2, ..., n, la condition 4° peut
étre remplacée par une condition plus faible, notamment par la condi-
tion W, ([1], p. 14).
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