J. ODERFELD (Warszawa)

NAJWIEKSZA ROZNICA MIEDZY RZEDNYMI
CHARAKTERYSTYK PLANOW POJEDYNCZYCH

1. Sformulowanie zagadnienia

Niniejsza praca stanowi analityeczne rozwigzanie pewnego za-
gadnienia wystepujacego w pracy C. Rajskiego ,,0 pewnej
metodzie obliczania optymalnej licznosei prébki’, ogloszonej w tym
samym zeszycie Zastosowan Matematyki, co usprawiedliwia skro-
cenie ekspozycji.

Sa wiec dwa plany badania alternatywnego, pojedynczego,
oznaczone symbolami m,//n, i m,/[n,, gdzie n oznacza zawsze
licznogé prébki, m za$ liczbe kwalifikujacq, to znaczy najwigksza
liczbe saztuk niedobrych, przy ktérej mozna jeszcze uznaé partie
za dobrs.

Ze wizgledu na zastosowania praktyczne wystarczy rozwazyé
przypadek, gdy zachodzi zesp6! nier6wnosei

_ Ng >Ny,
(1) My > My,
Ng— My = My— My,

Oznaczmy przez p prawdopodobienistwo uznania za dobra
Partii o wadliwosdci w. Zalezno§é p=f(w; m,n) jest charakterystykq
blanu badania m//n. Na rysunku (str. 228), w gérnej jego czesei,
Pokazano przyklad dwéch charakterystyk, ktérych parametry
Spelniajg zesp6l nieréwnosei (1).

Zadania sa nastepujace:

a. Znalezé wartoéei w, dla ktérych wyrazenie A=p,—p, osiaga
ekstremum,

b. Znalezé wartodci ekstremalne A.

Wartodei znalezione w zadaniu b stluza do celéw praktyeznych.
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2. Rozwiazanie ogélne
Jak wiadomo 1)

n,!
2 =1— 2™(1 —z) g,
@) P ml!("h_ml—l)!éf ( : ’

Analogiczny wzoér okresla p,.
Aby pewna wartosé w byla rozwigzaniem zadania a, trzeba,
1 wystarcza, zeby

aa
3 -
(3) 7 0
oraz
' a4
4 — %0,
(4) ke

Uwzgledniajage (2) mozemy réwnanie (3) napisaéd w postaci

aA Ng!
T Mg (1 —qp )1
dw Myt (ng—mg—1)! w1 —w) +

n,!

w‘ml(l _ w)nr—ml—l — O

(8)

m1! (’ﬂ/l— ml _1) !
lub w postaci

Ny !

K= wmﬂ(l__w)na_‘mﬂ—l:
Myl (ng—my,—1)!
(6) '
—_ n,: wml(] __,w)'nl—ml—l.
my!(ny—m;—1)!
Oznaczmy
(m) -
(7) A= nl!mz!(nz—"nz——l)! — ml . nl—ml .
nz!ml!(nl—ml_l)! ('n;z) Ny — My
My

1) Por. np. J. Oderfeld, Statystyceny odbiér towaréw klasyfikowanych
wedlug allernatywy, Studia i Prace Statystyczne 2 (1950).
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Z réwnan (5) i (7) wynika
(3%) A = "M ] g )M D — ()
Roézniczkujae réwnanie (5) wzgledem w znajdujemy

azA !
_— e w1 —w)"™ " (g —1)w — my) ] —
dw?  myl{ny—m,—1)!

Ny!
My L (g — my—1)!

w1 — w) ™2 [(ny, —1)w —m,].

Podzielmy obie strony tego réwnania przez wyrazenie K jw(1—w),
ktore jest rézne od zera dla 0<w<1. Pc prostym przeksztatceniu
otrzymamy

(8) L —— = (N — My) — (M — My).

A wiee — zakladajac, ze spelniona jest zaleznosé (3) — moina
warunek (4) napisaé w postaci

' ml

(47) w #

Pierwiastki réwnania (3'), spelnia,jace warunek (4'), 83 rozwia-
zaniem zadania a.

Dla zbadania liczby pierwiastkéw oznaczmy praws strone
réwnania (3') przez g(w). Dla w=0 i dla w=1 jest ¢(w)=0. Réz-
niczkujac ¢(w), znajdziemy
(9) _gi — [fm,z —my — (’nz —_ nl) w] wmﬂ_ml—l(l_ w)("’a"‘"“l)"(mi_ml)_

w

W przedziale 0<w<1 wyraienie (9) raz tylko przybiera war-

to$é zero, miancwicie dla

Ng— M
Gdy jest spemione (10), to
(11 d“’(p | L (Rg—7ny)— (Mmg—my)
) —— = — (ng — ny )™ (L —w)" i .

M2
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Poniewaz zatozyliSmy, ze n,>n,, wigee dla 0<<w<1 prawa strona
wyrazenia (11) jest ujemna. Znaczy to, ze p(w) ma w przedziale

PP,

051

_A ekstr.

Py

4 ekstr.

lgyw

_fg L
-1 1

wy

"y

(g A

-2t
-13 1

-4

05 1

Rys. 1

0<w<1l jedno tylko ekstre-
mum, mianowicie maksimum,
gdy jest spelmiony warunek
(10), ktory jest przeciwny do

warunku (4').

Stad wynikajg dwa wnioski:

1° Réwnanie (3') ma conaj-
wyze] dwa pierwiastki.

20 Jesli sg dwa pierwiastki,
to spelniony jest warunek (4'),
wobec czego te pierwiastki sg
rozwigzaniami zadania a.

Dla kazdego z pierwiastkéw
obliczamy wedlug wzoru (2), lub
innego wzoru réwnowaznego,
warto$é p, oraz analogicznie p,
i wreszcie A=p,—p,. Na ry-
sunku, w dolnej jego czesci,
pokazano zalezno§é miedzy
Iggp(w) a w dla pewnego przy-
kladu. Pokazano réwniez kon-
strukeje prowadzaes do wyzna-
czenia Ag.... Oczywidcie rysu-
nek nalezy traktowaé tylko jako
ilustracje metody, gdyz rozwig-
zanie efektywne, podane w na-

stepnym rozdziale, jest o wiele szybsze i dokladniejsze od spo-
sobu wykresdlnego. :

Pomnézmy obie strony réwnania (3') przesz (Z* o

3. Rozwiazanie efektywne

wadzmy oznaczenie

(12)

nl)i IO
—my WD

2
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Otrzymamy réwnanie

(3") B=|

No— Ny ) " (1— w)(n?—fnl)— (Tg—m4) ,
Mg My '

réwnowazne z réwnaniem (3°).

Postadé prawej strony réwnania (3'') pozwala — wobec zalozen
(1) — na prosta interpretacje probabilistyczng. Mianowicie B jest
réwne prawdopodobienistwu w rozkladzie dwumianowym, zZe znaj-
dziemy m,—m, sztuk niedobrych w prébece o licznosei n,—n,, gdy
wadliwogé jest .

‘Przypomnijimy teraz, ze przyblizeniem rozkladu dwumiano-
wego jest rozkilad Poissona. Dokladnosé tego przyblizenia jest tym
lepsza, im w jest muiejsze a m,—n, jest wieksze. Do tych celow, dla
ktérych mapisano niniejszy artykul — zwlaszeza wobec miewielkich
zmian A w okolicy ekstremum — mozna na tym przyblizeniu po-
przestaé, gdy w<0,2 oraz n,—n,<<20. Jedli ten warunek nie jest
spelniony, mozemy zastosowaé latwg iteracje.

Oznaczmy
M =m, —m,,
(13) N =mn, —mny,
¢ = w(n, —Ny).
Witedy
v M
(14) B~ ¢ °.
M!

Wartosei prawej strony (14) sa podane w tablicach funkeji Pois-
sona. Wystarczy wiec odszukaé w nich wartogé ¢, dla ktorej prawdo-
podobienistwo wylosowania M jest B. Dzielac ¢ przez n,-—n, znajdu-
jemy w. Do wyznaczenia p, i p, mozemy réwniez uzy¢ funkeji Pois-
sona, pami@tajac o oméwionych warunkach stosowalnosci.

Dowolnie dokladne wartosci w mozemy znalezé stosujae regule
przyblizen Newtona. Niechaj w’ oznaecza pierwsze przyblizenie.
Jako drugie przyblizenie znajdujemy

w (1 w)
M — N’

Zastosowania Matematyki T 6

(15) w"=w’ -+ 2,30258[5MIgw’ + (N — M)lg(l —w')—lgd]
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4. Przyklad

Dane sg n,=40, m,=7, 1n,=60, m,=10.
Obliczenie orientacyjne przebiega nastepujaco:

M=3, N=20.

Wedlug wzoru (12), korzystajac z tablic logarytméw silni,
znajdujemy :
B=0,186.

W tablicy gestodei rozkladu Poissona w kolumnie M =3 wy-
szukujemy liczbe 0,186 i znajdujemy dwa orientacyjne rozwigzania
na ¢, mianowicie ¢;=2,07 i ¢;=4,2. Odpowiednio do nich obliczamy

. 2,07
w) = = 0,103,
20
42 0,21
Wy — = .
2 20 b)

Teraz znajdujemy A korzystajac z kumulacyjnych tablic funk-
cji Poissona.

w, = 0,103 -
wn,=0,103-60=16,24, m,=10, py=0,947,
win,=0,103-40=4,12, m,=7T, p;;=0,942,

A, =0,005.

w, = 0,21
wy -y, ==0,21-40=8,4, m, =T, P2 = 0,389,
Wy Ny=0,21-60=12,6, my=10, Py, =0,288,
A;=0,101.

- Iterujac wedlug wzoru (15) znajdujemy dokltadniejsze wartosei
A47=10,009 i A;=0,112.

Instytut Matematyezny Polskiej Akademii Nauk

(Praca wplynela dnia 23. 10. 1952 r.)
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A, O0EPOEINLN (Bapmana)

HAHNEBOJBUIAA PASHOCTS, MERIAY OPHHHATAMH
XAPAKTEPHCTHR OQHOKPATHBIX IIJIAHOB

PESIOME

B Teopus CTATHCTHYECKOr0 KOHTPOJA KauecTBa HYMKHO ONPELeIUTh HAM-
OonpIIyl0 PAasHOCTb MEMKAY OPAMHATAMI XAPAKTEPUCTHK [BYX OMHOKDATHHIX
NIJIaHOB NPUEMHOr0 HCHBEITAHUA, KOTOPHE NPEeAYyCMaTpPHBANT 00beMEl Opof cOOT-
BETCTBEHHO 7, M My, W HaNGOIBIIE KOJHYECTBA M, M M, HeHZ0OpPOKAYeCTBEH-
HRIX WTYK B npode, NpM KOTOPHX NAapPTUI0 HPUHUMAETCH.

IlpakTHdeckoli mHTEpeCeH TOIBLKO CIydaili, KOorga

N> My, Mg>> My, Ng— N2 Mg— My,
WUTaxk umIeM MaKCHMYMH BEHDaKeHHA

Pa (W%, My) —Py(W3ng,m,),
yage w o3HavaetT HpOHeHT naprTun.
PemeHne, AOCTATOUYHO TO4YHOC AIA IPpaKTUKH, CBOTHTCA K HAXO0MOECHUIO
no TabiunaM pasiomenua [IyaccoHA M K NpOCTHM apu@MeTHYECKAM NeliCTBHAM.
Jaunl TakK:Ke MUTePANMOHHOE IPABHIC W IpHMep.

J.ODERFELD (Warszawa)

THE GREATEST DIFFERENCE BETWEEN THE ORDINATES OF THE
OPERATING CHARACTERISTIC CURVES OF SINGLE SAMPLING
PLANS

SUMMARY

In a certain problem of statistical quality control it has been found ne-
cessary to determine the greatest difference between the ordinates of the opera-
ting characteristic curves of two single sampling acceptance plans by attri-
butes, assuming the sizes n, and 7, of the samples and the acceptance numbers
m,; and m, respectively.

With regard to praectical applications we are interested only in the case
of ny>ny, Ma>my, Ng—nZMy—my.

We seek, therefore, the extremes of the expression

Da (W3 Ny, Mg) — Py (W3 71, Ma),
where w is the percent defective of the lot.

The solution, sufficiently exact for many practical purposes, is found
by looking up the tables of the Poisson distribution and by simple arithmetic
operations.

A description of iterative procedure has been given, together with an
example.



