ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
VI (1962)

CZEN PIN (Warszawa)

0 MINIMAKSOWYM ESTYMATORZE LICZNOSCI POPULACJI

Wstep. W ekologii czesto spotykamy sie z zagadnieniem. estymacji
liecznosei pewnej populacji. Przykladem moze byé estymacja licznogei
ryb okreflonego gatunku i wielkofei w jeziorze, estymacja licznodci pew-
nego gatunku ptakéw w Tatrach itp. Zwykle robi sie to metodg fowienia
t znokowania. Metoda ta wyglada nastepujaco: Rapiemy ¢ ptakéw, zna-
kujemy ptaki zlapane i puszezamy je. Po pewnym czasie, gdy ptaki
znakowane i nieznakowane 83 juz dobrze pomieszane, lapiemy n ptakow
i notujemy liczbe ptakéw znakowanych. Niech ich bedzie s wéréd n.
7 tych trzech liezb #,s,n budujemy estymator licznosei ptakéw w tej
populacji.

Przy metodzie lowienia i znakowania mozna tez postepowaé ina-
czej, mianowicie tak zwana metodq odwroinych prébek (inverse sample
censuses): Najpierw lapiemy ¢ ptakéw i znakujemy je. Po znakowaniu
puszezamy je, tak jak w sposobie poprzednim, a nastepnie lapiemy po
jednym, ze zwracaniem lub bez zwracania, dotad, az zlapiemy z goéry
Zadang liczbe s ptakéw. Niech # oznacza liczbe lowien w drugiej serii.
Z liczb n,s,t budujemy estymator licznodci ptakéw w tej populacji.

W niniejszej pracy zajmiemy sie blizej postepowaniem drugim.
Niech N oznacza liczno$é ptakéw w populacji. D. G. Chapman [1] znalazl
nieobcigzone estymatory ﬁi, l\ATﬁ parametru N metody maksimum wia-
rogodnosei.

a. Dla prébek ze zwracaniem

A nt
Né = "sj"y
s
(1) B{n) =—t—N,
N(N—%)

BE(N}—N): =
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b. Dla prébek bez zwraecania

(t+1)n

N = ~1,
&
(2) E(n) —t—ﬁ(N-i-l),
., g _ t—s8+1 _
E(N.—XN) = Sit2) (N+1)(N—1).

W niniejszej pracy znajdziemy estymator minimaksowy parametru
N i poréwnamy go z estymatorami Chapmana.
DEFINICTA. M (n) nazywamy mmzmaksowg/m estymatorem parame-

tru N dla N eQ, przy funkeji straty B(f, N) = ——~—~(f—-N) , jezeli mini-
mizuje on sup H[R(f, N)].
Nea ’

1. Pobieranie prébek ze zwracaniem. n = % oznacza tu, ze w pierw-
szych k—1 lowieniach otrzymaliSmy s—1 ptakéw znakowanych oraz ze
w k-tym lowieniu zlapaliSmy ptaka znakowa.nego Prawdopodobienstwo
tego zdarzenia jest réowne

‘ ‘ | 81 k-8
o s b5

Tl e

Latwo zauwazyé, ze funkeja

(iz:i) (%T_.)s(l_%)khs | (k =s, .§—|—1, v s)

jest okreflona dla dowolnych liczb rzeczywistych N >1?, ¢t >0 i dowol-
‘nej liczby naturalnej s. Postawmy nasze zagadnienie nastepujaco: Niech
zmienna losowa # ma rozklad z nieznanym parametrem N

=2 =) =
py(k) = ( 1) = t-5 (k=8,841,...).
Oznaczamy przez £ zbiér wartodei parametru N, gdzie QC [¢, co).

Zagadnienie polega na znalezieniu minimaksowego estymatora para-
metru N dla Nef2.



O minimaksowym estymatorze licznoei populacji 139

Zatwo obliczyé, ze

(4) By (n—,—':—zv)z —

6 2
By (O_N logpy (’”)) =

N(N—1)~

Rozpatrujac estymator parametrn N, majacy postadé am+b gdzie
@, b nie zalezy od n, lecz mogg zalezeé od s it, mamy

1 1 N
v Bar(on-b— N)2=—1\—T—-EN[ (n—s—)—]-b N(1—$)] —

8(N—1) l ( as )]
— n2 — e ]
a N + e b—N {1 : .
as a2s ass as b2

R NS DL

a?
Bierzemy takie a, zeby (1— —?) -+ —S osiggnelo minimum. Zacho-
dzi to dla a = él—. Mamy zatem
1 ¢ 2 1 [ is 2b ]1 b?
Nl = — — a4
®) EN(s+1”+b ) 1 et Terilw T

Yatwo zauwazyd, ze dla

N, ]/
s+1( 1+_;) bg

AN
zachodzi réwnosé

1 - t 2 1
; b = g
(6) , 1\7";%?;:5 ¥ v\ + P

TWIERDZENIE 1. Jeseld

(i) zbidr Q zawiera rosnacy ciqg {N;} taki, e llm.N =00, Ny, —N; <
< K (const) dla ¢ =1,2,

2V B2V E)

gdzie No-—mfN,

‘(ﬁ

B /
to P n+b jest mzmmakso'wym estymatorem parametru N dla N s.Q
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Dowé6d. Skorzystamy tu z nieréwnodei Rao-Craméra [2], [3].
Latwo zauwazyé, ze dla t< N < NN

?
‘O—NPN(k)I =

| k—DNs kt+Ns (k 1)( ) (1 t)"’“
oo P < FE_gle—\F) - w =
ki+Ns (N .

=m(i) »w (k) (k=s,s+1,...)

oraz

1 ki--Ni (N 1 (N W
o N —) (F) ) =3 (E) (”"_ﬁt) < oo

Stad widzimy, ze warunki pofrzebne do tego, aby zachodzila nieréwnoéé
Rao-Craméra, sa spelnione, a wiec ,

(14 ()=

29
By (—627 logpn (’”'))

gdy t <N <N <N < oo i Hxlf(n)n| < oo, gdzie b(N) = Ey(f(n)) —XN.
Poniewaz N, N sg dowolne, wige dla kazdego estymatora f(n) taklego,
ze Hyl|f(n)n] < oo, zachodzi nieréwnosé

(140" ()2
i) 27
By (—— logpN(n))

of = Ex[f(n)—Bx(f(n))]* >

(7) o >
oN

jezeli tylko t<N. Gdy ¢ =N, manﬁy

(8)  Ex(fm)—N) = (f(5)—N)* = (Bu(f(n)) —F)" = b2().

Z wzor6w (7 ) 1(8) wynika, Ze dla ka,zdego estymatora f(n) spe]:ma,-
jacego Ey|f(n)n| < oo

bA(N) N—i .
=ty P,

(9) ;2 Bx(f(n) -—1\7)2 = ——(o}—l— bs(N)) |

jezeli tylko N >1.
Przystepujemy do dowodu twierdzenia. Gdyby n—l—b nie byt

minimaksowym estyma.torem parametru N dla NeQ, to 1stmaloby takie
e >'0 i estymator fy(n), ze zachodzilaby nieréwnoé
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1
(10) sup 7 Bl folm) =) <

1 ' 1 t
<sup—N—gEN(fo(n N)2<sup N"E ( P

t 1
< 8 E
Nk, I® N(s+1 s+1

A wiec wzér (9) zachodzi dla N2, co daje

2
'n-l-b—N) —e K

1

2
'n—}—b—_N) i g e

1
(11) b2(N;) < By, (fo(n)—N;)* < N; (m — 8)-

Z warunku (i) i wzoréw (10), (11) wynika, ze dla N,;_, <N < N;
(12) Bx(foln)—N)2 = By,(fo(n)—N:)24Bx(fo(n)—N)*—Ex,(fo(n) —N;)2="
= Hy,(foln)—N;)>+

+Z[fo(k — (foll) =], (k)+2 Fo)— N} (o () — pv, () =

k=8 k=8

- EN"(f“(n)_Ni)z_]_z(vNi_N)b(Ni)—F(Ni—N)2+
—I—Z‘(fo(n)-—l\h)z(t:i) {[(%)s— (;T%)s] (1_%)@;%
el 0w () <

o K 8—1 N\
< Eyy(fo(n) —N)2+ 2K |b(Ny)| + K2+ Z(fo(k)-—N)szi(k) = Z (_ﬁ‘) <

k=8

| . EQ+Ey
< By {folm)— N+ 2K (N + Kot =) By (fy ) — B <

< By, (fo(m)— N2+ 2K [b (V)| + K2+

K@1+K)®
+ —.%E_L [ENi(fo('”') —Ni)g‘l‘ 2K |b(N,)] _!_Ks]' <

. T i / 1
< B fo(m)— N+ 21+ K+ AR QBN ) e =+
K(1+ Ky N( 1
N—1 8+1 -

gdzie M jest stala meza,lezna od N.

+

)<ENi(f.,(n) —NJ)+MN;, i=1,2,..,
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'Z wzoréw (10), (12) i warunku (i) wynika, ze

N,
12 EN(fO('n’)—'N)a 1 ENq,(fo(’”/ Ni)£+—1V—ZM<

N
¥) -+ 50 5)
Y el - Seell Wt 7 O
\(.N P R L Rl
1 2K 1
<—— — s b A Gl
ST & (+1 +)+ (K+M)
dlaN, , < NN, ¢i=1,2,...
Poniewaz lim N; = oo, wigc istnieje liczba N' taka, ze dla N >N
100

zachodzi

1 e

st1 2°

2 Blfaln) N <

Korzystajac wiee z wzoru (9) otrzymujemy

b*(N)
N2

1 £
+ (1+b ()2 < <__-ﬁ—§'

Zatem dla N > N’ >t otrzymﬁjemy

v o < 5 (5 <

N—t \s+1 2
1 &

Istnieje wige N'’ takie, ze dla N > N’ zachodzi nieréwnosé
b3(N) I (140" ()2 1

& t ,
*E+W(1+b (M) <

N2 8 a4l
1 €
< —ETTe
s+1 4
Niech-
N
O(N) = b(NH-—_;I
Mamy zatem

C%(N) 2 ,
N2 + s+1 (0 =

o)\ , [O'@)e €
N )+ 8 Q—Z'
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O(I)
N

Przyjmujae g(N) = otrzymujemy

N’ .
PN+ g ) < —

1__ 2 g

N = s+l g(N)+ie
Catkujac obie strony tej nieréwnofci od N'' do N otrzymujemy

N
dm g’ (@)
logN —logN'" = —
8 o8 N[ , s+1 fga(m)—f-is
4 1 2g9(x) [¥
= ——— —aret

Lewa strona tej nieréwnofei dazy do nieskoﬁézonoéei, gdy N dazy do nie-
skoficzonosci, lecz prawa strona tej nierdéwnosci zawsze jest ograniczona.
Wobec tego nie istnieje estymator spelmiajacy warunek (10), ¢.b.d.o.

WNIOSEK. Niech Qy, oznacza 2bidr wszystkich naturalnych liczb
N > N,. Jezeli

N, ]/

n+b jest minimaksowym estymatorem parametru N dla Q = Qu,-

to

s+1

Z wniosku tego widzimy, ze otrzymaliSmy calg rodzine (z para-
metrem b) estymatoréw minimaksowych dla 2 = Ly, Parametr b mo-
zemy dobraé w zaleznofci od konkretnego zagadnienia.

[
(i) = TF 1’ otrzymamy wéwezas estymator
(13) _ my(n) = 1 (n+1)
i wzér

— F
Ey(my(n)—N)2 = _I.VM (1_ _._t___)

841 N@e+1))

(ii) Jezeli wiemy, 76 N > N >iVs i N jest bliskie N, to wybieramy
b tak, zeby nasz estymator osiggal minimum straty przy N = N, tj.
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N
przyjmujemy b = ——. Mamy zatem estymator

s+1
(14) my(n) =~ (tn+I)
i wzér '
Nz N — N2
Ey(my(n)—N)? = PG e (ts+2N—— T)

Poréwnujae Ml(n) i my(n) z wzorami Chapmana otrzymamy
By(mi(n)—N) < By(N;—N), gdy N >t
Ey(my(n)—N) < Ex(N:—N)2, gdy N >N.

2. Pobieranie prébek bez zwracania. n = & oznacza tu, ze w pierw-

szych k— 1 lowieniach otrzymali§my s —1 ptakéw znakowanych, i w k-tym
lowieniu zlapaliémy ptaka znakowanego. Prawdopodobieristwo tego

zdarzenia jest réwne
(t N—t  [k=1\[N—F
s—1/\Fk—s . t—s+1 _ (s—l t—&)»
W) A ()
k—1 t

(15) Pn=Fk|N]=

(k= 8,841, ..., k+3).
Yatwo obliezyé¢, ze

__ 8(N+1)

Ey(n) = PR s
s+ DN 42)  s(N+1)
16) By == Dury i

s(s+1)...(s+v—1)
(t+1)...‘(t+17)

Rozpatrujemy estymator parametru N majacy postaé an--b, gdzie
a, b nie zalezg od n, lecz moga zalezeé od s i {. Mamy

N+ 0N (w=1,2,...).

By(n’) =

—1— By (an+ b-—.Z\T)2 =

N2

a2 (s--1) 2as 1 [Sags(.s—}—l) 2abs — 2a8 — a®s ] |
= — 14+ : — %

(+00+2) 1 T w lernere i1 21

—l——l——[b’ 2a%(s+1) a,s(a,—2b)]
N2l (t4+1)(t42) t+1 1
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2 1 2
Doblera,my a tak zeby (tj—sl(;;+)2) t—zsl +1 osiggato minimum.

t-+2
W tym celu frzeba przyjaé ¢ = ;—i—l Mamy wiec

2 2
a7 = EN(tJr n+b-N) _

N2 s+1
__b—s+1 f 1 [s(i+2) )]
_(t+1)(s+1)[1 N( sr1 T2t

1, (2 42
TR [ +(s+1)(t+1)(2"+2 +1)]

Oznaczmy przez {2y, zbiér wszystkich liczb naturalnyech niemniej-
szych od liczby N,. Liatwo obliczyé, ze gdy

(t—-s+1)( _]/gci.st_:_g)gb“<
(s+1)(¢+1 Ny

< N, (t—s—i—l)( -I—]/N o+8t—2 )
(s+1)(t+1

to zachodzi réwnosé

18 su
( ) N €.QJIV')0 _N2

1 142
E
N(s+

2 t—s+1
b— ) =,
mr (s+1)(t+1)

1+ 2 . .
Istnieje hipoteza, ze +1 #-+b jest minimaksowym estymato-

rem parametru N dla Q = Qy . Tuta] udowodnimy tylko twierdzenie
nastepujace.
Oznaczmy przez B zblor wezystkich estymatoréw, ktére majg forme
o’”f —|—“17" e -t
w4yt 4.+ by

Wymierng , gdzie mianownik nie réwna sie zeru
dia, ne.Qs.

TWIERDZENIE 2. Jeseli zachodzi nierdwnoéé

Ny(t—s+1) (1_ Notsi—2

Moli—s+1) <b+1<
(1 1)0+1) N, ) *

< No(t—s+1) ( ‘/No—]—st— )
(s+1)(¢+1)
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t-+2
to estymator s——::l n+b spelnia warunek

‘ 1 1 t+9 2
- — N2 = —— Hy
(19) xﬁ sup _N2 EN(f(n) N) siup a ( n 'I’&+b—N) _—

. t—s—l—l
(s+1)(@+1)°
Dowdd. Niech

. k

A ...+ Gy
M =
M) = .1 h
gdzie f(n) jest wielomianem, a g(n) jest funkejs wymierng, ktérej sto-
pienn mianownika jest wigkszy od stopnia licznika. Poniewaz mianownik
funkeji g(n) nie réwna sie zeru, dla neQ,, wiec istnieje stala ¢ taka, ze
lg(n)] <e dla neQ,. Mamy zatem

1By lg(n)(f(n)—D)]| < oBx|f(n)—N| < B (f(n)—N)2.
Stad otrzymujemy

= f(n)--g(n),

1 1
— —_— 2 e . 2
(20) N§g£o 7 En (M (n)—N) 1\231130 ¥ Exn(f(n)—N-+g(n)? >

> lim —EN(f(%)—N—HJ(.%))2 = lm —

lim — o Bv{fon—N)s.

00 NV

Jezeli stopien wielomianu f(n) jest wiekszy niz jeden, to z Wzoréw (16),
(20) otrzymujemy

1 :
hm TVEEN(f(n)—N)Z =

Jezeli natomiast f(n) = an+b, to

1 1
(21) [NSE“P e ~7 En(M(n)—N)2 > g—lﬁEN(an+b—N)”=
_ a2s(s+1) _ 2as 11> i—es+1 .
(t+1)(@+2) +1 (t+1)(s+1)

Ponadto z wzoru (18) otrzymujemy

1 142 2
(22) sup ~1-V—2EN(M(n)—-N)2 /Nseu}\)r v ( 11 n+b——N)
t—s+1
T D)

Wzory (21), (22) implikujg wige wzér (19), e.b.d.o.
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Widzimy zatem, ze istnieje cala rodzina estymatoréw spemiaja-
cych wzér (19). W praktyce mozemy wybiera¢ b na podstawie dodatko-
wych informacji.

t—2s

(i) b = 8:_1_, Mamy wtedy
. 1+ 2 t—2s
ml(’ﬂ/) = ’n’+ ’
- s+1 s+1
) o t—s+1 ol s+l
By (1 () —N)? = gy YW= [1 (s+1)(N+1)]'

(ii) Gdy wiemy, ze na pewno N >N >¢Vs i N jest bliskie N , to
(F—s+1)(N+1)

bierzemy b — ~— === —1; otrzymujemy whedy estymator
T I LI
i waor
By (img(n)—N)? = “—1:5(3:%) [(N o] e f—gff—) (N+1)—
_ r(t"(‘g:"'l;zg 1+)1) N —N+ 1)].

Poréwnujae m,(n), my(n) z wzorem (2), mamy
Hy(iny(n)—N)2 < By(N2—N), gy N >t,
By (ing(n)—N)® < By(N*—N), gdy N >N.
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YEH IUH (Bapmasa)

O MHHHMAKCOBOH OIIEHKE YHCJAEHHOCTH COBORKYHHOCTH

IPESOME

O0pexToM HacToRmel PAGOTH ABIHETCA BOMPOC 06 OLEHKE UWCIERHOCTHE COBO-
kymmocru. JI. Yemmer [1] mpemmommn mus oTod mexm MeTox O6PAaTHHX BHOOPOK
M HaIeX COOTBETCTBYWINWE OmeRKM. B Hacrosige# crarse HAMIeHH MEHEMAKCOBHE

1
OLEHKA YHMCICHHOCTE COBOKYNHOCTH pxus ¢ymkmum morepm R(f, N) :ﬁ(f—-NF

H HMCCIETOBAHH WX ONTUMAlbHHE CBOKCTBa (TeopeMH 1 m 2). Barem sTH OneHRH
cpapHeHRH ¢ fopmynamy Yommema.

CZEN PIN (Warszawa)
ON THE MINIMAX ESTIMATE OF THE POPULATION SIZE

SUMMARY

The paper deals with the problem of estimating the population size. D. G. Chap-
man [1] has employed the method of inverse sample censuses and gave some esti-
mates for the population size. This paper gives the minimax estimates for the popu-

1
lation size under the loss function R(f, N) =y (f—XN)2. Some of the optimal

properties of these estimates are investigated (theorems 1 and 2); later they are com-
pared with the Chapman’s estimates.



