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Dédié a la mémoire de Jacek Szarski:

Résumé. On démontre, sous certaines conditions, que les théorémes sur les iné-
galités différentielles fonctionnelles fortes et faibles sont wvalables. Dans la dernidre
partie de la note on a donné un principe du maximum ainsi qu'un théordme sur I'uni-.
cité des solutions du systéme (4.3) avec des conditions aux limites de la forme (4.4).

1. On connait bien le principe du maximum, aingi que le théoréme
sur 1'unicité de la solution du probléme aux limites pour 1’équation non
linéaire différenticlle du type elliptique de la forme

(1.1) f(w’ u(x), u,(x), ua:z(“")) =0

ol u: R™ o G - R', u, = gradw, u,, est la matrice des secondes dérivées
par rapport a (z,, ..., z,) (cf. par exemple [2]).

Ces théorémes bien connus constituent des conséquences de théore-
mes tres généraux sur les inégalités différenticlles du type elliptique.
Nous allons établir des théoréemes sur les inégalités différentielles fon-
ctionnelles fortes et faibles du type elliptique.

Nous allons formuler des théorémes sur les inégalités différentielles
fonctionnelles sans d’ailleurs insister sur les hypothéses les plus générales
possible. Ci-dessous nous présentons des résultats qui sont dans un certain
sens une continuation des résultats que j’ai obtenus plus t6t dans [1].

2. Soit .D =« R", ou R™ désigne l’espace euclidien réel & n dimensions.
Le symbole D, désignera ’ensemble de tous les points & € D pour lesquels
il existe un nombre réel § = d(x) > 0 tel que

(2.1) {a: e R™\ {&}: f] D) (@;—&) =0, Zn‘ (@, — ;)" < 52} c IntD
i=1 j=1 =1 .
j#t

ou D dénote la fermeture de I’ensemble D et Int.D son intérieur.
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11 est évident que IntD < D, = D.

L’ensemble 6,D = D\ D, sera dit frontiére elliptique de I’ensemble D.

Soit §,D = I'vX (I'" et 2 peuvent avoir des points communs et 1'un
des ensembles I” et 2 peut étre vide). On suppose qu’a chaque point Z € X
correspond une seule suite n(z) = {z, ()} = D, (k =1,2,...) telle que
(2.2) limz,(Z) = .

k—o0

Soit w: D,u{Z} - R! ol Z € 2. Nous définissons une fonction dw/dn

de la maniére suivante:
dw (2, (Z)) — o (%)

(23) 5y (®) = limsup—_2

ot |z] = Va?+ ... +a> pour z e R™

Si ¢: D, > R™ et y: D, - R™, Décriture “p < p dans I,” exprime
le fait que pour toute la suite {#,} =< D, (k =1,2,...) telle que |z
— 00, On &
(2.4) lilgl sup [¢' (2;) — ¥ (%) ] < 0

—>00

pour ¢ =1,...,m.

Dans ce qui suit on suppose que X' = XU ... vX, et I} = 9, D\Z;
(¢ =1, ..., m). L’écriture “p <  dans I' ” signifie que pour tout la suite
{,} =« D, (k =1,2,...) telle que limz, € I';, on a 'inégalité (2.4).

k—o0

Une application u: R* 5 A —~R™ sera dite application de classe C*
dans A (nous écrirons alors u € C*(A)) lorsqu’il existe un prolongement
de % sur un ensemble ouvert G o A tel qu’il est de classe C* dans G«

LeyMME. Soit h': D,UX; -~ R, h*eC*(D,UZX) (i =1,...,m) et sup-
posons que

(a) >0 dans I', et dans I,

oh? .

(b) on () << 0 en chaque point % € X; pour lequel h'(Z)< 0 (< 0),
t=1,...,m,

(¢) il ewiste un indice j (1<j<m) et Te D,V tels que W (Z)<0
(< 0).

Alors il existe un indice k (1 < k < m) et un point a € D, tels que
(2.5) min inf #'(z) = h¥(a).

1<i<m zeD, VX,

Démonstration. Démontrons d’abord qu’il existe un point a; € D,
tel que
(2.6) inf A (x) = h'(a;).

zeDcuzj
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Remarquons qu’y cause de la définition (2.3) et des hypothéses (b), (c),
nous obtenons
inf W (z) = infh?(z)

2eD,VZ; zeD,
(voir aussi (2.2)). Soit
A@) ={xreD,VZ: W (z) < B (&)}.
Si A(#) = O, alors & € D, (cf. (b) et (2.3)) et en posent a; = &, on obtient
(2.6).
Supposons maintenant que A4 (&) # O et soit x, € A(F). Alors

(2.7) WMz,)< W (@) <0.

Si A(2,) = @, alors x, € D, et en mettant a; = x,, on a (2.6). Soit
maintenant A (z,) # @. Alors ’ensemble A (x,) est borné puisque A/ > 0
dans I, (hypothése (a)). L’ensemble m est donc un compact dont
la frontiére 9A(z,) est contenue dans D,UZX; puisque A’ > 0 dans (I3),
(hypothése (a)). Donc

inf A (x) = min ¥ (2) = h(a,)
zeD U Z; msm
ou g; € D,UX;. Compte tenu de ’hypothése (b) et de la définition de l'en-
semble A (z,) ainsi que de (2.7), (2.3), nous constatons que a; ¢ X;, d’ ou I’éga-
lité (2.6).

Soit maintenant j,,...,J, A<j.,<m;k =1,...,8) I'ensemble des
indices pour lesquels il existe un point 5:,-,‘ e D,ul; tel que hjk(m,-k) <0
(k=1,...,s). Il résulte de 1& et du raisonnement précédent (voir (2.6))
qu’il existe un point @ € D, en lequel I’égalité (2.5) est satisfaite, ce qui
termine la démonstration du lemme.

Une application

w = (W, ..., w™): Dy3 & — (w(x),..., w"(z)) e R™
ot D, > D sera dite XZ-réguliére en D, si w'e C°(D,UZ;)C*(D,) pour
t=1,...,m.

HyrorHESE H.

(H,) Les fonctions réelles fi(x,z,q,7r,w) (i = 1,...,m) sont définies
pour xeD,, 2e R™, ge R", reR"*", we Y ot Y est un sous-ensemble
Jixé (pas nécessairement sous-espace linéaire) de Uensemble des applications
Z-réguliéres dams D,; f* est mon croissante par rapport & w (i =1, ..., m).

(H,) Sise R™ maxs’ = 8/ >0,8(j) = (¢, ...,8N), we Y, w+s(j)e ¥,

on arrive a I<i<m T fois
(2.8) filw,z+s,q, 7, wts(i) —f (@, 2,9, 7, w) =0

pouwr zeD,, ze R™, qeR", r e R"*".
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(Hs) La fonction réelle g (z,p) est définie pour x € Z;, p € R* et non
crotssante par rapport a p.

Remarque 1. L’hypothése (H,) est satisfaite, par exemple, lorsque
la fonction ' est intégrable au sens de Riemann sur le compact K; = R"
(t=1,...,m);

Pla,z,q,7,0) = Y [Ls#d— [ w'(a)dal,
i=1 K¢

ol L;eR', L;<0 pour ¢ #j et

m

2 (Ly— 1K) >0

t=]
ot |K;| dénote la mesure de l’ensemble K, (i =1, ..., m). Dans le cas
ou m =1 et Y =6 D’hypothése (H,) est équivalente & la croissance
faible de f' par rapport & la variable z € R'.
Dans suite, on désigne pour z € D, I’ensemble suivant

(29) H(@)={heR": da=a{xr,h)>0Vpe[0,a), p-heD,}

et on définit la classe de matrices:

(2.10) R@) ={re B™": VheH(@) Y rphh,> o}.

k=1

Remarque 2. Il résulte de la définition de l’ensemble D, (voir
(2.1)) que si z e D,, alors H(z) # @ et si # e Int D c D,, alors H(x) = R
et R(z) est une classe de matrices semi-définie positivement.

Remarque 3. Si d: D, - R, d e C*(D,) et inf d(z) = d(a), a € D,,

e

xeD,
on a dy(a) = (gradd)(a) = 0 et d(a) = (dmk(a))?‘_k‘,,eR(a). Ce fait
découle directement de la formule de Taylor et, c’est pourquoi nous en
omettons la démonstration.

DEFINITION. On appelle Papplication v € Y elliptique & gauche par
rapport a f dans Uensemble D,, si
(211) 7 eR(z) = fiz, 0(a), 05 (), oi, () —7, v)
>fi(w’ v(x), "’fz(w)a viz(“’)) '”)
pour ze D, et i =1,...,m ol v},(x) = (grad+’)(z), vi (z) = (vijzk(w))}fk,l.
3. THEOREME 1 (sur les inégalités fortes). On suppose que
1° u,v+8 €Y pour toute application constanie s> 0;

2° les hypothéses H sont satisfaites;
3° v est une application elliptique & gauche par rapport a f dans Uensemble
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4° w' < sur (DND)VUT (i =1, ...,m);
5° u<<v dans I', et dams T ;
‘l
P o, i)

TeZ; en lesquels v'(T) < u'(x) 1 =1, ..., m);

7° f(m7 (@), U (x), Uz, (@), u) < f(w’ 2(x), ”;(w)’ 1)2,(517), 'v) pour z € D,
eti=1,...,m.

Sous ces hypothéses, on a

60

, v'(Z)) pour les points

(3.1) w<v sur DUZX (i=1,...,m).

Démonstration. Soit d = v —u et supposons que (3.1) n’ait pas
lieu, ce qui signifie qu’il existe un indice j (1 < j << m) ainsi qu'un point
@ € D,V Z; tels que &’ (%) < 0. Compte tenu du lemme (voir les hypothases
5°, 6° et (Hj)) on obtient

(3.2) min [ inf d(x)] = @*(a) <0

I<ism zeD,uZ;

ol a € D,. Tl résulte de (3.2) et de ’hypothése 4° que
(3.3) di(z)>d*(a) pour zeD,y, i =1,...,m
ce qui conduit, en vertu de la définition de ’application d, &
(3.4) u<<v+s(k) pour xzelD,

ot s(k) = —(d*(a), ..., d*(a)) >0

m fois

Il est égalcment a4 remarquer que si s = —(d'(a), ..., d™(a)), alors
maxs’ = s¥> 0.
1<<is<m

Toutes les considérations précédentes nous permettent d’utiliser
P’inégalité (2.8). En tenant compte du fait que la fonction f* est monotone
par rapport a la derniére variable ainsi que de I’hypothése 3° (voir aussi
la remarque 3), on a

(38)  fHa, u(a), uk(a), wi,(a), w) —fHa, v(a), vi(a), vis(a), v)
>fk(a7 u(a), ui(a), uk (a), v+s(k )"‘fk(a’! v(a), vi(a), v (a), '0)
= fHa, v(a)+u(a) —v(a),v}(a), vi:(a) —(vk;(a) —uks(a), 0+ (k) —
_fk(a’ v(a), 'v';(a), vix(“)) 'v) =0.

Mais cela est en contradiction avec ’hypothése 7°.

La démonstration du théoréme 1 est ainsi terminée.

Remarque 4. On peut aussi affaiblir effectivement ’hypothese (H,)
en la remplacant par la condition:
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(H,) 8%1 existe un point a € D, tel que min { inf [v'(x) —ui(x)]}
I<tsm  zeDUZ;
=o*(a) —u*(a) <0 et s = u(a) —v(a), s(k) = (s*, ..., s*), on a

m fois
(3.6) fHa,v(a)+s, vi(a), vk (a) 7, v+ s(k) —

_fk(a3 v(a), ”’;(a’)’ '”,:;z(a); '0) =0

pour chaque matrice r € R{a) (voir (2.10)).

Alors, sous les hypothéses 1°, (H,), (H,), (H,), 4° 5° 6° et 7° a lieu
P’inégalité (3.1). La démonstration de ce fait est presque identique & celle
du théoréme 1.

11 est cependant & noter que I’hypothése (H,) est difficile & vérifier
dans les cas concrets.

4. THEOREME 2 (sur les inégalités faibles). Si les hypothéses 1°, (H,),
(H,), 3°% 4° B5° (6°>) ainst que Vhypothése (H, >), oblenues a partir de
6° et de (H,) par en y remplagant les inégalités faibles des inégalités fortes,
sont satisfaites et si

(4.1) f‘(wy u(%)y U, () Uz (@), u) gfi(wa v(@), v5(®), 5 (@), 'v)

(¢eD,, ¢t =1,...,m),
on a
(4.2) u<<v sur D,.

La démonstration du théoreme 2 est tout & fait pareille 4 celle du
théoréme 1, ¢’est pourquoi nous l'omettons.

En ce qui concerne le théoréeme 2 on peut formuler une remarque
analogue a la remarque 4.

En tant que conclusions classiques découlant du théoréme 2 nous
obtenons les théorémes énoncés ci-dessous.

Univocité de la solution du probléme aux limites. Sous les hypotheéses
(H,) et (H,>) introduites précédemment sur la fonction f*, le systéme
d’équations différentielles fonctionnelles

(4.3)  filz, u(x), ui(z), u(z),u) =0 (i=1,...,m, xeD,)

posséde tout au plus une solution X-réguliére et elliptique & gauche par
rapport & f dans Pensemble D, et satisfaisant aux conditions aux limites

(4.4) ‘= ¢ sur (DN\D)UIy; =y dans I', et dans I, ;

out if= o= z ;
= (%) = ¢'(%, w'(z)) pour TeX; (i =1,...,m)
ou g'(x,p) (xeX;, peR', i =1,...,m) est fortement décroissante par

rapport a p.
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Principe du maximum. Sous les hypothéses précédentes supposons
que pour A = (A4',..., A™) = const on ait
(45) f(x,4,0, —r,A)>f'(z,4,0,0,4)>0, gi(E’Ai)>0
pour i =1,...,m, 2 €D,, reR(z), ZeX,.

Alors, pour la solution Z-réguliére en D, du systéme (4.3) satisfaisant
aux inégalités aux limites
(4.6) W< A swr (DND)UT;; w<<A dans I', et dans I;

ou’

o (%) = ¢'(7, v (%)) pour ZeZ; et i = 1,...,m,

on a u(x) <A sur D,.
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