Z. HELLWIG (Wroctaw)

WYZNACZANIE PARAMETROW REGRESJI LINIOWEJ METODA
DWOCH PUNKTOW

Niech (&, %) ‘bedzie zmienng losowa typu cigglego. Zakladamy, Ze
w rozkladzie tej zmiennej krzywe regresji typu pierwszego sa liniami
prostymi. _

Roéwnania linii regresji mozna wiec napisaé¢ w postaci

(1) Yp—v = ay(®—p),
(2) Ty—p = ag(y—7),

gdzie u,» s wspélrzednymi frodka ciezkosci populacji, a, i a, za§ 8§ wspoét-
czynnikami regresji. Jezeli u = 0 i » = 0, to réwnania (1) i (2) przybie-
rajg prostszg postaé

Yp = oy,
X, = agy.

Linie (1) i {2) sg liniami regresji typu pierwszego, tzn.

Ys = E(n]é = 2),
z, = E(éln = ¥).

Estymujac na podstawie prébki parametry wystepujace w (1) i (2), ko-
rzysta sig na ogél z metody najmniejszej sumy kwadratéw. Ujemng strong
tej metody jest to, ze wymaga ona wielu zmudnyeh operacji rachunko-
wych, jak podnoszenie do kwadratu, obliczanie iloczynéw, sumowanie
dhugich kolumn liczb oraz wycigganie pierwiastkéw. Ponizej proponuje
inng, prostsza rachunkowo metode wyznaczania parametréw linii re-
regresji. :

Metoda ta, zwana dalej metodq dwdch punktow, daje, jak zobaczymy,
estymatory zgodne i nieobcigzone. Efektywnodé ich jest mmiejsza od
efektywnodci estymatoréw uzyskanych metodg Kklasyezng, lecz za to
rachunki zwigzane z ich wyznaczaniem §3 latwiejsze. Rozklad propono-
wanych estymatoréw jest zbiezny do rozkladu normalnego.
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Przypudémy, ze w celu oszacowania parametrow a, i a,, z populacji
generalne] pobra,no prébke liczaeg n punktéw o wspdlrzednych (z;, y;)
(t=1,2,...,n). Obhezamy frednie

z = (ml+m2+--°+mn)/%) y= (?11+'yz‘i?"'-v-+?/ﬁ)/na

a nastepnie dzielimy zbiér wszystkich punktéw na dwa podzbiory, ktére
oznaczymy liczbami rzymskimi I i II. Do podzbioru I zaliczamy punkty,
ktéryeh Wspéhzedné # 89 wieksze od Z, do podzbioru IT pozostate punkty.
Srodki ciezkosci tyeh podzbioréw wyznaczajy prosta, na ktérej lezy §rodek
ciezkodei wszystkich punktéw, tzm: punkt o wspélrzednych (Z, 7).

Ot6z za estymator pa,ra,metru ay proponuje wzigé wspdlezynnik
kierunkowy teJ proste] Oznaczymy go symbolem a,, przy czym

(3/1 9) /(% —%).
We wzorze tym mamy :
Y1 = Yoy Vit Y [k, Tp = (i, +.. . +2) [k,

gdzie (@;, 4y), ..., (¥4,,9;,) 82 to te sposréd punktéw (x;,y;), ktérych
wspéhrzedne x; spelniajp -warunek «;> #. Litera & oznacza tu liczbe
punktéw o odcietych wiekszych od #. Zwrédmy uwage, ze k jest zmlenna.
losowg, ktéra moze przybieraé wartosei I,2,...,n—1.

Udowodnimy, ze estymator a, jest zgodny i nieobciazony, oraz
zbadamy jego efektywnogé. : :

TWIERDZENIE 1 Wspolczynmk a,, jest estymwtorem zgodnym wspdl-
ozynnike regresji oy ¢

Dowé6d. Mamy udowodnié, ze dla dowolnego &> 0.
- Pllay—ay| > 8} ;2.0
W dowodzie wykorzystamy nastepujacy
LEMAT 1. Jedli BE(n|§ = 2) = aw, to dla kaidego h
E(nle—n < £ < x¥h) = aE(é]m——h < &< z-+h).

Istotnie, z deﬁmc]l mamy

2+h  o0.

E(nle—h < ¢ < a+h) = f fyf ,y[f (foof(a: ydy)dw] dyde,

g;izm fe, y) jest ggstoéclq, dwuw;rmmrowego rozkla,du pra.wdopodobxen«
Stwa,

OZnaczmy L
z+h oo
0= j;[ ff(w, y)dy] dz

.5*
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- W takim razie jest
. T+h oo

E(gle—h < & <o+h) =0 { [yf(@, y)dedy.

Z~=h =00

Poniewaz zachodzi réwnosé

fl@y) = f(ylo) (),

w ktoérej f(y|x) jest gestoscia warunkows prawdopodobienistwa zmienne; 7,
a f1(w) gestodeiy brzegowsg zmiennej &, wiee
+h oo

E(nle—h < § <ao+h) =C" [ [ yf(ylo)],(@)dyde =
z~h -—oco
' x+h .5
=07 [ h@| [yie)dy) de =
x=h —00
24+h N
=07 [ H(@E@n)¢é = a)de =
" x—h
- z+h
=(0! f h(x)awde ==
x—h

x+h

x+h
=a{ [ o) f: hi(@)dw =

= aBE(éle—h < & < z+h).
Otrzymaliémy zatem réwnosé

-

E(nle—h < & < k) = aB(£la—h < & < 2+h), o.n. d.

Z udowodnionego lematu wynika nastepujacy
WNIOSEK. ‘

Mamy bowiem _
(3) E(yilo > %) = E(yalwy > 7) = ... = E(yy|@s > %),
z definicji za§ otrzymujemy ‘ '
E(7y) = E((ys, +..-+¥s)/k).
Wobec tego, przy ustalonym % jest '
E((yy,+...+yi,) k) =

. 1 ~ . ‘
= E('E(?/1+"~+?/k)|m£> z,1=1,2, sy ki% > x50 = k+1, k+2 "--an)-
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W takim razie
E(7) = E(yilz, > 7).
Analogicznie, latwo wykazaé, ze ‘
B (%) = B(x,|e, > 7).
Dla uzasadnienia stusznodei wniosku pozostaje wiee do udowodnienis
réwnogé '
E(yil®, > %) = aB (@), > 7).
Réwnosé powyzsza mozna réwniez napisaé inaczej, a mianowicie
E(yiley > 2) = aE (2|2, > 2),
gdzie @, i 2 s zmiennymi losowymi niezaleznymi. Wystarezy bowiem
warunek ;>Z napisaé w postaci x> (wy+...+2,)/(n—1) i prayjaé
2= @t...+2,) (n—1) |
' Dla dowolnego rzeczywistego 4 mamy na podstawie lematu
E(yi|z, > u) = aB (2|2 > u).

Ozna.eza.j@c przez g(u) gestodé prawdopodobienistwa zmiennej losowej z
widzimy, ze

E(yilz, > 7) = [ B(yile, > wg(w)du =

[e0)

= [ aB(@|e, > u)g(u)du =

= aB(m|e, >2), ¢ n.d

Wiadomo, ze ¥ zmierza wedlug prawdopodobieristwa do E(x) i ze
Y zmierza wedlug prawdopodobienistwa do E (7). Moina réwniez pokazad,
Ze T; zmierza wedlug prawdopodobieristwa do E(7;) oraz 7y zmierza wed-
tug prawdopodobieristwa do E(y;). Mozemy wiec korzystaé z twierdzenia
Stuckiego (zob. [3], str. 282), ktére glosi, ze jedli zmienne losowe
Sns My .., 0n 53 zbiezne wedlug prawdopodobieristwa odpowiednio do
stalych 2,y,...,r, to kazda wymierna funkcja R(&,, %, ..., 0s) 2zdgZa
wedlug prawdopodobienstwa do statej R(z,y, ey 1), jedli tylko wielkodé
R(x,y,...,r) jest skohczona.

Z twierdzenia tego wynika, ze a, = (J;—7)/(F;—%) zdaza wedlug
prawdopodobieristwa do (E(7)—E(7)/(E(z)—E(z). Na podstawie
E(y)—B(j) _ oE(@)—aE@) _

E@)—E(z) = EB@)—B@E 7
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a wiec a, zdaza wedlug prawdopodobieristwa do a,, czego mnalézato do-
wiesé.
Obecnie wykazemy, ze a, jest estymatorem nieobcigzonym.
TWIERDZENIE 2.
E(ay) = a,.

Dowé6d. Niech ug, uy, . ry Un, bedg dowolnyrm liczbami rzeczy-
wistymi. Wobec tego, jesli wl = Uy, Lg = Ugy ..2y By = Uy, O

E(aylzy = uy, 7 wn: Up) = ( ( E(y))/

Ale
E(7)—E®@) _
BT -

_ B¢ —a) .. +E(17I«f —-wk)]/k [E(ﬂlf ——-’ElH- AE@|§ =, ]/%

Ty—7%
a poniewaz z zalozenia mamy E(nls = ¥) = ax, Wiec

E(7)—-E(@) (a501+ +a-77k)/k —(azy+...+am,) [n
I—F Ty —F

Oczywidcie jest

E(a,) = f fE ay!wl—ul,... B = W) F1 (1) . fr(thy) Ay .. AUty =

.[ f afy(uy) ... fr1(te)duy...du, =

=4 f f,flf(ul)...fi(u,.)du'l...dum

przy czym fy(u) 0ZN2ACZS gestoéé brzegowq, zmlenne] £.
‘Poniewaz mamy

fm j.c hi(w).. f 1 ('“ﬂ.) duy...du, =1,

wiee
E"(%)=a,,, ¢ . d.
Przyst@plmy obecnie do por6wnania wariancji estymatora a, z wa-

riancjg estymatora 4, ( symbol 4, oznacza wspblezynnik regresji z probki,
otrzymany metodg kla,syczn@)
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Niech bedzie .u, <4y 1 <... < u,. Wprowadzmy oznaeczenia ()
V(-Ay) = W(Aylxl——: Uiy eovy By = un),

V(a,) = V(aylzy =u, ciy By = )

_l/ n, du=(2:‘l%—“ﬁ|)/”-

TWIERDZENIE 3.

oraz

_V(A,,)> du n—1

6(OylTy = Uy, o0y By = Uyp) =

Viay,) n
Zbadajmy, czemu jest réwne V(a,). Mamy
(4) V(ay) = V(G—7)/(F—7F)".
LemaT 2.
(5) d, = ( Z @ —al)[ n = 26(@E—)/n,

gdzie k jest licehg x-dw wwkszy{:h od .

Dowéd. Oznaczajge z;=2;—Z mozemy napisaé réwnosé nastepu]@cq,
o1

i= . f"'l
gdzie kazde z; > 0, a kazde 2; < <0, przy czym k+1 = n.
Odchylenie przecietne dx jest rowne wyrazeniu

—Z @ —3] = — 2 el = —(S ml;{— Z’ e

Ze Wzglgdu na (6) ma,my

O

Zbadajmy obecnie, czemu jest réwna rézmica Zy—%. Mamy

» &

. _ 1 _ R _.
T —F = —lc"g;'(ﬂ?f'l-zi)*ﬁ: —E(km_.»-l- ;zt) = =
. k k

N P W ST SR S X
= {kw—}—'Zz@—%‘w) —--—k—Zzi.

o) Korzystmy tutaj z- Wana,ncn_‘warunkowych, gdys jak wiadomo ([2], str.
156), nie zweza to ogélnoécl rozwasan,
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Lemat zostanie ndowodniony, gdy otrzymany wynik podstawimy do (7).

Mamy bowiem

k
D) a=k(%—7),
Te=1

skad
dy=2k(Z—%)[n, c.n.d.

Na mocy lematu 2 wzér (4) mozna réwniez napisaé¢ w innej postaci,

mianowicie
2

4k
(8) Viay) = mq}(?}x—ﬂ)-

We wzorze tym

[ y1+Ys+e. . +Us __’!l:+?/z+---+?fk+yk+1+---+?/n

Vg —7g) =V
(H—7) =V T =

ol = A rekn
\ kn kn kn

r n
( S, kz%)
— C)) _ r=ki-1 _

'—k r=l
(n—F) kn kn

k n
%Eyr kzyr kz y")

—k 2 & k” n
(nkz'nz) Zq}(yr)"l" W 2 cv(yr)

r=1 r-k-l-l

Poniewaz jednak mamy

)=

V(yy) = V(nlé = @) = V(aw+p+4), gdzie A=y—ox—f, p=r—au,

wiec .
Cv(?/r) = CW(A)
W takim razie
_ (n—k)? " [
Viyr—7) = gz bV (W) + g (=B V(4) =
o PPE—20EP Kk K
= tv(A) ( anz ) =

kﬂ n2 ,

_z.qy(A_,)_(nzk—nk))=cv(A)(_2_l___}_)‘ _

k n
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Wobec tego wzér (8) przybierze postad

4% 1 1
Via,) = WCV(A) (*7; — ;):
czyli v
A) 4k 4K
(9) V(“u)——‘%(—— ——2)-

n n

Zajmijmy sie wariancja V(4,); otrzymujemy

L

V= V(D (w2~ /[ 2 @—a =

=1

= W[ —T) =)+ +n—7) a0 [ D@ —2)7[ =

T==1
1.2 : * 212
— == @—aw)] [} @—a] =
g=1 - =1
=—<)J(A)/Z(mi—'-’”)2’
i=1
ezy]i
p(4 —1
Vid,) = n(ég) _ nn
Stad mamy
ela, |, = u Xy = Uy) = (V(4) [nsz){(n—1)/n) =
Yl == Ugy o ooy by == Uy ) = (W(A)/nd:)(4_k/‘n-——4:k2/n2)
JE W e
T8 dk(n—k) ‘n
Wyrazenie ‘
(10) n? [4k(n—Fk)

0s8igga minimum ze wzgledu na %, gdy % = in. Podstawiajq,c k= in
do (10) otrzymujemy
n*/(4-dn(n—in)) =1,
@ wobec tego
(1) eyl = Uy, ...y Ty = Up) > (d2[s2)(n—1)/n), .. d.

Stosunek e = e(ay|o, =y, ..., By = uy) . Warianeji V(dy) i V(a,) mo-

zemy traktowad jako zmienng losowg ze wzgledu na »q, ..., ,.



74 Z. Hellwig

Stosujge ecytowane wyzej twierdzenie Shuckiego do prawej strony
wzoru (11) otrzymujemy, ze e zmierza wedlug prawdopodobieristwa do
D}led, gdzie

D= [ lolh(@)dz, ot= [ @*fi(w)da.

Jezeli populacja ma rozkiad normalny, to ¢ zmierza wedlug prawdopo-
dobieristwa do 2/m.

Zajmiemy sie obecnie zbadaniem rozkladu estymatora a,. Udowod-
nimy nastepujace

TWIERDZENIE 4. Rozklad emiennej losowej

(ay—ay)
V(“y)

=

jest dla m — oo zbieiny do rozkladw mormalnego N(0,1).

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze na podstawie twierdzenia 2 jest
E(t) = 0, a na podstawie wzoru (9), V(f) = 1. Po prostych przeksztat-
ceniach, w ktérych wykorzystuje sig wzor (5), otrzymujemy

, VoG9 kin—dayds]
V(4) Y(1—k[n)k/n
LeMAT 3. Jeseli n — oo, to ‘
P{k/n—[1—F (u+0)]| >0} =1,

gdzie F(x) oznacze dystrybuanie brzegowq zmiennej §.
Dowéd. Na podstawie twierdzenia Gliwienki ([1], str. 282) mamy

P{ sup |Fn(2)—F(@)] ~0} =1,

- Q<X <00

(12)

gdy n - co; we wzorze tym F,;(m) oznacza empiryczng dystrybuante
probki, a F(x) oznacza dystrybuante populacji.
Wobec tego jest
P{ sup |F(u)—F(p)| >0} =1.
N0

) —00<T Lo
Poniewaz z drugiej strony .
Pl(@,—ul -0} =1,
N—>00

wige ze wzgledu na ciaglosé dYstI‘Ybﬁa,ntY;-F(m), otrzymujemy, ze
P{ sup |Fn(@)=F(p) 50} =1.

—toLT <00
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Ale
kin = 1—-F,(z+0),
skad
P{ sup |k/n—[1—F(u+0)]| - 0} =1.
—00<T<OG fi—>00
Lemat zostat wiee udowodniony.
- We wzorze (12) wartosci V(4) i a, sp stale, a kjn i d, zmierzajg

wedlug prawdopodobieristwa do statych.

Niech H(t) bedzie dystrybuanty zmiennej {; wtedy

H(t) =Pk = DH(k =1)+...+P(k = n—1) H(tlk =n —1),

gdzie H(t|k = k,) oznacza warunkows dystrybuante zmiennej ¢ pod wa-
runkiem, ze k =k,. Niech m bedzie taka liczby naturalng, ze dla
kazdego k, spelniajacego nier6wnodé m < k < n—m, jest

(13) sup|@ () —F(t|k)| < e.
1
We wzorze tym mamy &(t) = l/? f e~ ™2 dp, ¢ za$ jest dowolng licz-

by rzeczywista, wieksza od zera.

Nier6wnosé (13) mozemy napisaé dlatego, ze z definicji zmiennej ¢
wynika, iz rozklad warunkowy H (f|k), gdy », k i (n—k) rosng nieogra-
Diczenie, zmierza do @(1).

Istotnie, wystepujgca w liczniku prawej strony wzoru (12) réznica
Srednich

n

.
(1) 3 (yo > )~k 3 (ylo <3

— ___ k+1 —
Yi—y = wk
n—>k k B n .
=——|3 2 Wl >n—— Ml <z|=
1 k1

n - =
- [Yi—Ygl,

gdzie Yy i Yy sy to niezaleine od siebie frednie arytmetyczne niezales-
nyeh zmiennych losowych. Jezeli # — co, k — 0o, n—k - 00, to na pod-
stawie centralnego twierdzenia granicznego rozklad réinicy ¥;—Tp
zmierza do rozkladu. normalnego, a ha mocy lematu 3 wyrazenie {n—k)/n
zdgza wedlug prawdopodobienistwa do stalej. Wobee tego na podstawie
twierdzenia o zbieinogei ([3], str. 281) msmy H(¢k)-> B(t). |
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LeMAT 4. Dia kaidego m jest

[P(k =1)+...4+P(k = m)+P(k = n—m)+... +P(k = n—1)] >0,
gdy n —> oo.

Dowdéd. Na podstawie lematu 3 istnieje takie n,, Ze dla n > n,
mamy

P{lk/n—[1— F(,u+0 1 <&} >1—e.
Dla wygody oznaczmy / _
1-— F(.u+0) =¢q, F(u+0)=p;
bedzie whedy : , '
Pk < n(g—e) Tub k > n{g+e)} <e.
Widaé stad, ze dla spelnienia nieréwnodci
Plk <m lub & > n—m} < s,

trzeba, Zeby bylo n(g—e) > m oraz n(g+¢) < n—m, czyli zeby n bylo
wieksze od wiekszej z dwoéch liczb m/(g—e), m[(p—e). Wynika stgd, ze
zawsze mozna dobraé¢ takie n, ze bedzie spelniona nieréwnodé

P{k <m lub k> n—m} <.
Lemat zostal wige udowodniony. Niech

N—1m—1

8@ = D p(R)H(IE).
W takim razie na mocy lematu 4 istnieje zawsze takie n,, zalezne od
m i e ze dla n > n, spelniona jest nier6wnodé
(14) |H () —8(t)] <e.
Z wzoréw (13) i (14) wynika nie_réwnoéé

1D (1) —H ()] < 2e,
co dowodzi twierdzenia.
Na zakoficzenie przytoczymy przyklad liczbowy. Pozwoli on zazna-
jomié sie z techniky znajdowania parametréw regresp metodsp dwdéeh
punktéw.
Kolumna 2-6w W podame] tablicy (str. 78 i 79) przedstawia produkeje
pradu elektrycznego mierzona na stykach generatoréw, natomiast ko-
lamna y-6w zawiera dane hczbowe dotyczace miatu weglowego zuzytego
w zwigzku z tg produkejg.

Material pochodzi z elektrowni hutniczej, majacej dwa turbogene-

ratory systemu Skoda o moey 3100 kW kazdy oraz dwa kotty wodporur-
kowe systemn Duquesne, opalane pylem weglowym.
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Zuzycie wegla (mialu) podane jest brutto, tak jak wykazala waga
kontrolna. Produkcja pragdu jest réwniez podana brutto, gdyz pomiaréw
pradu dokonano na zaciskach generatordw.

Uzywajge jakichkolwiek znakéw - wyrézniajaeych (w niniejszym
tekdeie uzyto znaku ) latwo podzielié zbiory liezb zawartych w kolumnie
x-6w i y-6w na podzbiory. Jezeli po podziale okaze sie, ze liczno§¢ pod-
zbioréw jest niejednakowa — nalezy w obliczeniach oprzeé 31@ na pod-
zbiorach mniej licznyech, gdyz skraca to rachunki.

Tablica i zwigzane z m@ obliczenia sa proste i nie wymagaja dalszych
wyjasnien.

Wsp6blezynniki regresji, znalezione- metoda dwdéch punktow, wyra-
zajg sie liczbami

a, = 0,694, a, =1,178.

Przy uzyciu metody klasyeznej otrzymaliby$my ﬁé.ét@puj@ce rezultaty :
A, = 0,716, A, =1,288.

Wprowadzimy nastepujacg miare rozbieznosei mugdzy W%p(ﬁczyn-
nikami regresji, otrzymanymi obu metodami:

day[4, = (a'y"'Ay) [Ay;

nazywaé ja bedziemy rozbiesnodciq wzglgdnq ws*potezynmkdw regresji.
W przytoczonym przykla,dzm jest

da, 0,022 - Aaaﬂ 0,110

~r=l 008 =T
4, o716 ' 4, 1,288

Wyniki uzyskane za pomoca obu metod malo sie r6znig miedzy sobg (%),
natomiast obliczenia wymagane przez metode dwdch punktéw sg znacz-
hie mniej uecigzliwe od obliczen, zwi@za,nych ze stosowaniem metody
klasycznej.

~ 'Wladnie dlatego metoda dwéch punktéw moze oddaé znaczne ustug’
praktyczne, zwlaszeza w tych przypadkach, gdy ‘badanie zwigzku kore-
lacyjnego oparte jest na prébkach o duzej lieznodci:

= 0,085.

(*) Warto podkreflié, ze w praktyce na ogét wigksze znaczenie od rozbieznose
miedzy wspélezynnikami regresji ma rozbieznod¢ miedzy rzednymi linii regresji
otrzymanymi metoda klasycing i metoda dwéch punktdw.

~ Oto wazgledna miara tej rozbiesmosei, dotyczgea linii regresji y wzgledem z:

Ay:e/c-ys = |yx-_c.y:;|/c-yz’
Y, = a,w-i—y—a,‘ai; fy,== Aaxty — Az,
Latwo wykazaé, %o jest 4y,/%, < da,/A,.

gdzie
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TABLICA 1
7 — |
. .Y |
L.p dzwgifkéw dtz;:s.uiagl;iw 5> 5 Y>35} 9>7 2y > i
| miesieeznie | miesigoznie

1 183 175

2 184 172

3 180 168

4 164 156

5 177 190+ 190 177 -
6 159 160

7 147 142

8 151 153

9 164 149

10 122 128

11 167 167

12 188 172

13 180 162

14 156 160

15 163 154

16 175 160

17 173 179

18 158 144 - :

19 190 193+ 193 190
20 180 | 169 : '
21 196+ 177 196 177 -~ B
22 2064 190+ 206 190 190 206
23 199+ 186+ -199 186 186 199
24 201+ 180+ 201 180 180 - 201
25 207+ 182+ 207 182 182 207
26 209+ 190+ 209 190 . 190 209
27 184 164
28 165 164
29 142 149
30 116 133

31 147 164

32 176 168

33 197+ 176 197 176 .
34 2024 1864 202 186 186 202
35 189 183+ 183 189
36 190 176 I
37 180 191+ 101 180
38 170 167
39 182 161
40 189 180+ 180 189
41 213+ 191+ 213 191 191 213
42 301+ 2644 301 264 264 301
43 225+ 2024 225 202 202 225
44 234+ 2144 234 314 214 284
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TABLICA 1 (cd.)
@ Y
g, dziesigtkow | dziesiatkow o _ | o
P ton T tys kWE x> yle > y>9- zly >y
miesigeznie | miesieoznie ’ !
45 203+ 1844 203 184 184 203
46 192+ 189+ 192 189 189 192
47 1914 179 191 179
48 1467 155 - .
49 193+ 173 193 173
50 187 166
51 187 182+ “ boa1ge 187
52 2124 205+ 212 205 205 212
58" 251+ 216+ 251 - 216 216 251
54 220+ 201+ 220 201 201 220
55 180 164 T
56 207+ 1914 207 191 191 207
57 190+ 173 190 . 173 ‘
58 185 174
59 186 - 170
60 181 168- |
61 192+ 179 192 - 179
62 203+ 1914 1203 © 191 191 203
63 2774 2474 277 247 247 2717
64 299+ 257+ 299 257 257 209
85 2154 206+ 216 206 206 215
66 200+ 188+ 200 188 188 200
67 192+ 167 192 167 = )
68 187 183+ . : 183 187
69 1944+ 190+ 194 190 190 194
70 194+ 1824 .| 194 182 182 194
71 190 178 o :
72 2784 241+ 278 241 241 278
Razem | 13712 .| 12888 6693 6097 8175 6641
‘B=190,4 | =179 | @y =215,9 | yr = 196,7
Otrzymujemy
4y = ;96,7 179 _ 17 0,604;
215,8 -190,4 25,4
podobnie
_ 21421904 23,8 1178,

[ _— ==
F199,2-179 0 20,2

gdzie 214,2 = 6641/31 oraz 199,2 — 6175/31.
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8. TEXABHT (Bponass)
OIIPE}IE.UEHI/IE JHHEWRHON PErPECHH METONOM QBYX TOYEK

PEBIOME

Yro6u onpeémeNuTh DACHONOMeHNe IHHAU pPerpecCMH 7 OTHOCHTeXBHO & Me-
TOXOM ABYX TOY6R, TpeOyeTca HallTH LEHTD TAMKECTH TOYEK, aGCIUCCH KOTOPHX GONb-
me (MJIW MeHbINe) .

Pacnonomerne AEHAN pPerpeccun 17 OTHOCHTEJBHO £ oImpemenseTcA npn HOMOITH
OeHTPA TAXECTE BCeX TOYEK M LeHTPA TAMECTH TOoYeK, a0CIuccH KOTOPHX 6oxnme
(mam mempme) 2. IogoGaEM 06pasoM OIPERENAOTCA PACIONOMKEHNe JHEAM PErpecCHu
& oTHOCHTENBHO 7).

OTAM MEeTONOM IOJNYYeHH Ciepylomue noaq)tl)gnnen'm perpeccru:

= (—y/@—a), oz = (Gr—2)/Fr—y)-

B crarbe moKasano, YTO OTH HCTHUMATOPH COCTOATENBHH H HecMemeHnsl. IIx or-
HOCUTeNAbHAA D((PeKTUBHOCTH, IPH NPERMOJNOKEHHH, 4YT0 pacmperexeHue (&, n) HOp-
MaJbHOE, CTPEMHTCA IO BepOHATHOCTH K 2/m.

Pacnpepenenne 5CTHMATOROB INPH BOBPACTAaHME BHOOPKH CTPEMHTCA K HOp-

MaJdbHOMY pPacHpexeieHHIO.
Hoxasano aBTOpOM, 4TO

da = ‘21‘ (s — ) fn = 2hlg — 7l

Tonydennasa QopMyira BHAYUTENHHO YHPOINAET HMCUHCIEHUA CBASAHHHE C BH-
YUCICHHEM CpefHero OTKIOHEHHS, O0COGEHHO TOPZA, KOPAA IPH BHYUCIIEHUH OTKIO-
HeHHA ACHONB3YITCH yHOPANOYEHHHH DAX.

Omnpepenenue mapaMeTpoB JMHHM PErpecCHEM MeTO/0OM [ABYX To4ex, Gaaromaps
cBoeft mpocroTe, MO:ReT EMeTh (0JbLIOE NMpaKTHYeCKOe BHAYeHHE, IIABHHM o6pasom
B TeX CIY4asX, KOria omeHa KodPJuUIMeHTOB perpeccmm OCHOBEIBAOTCHE HA Gobmolt
BHOOpKe.

Z. HELLWIG (Wroclaw)
DETERMINING LINEAR REGRESSION PARAMETERS BY MEANS OF
THE TWO POINT METHQOD
SUMMARY

In order to determine the position of the line of regressien of n with respect to
& by the two point method we determine the centre of gravity of those points wlwse
abscissae are greater (or less) than .
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The position of the line of regression of 7 with respect to & is determined by
means of the centre of gravity of all points and the centre of gravity of those points
whose abscissae are greater (less) than z. In the same way we determine the posi-
tion of the line of regression of & with respect; to .

The regression coefficients obtained by this method are expressed by the for-
mulae

a,— Y1—y)/(@1—x), a, = (5;—2)/(Y1—7).

The author shows that there estimators are consistent and unbiaged. Under the
assumption that the distribution (£, %) is normal, their relative efficiency is con-
vergent in probability, to 2/x. With the growth of the sample the distribution of
the estimators tends to a normal distribution.

In examining the efficiency of the estimators the author proves the following
lemma:

d, = () lo—3l)[n = 2|7 —3|/n.
£=1
The formula deduced greatly simplifies caleulations - con.nected with comput-
ing the mean deviation, particularly if we make use of a<n ordered series in ca,lcu-
lating the deviation.
Owing to its simplicity, the method of detérmining regression line parameters

may be of considerable practical value particular in those cases where the estinia-
tion of regression coefficients is made of the basis. of a large sample.



