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Objets géométriques du type (1,1, pour r> 4

par S. MIDURA (Rzeszow)

Introduction. Nous montrerons dans ce travail qu’il n’existe pas
d’objets géométriques du type (1,1,r) si r > 4 (la définition du type
se trouve a la p. 15 dans [1]) dont la régle de transformation vérifie les
hypothéses du théoréeme 1 ou du corollaire 1. Dans le théoréme 1 les
hypothéses b et ¢ (en tenant compte de la remarque 1) sont plus faibles
que ’hypothése b du théoréme 2 cité dans [1], p. 33. La démonstration
du théoréme 1 se fait & 1’aide de méthodes algébriques (autrement que la
démonstration du théoréme 2). Nous donnerons ensuite les régles de trans-
formation des objets géométriques du type (1,1,r) pour r >4 qui ne
vérifient pas seulement I’hypothése b dans le corollaire 1 ou l'une des
hypotheses b et ¢ dans le théoréme 1.

§ 1. La regle de transformation d’un objet géométrique du type
(1,1,7) a la forme

(1) E=.f(-'17; <a1,a2,...,a,,)),
ou
P ()
_— = 1 2 ot
ap 4 e pour p y dy ey ¥

et £= ¢(&) est la transformation de classe C" conduisant du systéme
admissible de coordonnées dans lequel l’objet géométrique donné a la
coordonnée z au systéme de coordonnées admissible dans lequel cet objet
a la coordonnée Z. Désignons par £ = y(&) la transformation de classe C”
conduisant du systéme admissible de coordonnées dans lequel 1’objet
donné a la coordonnée T 4 un nouveau systéme admissible de coordonnées.
La régle de transformation (1) est la solution de ’équation fonctionnelle

(2) Jif (@, <ayy @y ooy ar))y Buy Bay ooy B2l = f(@y <Y1y Y2y ooy YOO}

(Y

ol -
ﬂp = dpyi('s) ’

dE® Go=pitn)
(3) vo = @ylp(8)]

pour p=1,2,..,r
A& (e-t0
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et remplit la condition d’identité:
(4) f(2,{1,0,0,..,0))=w.

L’ensemble des éléments <a,, a,, ..., ar), dans lesquels les a,,
p=1,2,..,r, sont des nombres réels arbitraires et a, # 0, avec ’opéra-
tion

(Bry Bay ooy Brd K@yy @ay vy @r) = (Yyy Yoy ooy P20

ou y, est défini par la formule (3), est un groupe (voir [1], p. 23) que nous
désignerons par Li. On peut montrer (voir [1], p. 26, corollaires 1 et 2)
que dans le groupe L] ont lieu les égalités suivantes:

(5) A, B2y ey Br>:<1,0,0,...,0, a1, ar)
= <1, By Bay +ery Br—2y fr-1t+ @1, Brtar+7Brar-1)
(6) 1,0,0,...,0, 81, Br>- {1, a5, ag; .0 )

= <17 G2y gy eeey Cp—z, Gr_1+ ﬂr-—l, ar+ ﬁr+(g)ﬁr-laz> .

Dans nos considérations nous profiterons souvent de (5) et de (6).
Nous démontrerons maintenant le

LeMME 1. 8i G est un groupe avec Vopération - et H un sous-ensemble
du groupe @ ayant avec chaque classe d’équivalence & gauche par rapport
& un sous-groupe G, du groupe G au plus un élément commun, alors pour
un élément quelconque a du groupe G le produit aH (') a avec chaque classe
d’équivalence a gauche par rapport aw sous-groupe G, au plus un élément
commun.

Démonstration (2). Supposons que deux éléments u, et wu, de
I’ensemble aH font partie de la méme classe d’équivalence a gauche par
rapport au sous-groupe G,. Aux éléments u, et u, correspondent dans
P’ensemble H deux éléments y, et y, tels que 4, = ay, et u, = ay,. Puisque u,
et u, appartiennent & la méme classe d’équivalence & gauche par rapport
au sous-groupe G,, on a u;  -u, € Gy, c’est-a-dire

(7) (ayy) " (ay,) = (1 'a™")(ays) = y1 'ys € Gy .

Par suite, en vertu de ’hypothése, y, et y, appartiennent & la méme
classe d’équivalence par rapport au sous-groupe G, du groupe G, donc
Y, = Y. 1l s’ensuit, en tenant compte de (7), que u, = u,. La démonstra-
tion du lemme est done terminée.

Nous démontrerons maintenant le théoréme annoncé dans l’intro-
duction.

® aH L (z: V (@ = ay)].
yveH

(?) Il est probable que ce lemme est connu.
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THEOREME 1. Si:

a. La fonction f(x, (ay, ..., a->) est une solution de Véquation (2) sur
le produst cartésien [Z v (a,b)] x Ly ow Z est un sous-ensemble arbitraire
de Vensemble des nombres réels disjoint de Dintervalle (a, b) ouvert et pour
un x quelconque de la somme Z v (a, b)

fl@,<1,0,..,0))==z.

b. Pour un x arbitraire de Vintervalle (a, b) la fonction f(z, (1,0, ...
.oy 0, @) est fonction continue de la variable a,.

¢. Pour un certain x, de Dintervalle (a,b) les valeurs de la fonction
[z, <1, azy ..., ar)) appartiennent a Dintervalle (a, b).

d. Pour un x arbitraire de Vintervalle (a, b) la fonction f(z, (1,0, ...

0, a,)) n’est pas constante (par rapport a la variable a,), alors le nombre
entier positif r ne peut étre plus grand que 3.

Démonstration. Supposons que la fonction f(z, <a,, ..., a;)) vérifie
I’équation fonctionnelle (2) sur I’ensemble [Z v (a, b)]x L] pour » > 3.
11 s’ensuit, a cause de (6),

8) flf(z,1,0,..,0,0a>),<1,0,...,0,8>]=f(x,<1,0,..,0,a,+5:>) .
Posons a
f(“’a ar) = flz, 1,0,..,0,a)).

11 résulte des hypotheses a et b que pour un z quelconque de ’inter-
valle (a, b) et pour un a, arbitraire f(z, (1,_0, wey 0, 0;)) € (a, b). Il s’ensuit
de (8) et de la définition de la fonction f(x, a;) que

(9) flj(wy ar), Br] = .f x, ar=+ Pr)

pour un z quelconque de l’intervalle (a, b) et pour des a, et f,. arbitraires
de I’ensemble des nombres réels. Il s’ensuit des hypothéses de (9) et du
théoréme 6 de [3] (}) que pour un z fixé de lintervalle (a, b) la fonction
f(z, a;) = f(z, <1,0,...,0, a,)) est strictement monotone et ’énsemble

(3) Le théoretme 6 de [3] est le suivant:
St la fonction f(x,y) salisfait aux conditions suivantes:
a. f(x,y) satisfait a Véquation

flf(®, y), 2] = f(z, 24y)
sur le produit cartésien d’un intervalle (a, b) et du groupe additif des nombres réels,
b. pour chaque z fixé f(z,y) est une fonction continue de y, mon constante,
c. f(xz, 0) = & pour tout x de l'intervalle (a, b), alors
L@ y) = glytg @],

ot g(x) est une foncition définie sur l'ensemble des nombres réels, strictement monotone et
continue; Uensemble de ses valeurs est l'inlervalle (a, b).
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de ses valeurs est l’intervalle entier (a, b). Pour un z, fixé de 'intervalle
(a, b) (dont il est question dans ’hypothése ¢} I’ensemble

L g [ayy azy ey ar: f(@0, {ayy a3, ...y @r)) = f(@, {1, 0,...,0)]

est, a cause du théoréme 4 de [3] (%), un sous-groupe du groupe L;. La
fonction f(x,, <ay, as, ..., a;)) (z, fixé) est constante sur les classes d’équi-
valence & gauche par rapport au sous-groupe L du groupe Li. Par contre,
elle prend des valeurs différentes pour les éléments appartenant aux
classes d’équivalence différentes par rapport au sous-groupe L du groupe Ly
(en vertu du théoréme 4 de [3]). Puisque la fonction f(=,, a,)
= f(xy, <1, 0, ..., 0, a;>) est biunivoque, l’ensemble

{<1,0,...,0, ardlaer

ou R designe (ici et plus loin) I’ensemble des nombres réels, a avec chaque
classe d’équivalence & gauche par rapport au sous-groupe L du groupe Lj
un élément commun. En se basant sur (5) on a

(10) <17 ﬁz: X ﬁf>‘<17 Or seny 01 ar) = <1: 1321 ﬁaa seey ﬂf—ly .31'+a-r> .

Si a, parcourt ’ensemble de tous les nombres réels, il en sera de méme
de B;+ a,. Il en résulte, a cause du lemme 1, que l’ensemble

(11) {<1, Bzy B3y -y Br—1,y @D}acr
a avec chaque classe d’équivalence & gauche par rapport au sous-groupe L
du groupe Li au plus un seul élément commun (B,, By, ..., Br—1 fixés).

Puisque l'intervalle (a, b) est ’ensemble des valeurs de la fonction f(z,, a,
= f(=,, 1,0, ...,0, a>) de la variable a, il s’ensuit, en tenant compte)

de I'hypothése ¢, que pour un élément arbitraire <1, a,, ..., a,) il existe
un B, tel que
(12) f(@oy <1, gy agy ooy @) = fldoy <1, 0, ..., 0, Br)) .

De la derniére égalité et du théoréme 4 de [3] résulte que les éléments
{1, ayy ..., a,> et 1,0,...,0,p,> appartiennent 2 la méme classe d’équi-
valence & gauche par rapport au sous-groupe L du groupe L donc

(13) 1,0,..,0,8)07 <1, agy ., ary e L.

(*) Le théoréme 4 de [3] est le suivante:
8i la fonction f(x, y) satisfait pour un xye A a la condition f{f(xy, ¥), 2] = f(Zo, 2-¥)
pour tous les y et z du groupe B, alors les ensembles

_ df — —
By ={y:y B et f(2,y) = f(=,y) et y ¢« B}
sont des classes d’équivalenée & gauche du groupe B par rapport & un sous-groupe B, du
groupe B (1 est U'élément neutre du groupe B).
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En vertu de (5) <1,0,..,0,8> ' =<1,0,..,0, —B,>. 1l s’ensuit
de la, de (5) et de (13) que

1,0,.., O)Er>_1'<l’ Qgy eey @) = (1, @, agy ..., @7y, _Er'i“ar) el.

Nous avons donc moﬁtré que pour un élément arbitraire (1, a,, ...
.y @,y du groupe L; on peut choisir a, de maniére que <1, ay, ..., ar_1, @r)-
e L. Soit done

(14) 1,8syyBrreLl, (1,0,..,0,ar1,a)el,
B.#0, a1 #0.
En se basant sur (5), (6) et (14) on obtient

(15) 1,85 s Br>-<1,0,...,0, ar1, ar)
= <17 .327 seey ﬁr—z, ﬂr—1+ar-1y ar+ ﬂf+rﬂ2ar—1> eL ’.

(16) 1,0,..,0,a1,a) {1, By eey B>

= <1, Bay ey Br-2y Bro1+@r_1, ar+ ﬁf+(;)ﬂ2ar—l> L.

Nous avons déja remarqué que I’ensemble (11) & avec le sous-groupe L.
tout au plus un élément commun. Done de (15) et de (16) nous tirons.

rByar_1 = (;)ﬂza,_l .

De la derniére égalité et de (14) résulte que r=(

Notre théoréme est ainsi prouvé. -

Remarque 1. L’hypothése ¢ du théoréme 1 peut étre remplacée .
par la suivante: :

¢’. Pour un certain x, de Uintervalle (a, b) la fonction f(x,, {1, az, ..., ar))-
est fonction continue de la variable {1, ay, ..., a;> de Densemble Lj.

De I’hypothese a du théoréeme 1 et de ¢’ résulte I’hypothése ¢ du
théoréme 1.

Remarquons que si I’ensemble Z qui figure dans I’hypothése a du
théoréme 1 est vide alors ’hypothése ¢ du théoréme 1 résulte de I’hypo-.
theése a de ce théoréme. Ainsi nous obtenons:

" COROLLAIRE 1. Si:

a. La fonction f(z, {ay, ..., ar)) est une solution de Uéquation (2) sur
le produwit cartésien (a,b) x L] et pour wn x, arbitraire de Vintervalle (a, b),.
flz, 1,0,..,0)) =x.

b. La fonction f(z,(1,0,...,0,a,)) est continue par rapport a la.
variable a, pour tout x de intervalle (a, b).

;), donc r = 3.
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c. Pour un z quelconque de (a,b) la fonction f(z,(1,0,..,0,a))
n’est pas constante,

alors le mombre entier positif r ne peut étre plus grand que 3.

Dans la monographie [1], p. 33, les auteurs ont établi le
THEOREME 2, Si:

a. La fonction f(x, {aj,..., ar)) est une solution de V'équation (2) sur
le produit cartésien A x Ly, ou A est Dintervalle ouvert (a,, b,) ou la somme
des intervalles ouverts disjoints (a,, b,) et (as, by), et si pour des x arbitraires
de Densemble A, f(x, {1,0,...,0>)=z.

B. La fonction f(x,<a,, ..., a,>) est continue dans Densemble A x L.

y. Pour tout x de U’ensemble A la fonction f(x, {ay, ..., ay>) n’est pas
constante par rapport a la variable a,.

3. Pour des x, et x, quelconques de Densemble A il existe un élément
{ayy eny ary dans Densemble Ly tel que z, = f(zy, {aj, ..., ary) alors r < 3.

On démontre dans [1], p. 31, que les hypothéses du théoréme 2
entrainent que pour un z arbitraire de ’ensemble A la fonction f(z, <1, 0, ...
..y 0, a;>) n’est pas constante par rapport & la variable a,. Il s’ensuit
que des hypothéses du théoréme 2 résulte I’hypothése d du théoréme 1
I'hypothése ¢ (du corollaire 1).

11 est facile de remarquer que ’hypothése B (du théoréme 2) implique
les hypothéses b et ¢ du théoréme 1 (hypothése ¢ du corollaire 1). Par
contre les hypothéses b et ¢ du théoréme 1 (hypothése b du corollaire 1)
n’impliquent pas 1’hypothése B du théoréme 2.

De la démonstration du théoréme 2 dans [1] (p. 30-33) ne résulte pas
T’existence d’'une fonction f satisfaisant aux hypothéses du théoréme 2
pour r=1,2,3. Les solutions de 1’équation (2) sous hypothéses du
théoréme 2 pour r =1,2,3 ont été données dans [1], p. 38, 42 et 45.
Ces résultats on été obtenus (et aussi en partie complétés) moyennant
des hypothéses plus faibles dans [4].

§ 2. Nous allons montrer qu’il existe des solutions de 1’équation. (2)
sur Pensemble (a, b) XL ([2 < (a, b)] x Li) qui ne vérifient pas seulement
Vhypothése b, du corollaire 1, hypotheses b ou ¢, du théoréme 1.

Désignons par G la fonction biunivoque qui transforme le groupe L]
en l’intervalle (a, b) (2 (a, b)). 11 est facile de vérifier que la fonction

(17) [z, {ay, agy «uvy @r)) = G[<ay, agy vy @r) 'G—l(w)]

est 1a solution de I’équation (2) sur I’ensemble (a, b) x L], |[z v (a, b)] xLj|
vérifiant les hypothéses du corollaire 1 (du théoréme 1) excepté ’hypo-
thése b (b ou ¢) pour r > 3.

Nous établirons maintenant les regles de transformation des objets
géométrique du type (1,1, r) pour r > 3 qui ne vérifient pas seulement
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Phypothése b dans le corollaire 1 ou I'une des hypothéses b et ¢ dans le
théoreme 1. Ces objets ne sont pas équivalents 4 ceux qui admettent
la régle de transformation (17). Désignons par R, 1’ensemble des nombres
réels a ’exception de zéro. Il est facile de vérifier que 1’ensemble

(18) {<a11 0,..,0, ar)}aleRo.ureR

est un-sous-groupe du groupe L; que nous désignerons par L{. Désignons
par a, ’ensemble

(19) {<ayy 0y ey 0, P(af — @)D Yarers

ol p est un nombre réel arbitrairement fixé. Il est facile de vérifier que
Pensemble a, est un sous-groupe du groupe Lj (voir aussi [4]) et par suite
aussi un sous-groupe du groupe Li. On peut montrer (voir [4]) que les
seules classes d’équivalence a gauche par rapport au sous-groupe a, du
groupe L] sont les ensembles de la famille

(20) {{<o1, 0, .0y 0,21 —pad}, .5 lrcr -

Les ensembles de 1a famille (20) qui correspondent aux t, et ¢, différents
sont disjoints. Il s’ensuit que la famille des classes d’équivalence & gauche
par rapport au sous-groupe a, du groupe L (20) a la puissance du continu.
11 résulte de cela et du fait que la puissance du groupe L] est le continu
que la famille des classes d’équivalence & gauche par rapport au sous-
groupe a, du groupe L; a aussi la puissance du continu. Désignons par
g({aj, ..., az>) la fonetion qui transforme I’ensemble L] en lintervalle
(a, b) (ensemble z v (a, b)) et qui est constante sur les classes d’équivalence
4 gauche par rapport au sous-groupe a, du groupe L, tout en prenant
des valeurs différentes pour les éléments appartenant aux classes différentes
d’équivalence & gauche par rapport au sous-groupe a, du groupe Li.
Désignons par g; '(a) la fonction transformant l’intervalle (a, b) (ensemble
zv (a,b)) au groupe L7, de telle maniére que gy () € ¢~ "({x}) (5). Il est
facile de vérifier que la fonction

(21) f(@, {ayy oy @) = g[<ayy ooy @) g1 (2)]

est la solution de 1’équation (2) (voir aussi [2]) sur Pensemble (a, b) x L
([z v (@, b)] x L1) remplissant la condition (4). L’ensemble

{<1y 0,..,0, af>}ar€R

n’a qu'uan seul élément commun avec chaque élément de la famille (20).
11 s’ensuit du lemme 1 et du théoréme 4 de [3] que la fonction

fle, d,0,..,0,0>) =9g[1,0, .., ar>'gl_1(w)]
) g—l({w}) = [<al: vees @3 y((au s @) = x].
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est biunivoque pour tout x fixé de l’intervalle (a, b). Nous avons done
montré que la fonction (21) vérifie les hypothéses du corollaire 1 (théo-
réme 1) excepté I’hypothése b (b ou e).
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