A. PLUCINSKA (Warszawa)

WARIANCJA SREDNIEJ W PEWNYM SCHEMACIE LOSOWANIA

w badaniach metoda reprezentacyjng mamy czesto do czynienia
z nastepujacg sytuacja: Populacje generalng stanowi s arkuszy, a i-ty

arkusz (4 =1,2,...,8) zawiera u; pozycji. Celem badania reprezenta-
cyjnego jest oszacowanie wyrazenia :

. 7 } 1 <
(1) U = — Uiy

gdzie & jest znane, ale u; sa nieznane.

Za przyklad moze stuzyé populacja generalna ztoZzona z arkuszy spiso-
wych spisu powszechnego ludnoéci, przy czym kazdy arkusz zawiera kilka
086b, mianowicie osoby prowadzace wspdlne gospodarstwo domowe. Meto-
da reprezentacyjna chcemy ustalié érednig ilo§é oséb w gospodarstwie.

W rozwazanej sytuacji dogodnie jest nieraz stosowaé nastepujacy
schemat losowania: Traktujemy arkusz jako jednostke losowania i lo-
sujemy dla kazdego arkusza, czy ma wejsé do préby czy nie, przy czym
losowanie jest niezalezne, a kazdy arkusz ma jednakowe prawdopodo-
bietistwo p (0 < p < 1) dostania si¢ do prébki. W rozwazanym schemacie
mamy s jednostek losowania. _

Oznaczamy przez X; (i = 1,2, ..., 8) liozbe elementéw indywidual-
nych wylosowanych w ¢-tym losowaniu. Mamy '

2 PXi=w)=p, PX;=0=1-p=gq (=1,2,...,3).

Oznaczamy przez X liczbe indywidualnych elementéw w probie.
Mamy ‘ -

8

{3) X = 2 X;.

f=1

Niech N oznacza liczbe jednostek losowania, ktére weszlty do prébki.
N jest zmienng losows o rozkladzie dwumianowym

(4) P(N =n) = (;)p"f'“.
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Za estymator nieznanej wielkodci % okre§lonej wzorem (1) przyjmu-
jemy
(5) Y = X/|N.

Celem niniejszej noty jest znalezienie wariancji D?(Y) zmiennej
losowej Y i poréwnanie jej z wariancja fredniej arytmetycznej z prébki
o stalej liczbie ps elementéw wybranych z populacji zgodnie ze schematem
Bernoulliego. Ta ostatnia wariancja réwna jest, jak wiadomo, D2(u)/ps,

gdzie
D*(u) = iZ (24— )"
§ i=1

W dalszych rozwazaniach bedziemy jednak pomijali ewentualno§é,
ze N = 0, gdyz prawdopodobienistwo tego zdarzenia wynoszgce ¢° jest
przy tych wartosciach s, z ktérymi mamy do czynienia w praktyce, bar-
dzo mate. Sci§le méwiae znajdziemy wariancje D?(Y|N > 0), tj. wariancje
zmiennej losowej ¥ pod warunkiem, ze N > 0. Udowodnimy

TWIERDZENIE. Niech zmienne losowe X ¢ N majg rozkiady okreslone
wzorami (2)-(4) © niech Y bedzie dane wzorem (b). Wéwezas zachodzq re-
lacje
(a) E(Y|N > 0) =1,

D'(w) ¢~

2 .
(b) D(Y|N>0)—1__q,{: -

'

przy ozym dla 8 — co zachodzi réwnoéé asympiotyczna
(e) D#(Y|N > 0) =~ D*(u)/ps.
Dowdd. Mamy

8
D E(Y|N =n)P(N = n) . s
= 1-¢)
E(Y|N > 0) = = - M

(6) E(¥IN >0) =7 -

Teza (a) zostala wigc udowodniona. Widzimy, ze zmienna losowa (¥Y|N > 0)

jest nieobeigzonym estymatorem parametru 4.

Obliczymy teraz drugi moment. Mamy

=1u.

3 BTN = m)P(N =n)
(1) E(Y!|N > 0) = 2= -
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Dla kazdego n
E(Y%N = n) = D*(Y|N = n)+[E(Y|N =n)]?,
a wiec korzystajac z wzoréw (5) i (6) otrzymujemy
E(Y3N = n) = D*(u)/n+is.
Stad i z wzoru (7) wynika o

I[P s e = P =)

E(YYN > 0) = "= 1._q,‘ — D2(u) = =

Ostatecznie wiee

Dz _N — Nl
(YIN >0) =7
Oznaczmy
31 | 1 (s
o il - — il nl—p)".
®) o(P) = DB =) Zn(n)p 1-p)
W celu obliczenia tej sumy rézniczkujemy ja najpierw wzgledem p:
8 ' 8
, {8\ ,._ n s—n [8) , e
¢ (p) = ( )p 1—p) "= > ( )p 1—p)f "' =
1

| .
== 1—(1—p)*l—— .
LU U R et

Otrzymaliémy réwnanie rézniczkowe liniowe rzedu pierwazego. Roz-
wigzaniem réwnania jednorodnego -

¢ (p) = — -ijs_; @(p)

jest :
o(p) = 0(1—10)’-

Po uzmiennieniu stalej i dokonaniu drobnych przeksztalcen otrzy-

, ‘mnjemy

1
4 = e [1 — (1 —2)*].
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d
Aby obliczyé f Z)s +1 korzystamy z wzoru

1 S S
pA—py¥™  p T A—pftt T T 1p’

ktoérego shusznosé latwo wykazaé indukeyjnie, i znajdujemy

(1 pnls
'—Z §+1—n +4,

Ne=]

gdzie 4 jest stalg calkowania.
Wstawiajae wartofé ¢ otrzymujemy

(9) 7() Z(+1— +4(1—p).

Stata 4 wyznaczamy przyjmujgec w wyrazeniu (8) p = 0. Stad otrzy-
mujemy ¢(0) = 0, a nastepnie poréwnujemy z (9).
Ostatecznie

.5'1 1

4 =é 8+1—n'
(1=p)"'—(l—pf "¢
()—-Z 84+1—mn —Z n o

N=1 N=1

Tym samym wykazany zostal wzor (b).
Przechodzimy do dowodu wzoru (e).
Oszacujemy sume

8 8§—1
—_ 8- n
'n 8—n
Ne=] n=0

W tym celu skorzystamy z rozwinigcia

1 n n?
T + R AR aT

s—m
ktére daje

-1 8—1 8—~1 8~-1
< 12 A | n 1 n (1) 1
S Sl = ol—) ~—.
—n sngoq_l—s”gnq-'_ SZQ+ 8/ sp

N0
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Zauwazmy dalej, ze

1
i §’ - (W)
swmq s+1 —n s]’
mamy bowiem '

hmsq > -—-}—T_; <i.1=128q = (),

Jezeli ponadto uwzglednimy, ze lim(1—¢°) = 1, to bedziemy mieli

8==00

D*(Y|N > 0) > D*(u)/ps.

Wzér (¢) zostal wiec udowodniony.

Widzimy wiee, ze dla duzych wartoéei s jednakowa jest efektywnogé
omawianego w niniejszej pracy estymatora (Y|N¥ > 0) okreSlonego przez
(b) i éredniej arytmetycznej z probki o stalej liczbie ps elementéw wybra-
nych z populacji. Asymptotyczng wariancje Sredniej dla rozwazanego
typu schematu losowania znalazl Fisz [1].

Dla niezbyt duzych wartodei s §rednia arytmetyczna z probki o sta-
lej liczbie ps elementéw jest estymatorem efektywniejszym. Latwo to
sprawdzié przez zbadanie réznicy wariancji obu estymatoréw, ktéra
réwna jest

. e 2 e
e D) _ D) \g _

ps  1— q’ n
_ D ey N e Y]
"~ ep(l—¢°) [ q" ps( an g an ¢ gn)]~
Y —(s—m)g"+og" Y .
=0 <0 [—(S—n)q" " toq’] =
Z_' —kg* +2¢°) = OZq" —k+3¢"%) < CZ(-—R—H k) =
k=0 k=0 k=0
_ s(s—1) 1——q‘)
- 0(_ 9 +8q 1__.q ’
gdzie |
D*(u)

~ dp(l—¢)’









