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Limitation des coefficients dans une famille
de fonctions holomorphes dans le cercle [/ <1

par WIESEAW PraskorA (Krakéw)

1. Soit 8*(4, M) la famille de toutes les fonctions de la forme

(1) f(2) = 2+ a,2%+ az2°+-...

holomorphes dans le cercle K = {z: |z| << 1}, qui satisfont & la condition
4@ _,
f()

—TT' —M <M pour tout zeK,
ou M et 4, M>1,0< A< 1, sont des nombres quelconques fixés.

On voit aisément que S8*(4, M,) < 8*(4, M,) si M, < M, et que
8* (A, c0) = 8*(1), oir 8”(A) est la famille de toutes les fonctions de la
forme (1) étoilées d’ordre A dans le cercle K, c’est-i-dire telles que

2f' (2)
f(2)
La notion de fonctions étoilées de différents ordres a été introduite
par Robertson [2].
Dans ce travail nous obtenons une limitation du module du coefficient
a,, pour tout n, dans la classe des fonctions 8* (4, M).

re

> A pour tout zeK.

2. Désignons par C la famille de toutes les fonctions de la forme

.P(Z) = 1+b1z+b2z2+...,
holomorphes dans le cercle K, qui satisfont & la condition reP(2) > 0
pour tout zeK, et par C(M) la sous-classe de C des fonctions télles que

[P(2)—M| < M  pour tout zeK.

Evidemment C(M,) c C(M,) lorsque M, < M, et C(oo) = (. Soit
encore @ la famille de toutes les fonections de 1la forme

(2) @(2) = e,z ezt ...,
holomorphes dans le cercle K, telles que
(3) lp(2)] <1 pour zeK.
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66 W. Plaskota

Il est bien connu que f(z) appartient & la famille S‘(/‘l) si et seulement
si la fonetion
4@

f(z)
1—2

— P(z)

appartient 3 la famille C. Si done f(2)S8* (1), on a
2f'(2)
f(2)
pour une fonction P(z)eC.
On sait a,ussi que ¢(2)eD si et seulement si la fonction
1+¢(2)
1—g(2)

= A+(1—2)P(z),

=P(2)

appartient a la famille C.

Les définitions de la famille §*(1, M) et de C(M) entrainent direc-
tement une correspondance biunivoque entré les fonctions de ces familles.
Si done f(2)e8* (1, M), on a
#f'(2)
f(2)
pour une fonction P(2)eC(M) et inversement. Evidémment la fonction
¢(2) appartient a la famille @ si et seulement si la fonction

1+¢(2) _ 1
W—P(Z), m=1———,

M
appartient a la famille C(M).
3. THEOREME 1. Si f(2)eS8* (A, M), on a

(4)

= A+ (1—A)P ()

(3)

n—1

1
(6) o < ——— [ [ 8%, n=2,...,N
(n—-l)!k]J
el
1 N-1
®)  lel<o—pamar ][ n=F+LEE2,
T k=1

ou 8 = (14+m)(1—A)4+m(k—1), t =1,2,..., m =1—1/M. N est le
nombre naturel d’intervalle

1—1 1—2
[l+2 1—__——’”7, 1+}-+2-m).
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La limitation (6) est exacte et égalité dans (6) est ailleinte pour la
Sfonction
z ,
(7) f(z) = arma=n o lel=1 8 m#0,

A+emz) ™

et pour la fonction
(8) f(z) = zexp[e(1—4)2], le] =18 m =0.

Démonstration. Soit f(z)eS8*(A, M). Alors, en vertu de (4) et
(8), on a

#f' (2)—f(2) = p(2){maf' (2)+ [1— (1 +m)A]f(2)}
pour une fonction ¢(z)eP.
En exprimant cette inégalité par les coefficients de la fonction f(2)
on obtient
(9) @ax22+2a,22+...4(n—1)a,2" = @(2)(8,2+ 858,22 +...+8,a,2"+...).
De (9) on tire, en tenant compte de (2),
a; = 8,6y,
done
las]l = 81leq].

Comme |[¢p(2)]<<1, on a |¢,| <1 pour » =1,2,... Par conséquent
(10) @s] < 85.

Donc la limitation (6) est demontré pour n = 2.
Soit » > 2. L’égalité (9) peut étre mise sous la forme

(11) j-(k-—l)akz"—l— j (k—1)a,2* = ¢(2) Z_:skakzk"' ngzk’

k=2 k=n+1 k=1 k=n+1
ol @; = 1 et les deux séries qui figurent dans (11) sont convergentes dans

le cercle 2] < 1.
De (3) et (11) on obtient 1’inégalité modulaire

n o0 n—1
(12) | Y k- @+ 3 b <| D sa,
k=2 k=n+1 k=1
ot D' M#* est une série convergente dans le cercle K. Soit z = re®
k=n+1

(60 réel). De linégalité (12) on dédmit l'inégalité intégrale

[ St—mraey 3 e
k=2 k=n+1

2r  n-—

2d0<f ' leka,,r"_e"“ |2d9
0 =1

pour tout 0 < 7 < 1.
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L'inégration donne l’inégalité
D L N A W A
k=1
< sirttsila,Pr* 4. .+ s, la,_,|*r?
d’ol
(13)  [a,)Pr*+ 22 |as 27+ ...+ (n— 1) a, |2 "
< irt4-gila,)lPrt+ ...+ 8 |4, Pr" 2.
Soit r - 1. Alors on déduit de (13)
(14)  (n—1)a,* < s+ (s3—1) |a,f*+ ...+ [85 1 — (n—2)1la,_, [,

8 _,—(n—2)"> 0 si et seulement si n < N.

En nous appuyant sur (14) et (10) nous allons démontrer par récurrence
que l'inégalité (14) est vraie pour 2 < n < N. Admettons donc qu’il
existe un nombre naturel p, p < N—1 tel que la formule (6) soit vraie
pour n = 2,3, ..., p, c'est-a-dire que

1
15 < -_— l = 2 aese .
(15) jasl < (l_l)!gsk, ooer P
Nous allons prouver que
1 yd
(16) Ol < [
k=1

En posant dans (14) » = p+1 on obtient
PHpyal* < S+ (53— 1) lag + (83— 2% @ P+ ... + (5 — (0 — 1)1 g, I,
d’otu Yon tire, en tenant compte de (15) et (10),

s 8183
PHlap.al* < sl iy (= D+ Gy (=29 +
2 42 52 2 52 2
i S S (-1,
t enfin
) ez 2 _ 2 8183 ), 81838 818 8783838
Pyl < it e —at g — @y Ty
_ 8islsl - ssz...8, 818 .85, _ ,,I;Ilsi .
(21) (-1 [(p—2)'F [(p—])!T°

L’inégalité (16) est done vraie et la limitation (6) a lieu pour tout
nombre naturel » =2,..., N.
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Nous allons maintenant prouver que la limitation (6) est exacte.
En effet, les fonctions (7) et (8) appartiennent & la classe 8*(4, M), puisque

g6
f(z) 1 _ —m—ez < 1
1—2  1—m| |(A4+emz)A—m)| 1—m"

Dans le voisinage du point z = 0 la fonction f(z2), définie par (7),
admet un développement en série de puissances de la forme

)s“‘lm"'lz”+

— —u e —u 2,3 ;2
f(z) —z+( ) )fmz2 +( 9 )mz +’“+(‘n—1
ol

(1+m)(L—4)
U= .
m

-Désignons par a, le coefficient de 2" dans le développement de la
fonction f(2). Alors

(_1)114-‘].8”—1
an — (n_l)'. 818283 se sn_l’
done
1 n—-1
" k=1
ou

8 = (L+m)(A—)+m(k—1), k=1,2,...

Soit m = 0, alors N = 2.
Pour la fonction définie par la formule (8) on aura

|as] = 1—A.
Par consequent 1’égalité est atteinte dans (6) pour les fonction (7)
et (8).
Si »> N-+1, on obtient aisément ’inégalité (6’). L’évaluation (6')
n’est pas exacte.
COROLLAIRE 1. 8¢ f(2)eS8*(4), on obtient
n—24

(17) 2] < ( .t

), n=2,3,...

résultat qui a été établi par Robertson [2].

COROLLAIRE 2. 8¢ f(2)e8, ou 8 — la famille de toutes les fonctions de
la forme (1) holomorphes dans la cercle K, qut satisfont & la condition

#'(2)
f(2)

(18) —1'<1,
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on obtient
1
Ian|<n_—1, 'n=2,3,...

L’éstimation (17) est exacte. L’éstimation (18) est exacte seulement
dans le cas n = 2.

Dans la démonstration du théordme nous avons utilisé, en Ia modifiant
convenablement, la methode que Clunie [1] a appliquée pour trouver
une limitation des coefficients des fonections étoilées méromorhes dans
P’'anneaun 0 < 2| < 1.
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