S. PASZKOWSKI (Wroctaw)

NOWE METODY TABLICOWANIA FUNKCJI

1. Wstep. Znaczenie metod numeryeznych stale rognie. Stosowanie
matematyki w wielu dziedzinach nauki i techniki stwarza koniecznogé
postugiwania si¢ réznorodnymi tablicami funkeji elementarnych i spe-
cjalnych, tablicami czestokroé wielocyfrowymi, gdyz wzrastaja takze
wymagania dotyczace dokladnodci tablic. Zwigkszanie ich dokladnodci
powoduje, bardzo znaczny najeczesciej, wzrost objetodei tablie, a wiee
iich ceny. Jest to, byé moze, rzeczg malej wagi dla instytueji badawezyeh,
ale nie jest bez znaczenia dla os6b zajmujgcych sie zagadnieniami nume-
rycznymi. Takich za$ os6b jest duzo, i wéréd matematykéw, i poza nimi.
Dlatego chyba nie ulega watpliwodci celowosé stworzenia typu tablic
podrecznych o malej objetosci, tanich, a jednoczednie mozliwie doklad-
nych i obszernych pod wzgledem ilodci tablicowanyech funkcji. Oczy-
widcie, nie znaczy to, ze dotychczasowe typy tablic nie sg potrzebne.
Po prostu zastosowania jednych i drugich sg rézne. Dawne, wielocyfrowe
tablice 83 przystosowane do obliczenl z uzyciem arytmometru, beda wiee
uzywane przy rachunkach masowyeh, podobnych do siebie. Krétkie za$
a zarazem obszerne tablice nowego typu bedg uzywane sporadyeznie,
jednorazowo, gdy trzeba nam tablic wielu funkeji, poniewaz utrudnienia
rachunkowe pochlong mniej ezasu niz szukanie tablic odpowiednich
funkeji, przygotowanie arytmometru i tym podobne czynnosei.

Wazne jest wobee tego opracowanie metod konstrukeji tablic po-
zwalajacyeh na znaczne ich skrécenie przy niezmienionej dokladnosei.
Przy takim gkracaniu nie obedzie sie bez komplikaeji rachunkowych przy
uzywanin tablic. Jesli jednak utrudnienia spowodowane oszczednoscig
miejsea beda niewielkie — a do tego dazylem opracowujgc opisane dalej
metody — mozna bedzie je usprawiedliwié. Zakladam, ze rachunki po-
trzebne do znalezienia wartosci funkeji z tablic powinny daé sie wykonaé
bez trudu recznie, bez uiycia arytmometru. Staram sie tez (patrz punkt
3.3), zeby tablice nie tracily na wartodci, jesli rachujacy moze uzywaé
arytmometru. Dla lepszego zrozumienia metod zamieszezam w tekdecie
kilka tablic funkeji — w tym w calodei ezynnikowe tablice logarytméw
dziesigtnyeh.'
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Metody tablicowania mozna podzielié na indywidualne, ktére wy-
zyskuja odrebne cechy tablicowanej funkeji (do takich metod nalezy
znana metoda faktoryzacji w tablicach logarytméw, o ktérej jeszcze bedzie
mowa), i ogdlne (na przyklad wykorzystanie interpolacji).

2. Nowe metody indywidualne. Oméwie tu dwa nowe typy tablic
logarytmicznych.

2.1. Pierwszy z nich stanowi nowg odmiane tablic czynnikowyeh
logarytméw. Zasada tych tablic opiera si¢ na fakioryzacji liczby logaryt-
mowanej, tj. na rozlozeniu jej na specjalnie dobrane czynniki, ktérych
logarytmy sg dane w tablicach. W udoskonalonych tablicach tego typu
(zob. np. [7]) oprécz logarytméw 255 liezb z przedziatu (1,10) znajdujg
si¢ logarytmy liczb postaci 1+107*m, 1+4+10"%n, 14+10~°n, gdzie m=
=0,1,...,99, n=0,1,...,999. Tablice takie przy wielkiej dokladnoseci
sg niezwykle krotkie (30 stronie), ale tez uzywanie ich ma sens tylko przy
korzystaniu z arytmometru. Dobierajagc inaczej czynniki osiggngtem
wprawdzie mniejsze skrécenie tablic, ale sg one za to prostsze w uzyciu.

Rozpatrzmy teraz siedmiocyfrowe tablice logarytméw dziesie-
tnyeh (patrz np. [6]) zawierajace logarytmy liczb catkowitych pigcio-
cyfrowych (i majace objetosé 180 stronic). Wszystkie liczby z przedziatu
<10%, 10°> mozna jednorazowym mnozeniem przez liczby

1 1 1
(1) ?’?""’?’2’3""’9
(i ewentualng zmiang polozenia przecinka) sprowadzié¢ do jakiego§ wez-
szego przedziatu {a,b), gdzie a i b 83 lieczbami naturalnymi. Po takim spro-
wadzeniu, majac dane logarytmy liczb naturalnych a@,a+1,...,0—1,b,
znajdujemy logarytm liczby otrzymanej w ten sposéb z liczby wyjsciowej,
stosujac zwykly interpolacje liniows. Poniewaz polozenie przecinka nie
jest istotne, wiec cigg (1) mozna zastapié przez ciag
10 10 10 10
?,?,o.o,?,3,?,4’5,--0’9-
Liczby a i b nalezy wybraé tak, zeby:
1° kazdg liczbe dalo si¢ w wyzej opisany sposéb sprowadzié do prze-
dzialu <(a,b),
2° przy znajdowaniu logarytmu liczby ze{a,b> mozna bylo z wy-
starczajaca dokladnoseia stosowaé interpolaeje liniows.

Z pierwszego warunku wynika, ze przedzialy
10 10

<a,b>,<?a,3 b>,...,<149 a,¥b>,<3a,3b>,<—1£ a,—132 bY,..- (9,90
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pokrywaja lacznie przedzial {@,10a). Warunek ten wymaga wiec spel-
nienia nieréwnoseci

10 10 10
b>—9—a, ?b>?a, cery 956> 10a,
tj. nieréwnodei
95> 10a, 8>9a, ..., 4b>35a,

ktére redukujg si¢ do ostatniej z mich. Oczywiscie przyjmujemy najko-
rzystniejsze b=>5a /4. Liczbe a wyznaczamy z zadania, aby objetosé tablic
byla najmniejsza.

Gléwng czedcig tablic sg tablice logarytmoéw liezb naturalnych z prze-
dzialu (a,5a/4) i tablice poprawek (P.p. — Partes proportionales). Po-
prawki te sg iloczynami przez 1,2,...,9 réznic miedzy kolejnymi tabli-
cowanymi wartosciami funkeji logn. Poniewaz log(n4-1)—logn~ M /n,
wiee réznice te zmieniaja si¢ od [10'M [a] do [10° M /(5a/4)]*) w jednostkach
gsiddmego miejsca po przecinku. Na jednej stronicy tablicujemy 500
wartodei funkeji logarytmicznej lub iloezyny 45 liczb przez 1,2,...,9.
Dlatego tablice zajmujg

soo =)+ (0] [ ]~

o | A( Mg M 7) 2 410" stroni
~ =107 — — ronic.
2000 45\ a Saf4 2000 = 225a
Objetosé tablic jest najmniejsza, gdy
1 —M 10'=0
2000 226a*

i dlatego mozna przyjaé
a=[10"y/8M 9 |=6213.

Dla uproszezenia bierzemy jednak 4=6800, b=5a/4=8500 (zmiana ta
ma nieznaczny wplyw na objetosé tablic). Xigeznie z pomocniczg tablicg
wskazujgeg kolejnosé dzialan, tablice majg 7 stronie, w tym 3 stronice
wkladki z tablicag poprawek. Tablice te podajemy na stronicach 235-238
(tabl. 2.1).

1) Symbol [¢] oznacza czesé calkowity liczby ¢, symbol M oznacza loge.



Nowe metody tablicowania funkeji

TABLICA 2.1
Tablica pomoenicza (klucz)

num->log

log—»num

Zakres
num

Dzialania

Zakres

B
;:
B

log

log

Dziatania

log

num

100
121
141
170
212
255
272
340
408
476
595
612
680
850
945
1000

el DL S LR GHALSS

+1549019,6
+2218487,5
+3010300,0
+3979400,1
+4771212,5
+-5228787,5
1-6020599,9
+6989700,0
+7781512,5
+8450980,4
+9030899,9

+-0457574,9
+0969100,1

Tablica logarytméw

+9542425,1

0

0,0847
0,1517
0,2305
0,3278
0,3554
0,4346
0,6319
0,6107
0,6777
0,7749
0,7870
0,8325089
0,9298785
0,9753

1

logn

-+ 8450980,4
+7781512,56
+6989700,0
+6020599,9
--5228787,6
+4771212,56
+-3979400,1
+3010300,0
+2218487,5
+1549019,6
+0969100,1

+9542425,1
+-9030899,9

+0457574,9

pol oexasbhtdRndl

235

» [~23
CO@\‘IGBOUF-OONH-'S cooosxcammww»ug s

g

3

0

2 3

4 5

6 7

8

9

4

83

83
84

25089
31471
37844
44207
50561
56906
63241
69567
75884
82192

88491
94780
01061
07332
13595
19848
26092
32328
38554
4772

50980

25728
32109
38430
44843
51196
57540
63874
70199
76516
82822

89120
95409
01688
07959
14220
20473
26716
32951
39176
45393

51601

26366 27006
32746 33384
39117 39754
45479 46114
51831 52465
58174 58807
64507 65140
70832 71463
77147 TI778
83453 84083

89750 90379
96037 96666
02316 02943
08586 09212
14846 15472
21098 21722
27340 27964
33574 34197
39798 40420
46014 46635

52221 52841

27643 28281
34021 34659
40390 41027
46750 47385
53100 53735
59441 60075
65773 66405
72095 72727
78409 79039

84713 85343

91008 91637
97284 97922
03571 04198
09838 10465
16097 16723
22347 22971
28588 29211
34819 35442
41042 41664
47256 47877

53461 54081

28919 29558
35206 35933
41663 42299
48021 48656
54369 55003
60708 61341
67038 67670
73359 73990
79670 80301
85973 86602

92266 92895
98550 99178
04825 05452
11091 11717
17348 17973
23596 24220
29835 30458
36065 36687
42286 42907
48498 49119

54701 55321

30195
36570
42935
49291
55638
61975
68303
74622
80931
87232

93523
99806
06079
12343
18598
24844
31081
37310
43529
49739

55941

30833
37207
43571
49926
56272
62608
68935
75253
81562
87861

94152
*(0433
06706
12969
19223
25468
31705
37932
44150
50360

56561

638
637
636
635
634
633
633
632
631
630

629
628
627
626
625
624
624
623
622
621

620

0

1

2 3

4 5
logn

6 7

8

9
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POPRAWKI
(do tablicy 2.1, str. 235)
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639

638

637

636

635

634

633

632

631

63,9
127,8
191,7
255,6
319,5
383.4
4473
511,2
575,1

630

63,8
127,6
191.4
255,2
319,0
382,8
446,6
510,4
574,2

629

63,7
127,4
191,1
254,8
318,6
382,2

445,9

509, 6
573,3

628

63,6
127,2
190,8
254.4
318,0
381,6
4452
508,8
572,4

627

63,56
127,0
190,56
254,0
317,56
381,0

508 0
571,6

626

63,4
126,8
190,2
253,6
317,0
380,4
443,8
507,2
570,6

625

63,3
126,6
189,9
253,2
316,5
379,8
4431
506,4
569,7

624

63,2
126,4
189,6
252,8
316,0
379,2
4424
505,6
568,8

623

63,1
126,2
189,3
252,4
315,56
378,6
4417
504 8
567,9

622

© 00 ~T S TN ) 1O

63,0
126,0
189,0
252,0
315,0
378,0
441,0
504,0
567,0

621

62,9
125,8
188,7
251.6
314,5
377.4
440,3
503,2
566,1

620 -

62,8
125,6
188,4
251,2
314,0
376,8
339,6
502,4
565,2

619

62,7
125,4
188,1
250,8
313,6
376,2
438,9
501,6
564,3

618

62,6
125,2
187,8
250,4
313,0
375,6
438,2
500,8
563,4

617

62,5
125,0
187,56
250,0
312,6
375,0
437,6
500,0
562,56

616

62,4
1248
187,2
249.6
312,0
374,4
436.8
499,2
561,6

615

62,3
124,6
186,9
249,2
311,6
373,8
436,1
498,4
560,7

614

62,2
124.4
186,6
2488
311,0
373,2
435,4
497,6
559,8

613

62,1
124,2
186,3
248,4
310,5

.372,6

434,7
496,8
558,9

612

62,0
124,0
186,0
248,0
310,0
372,0
434,0
496,0
558,0

611

61,9
123,8
185,7
247,6
309,56
371,4
433,3
495,2
557,1

610

61.8
123,86
185,4
247,2
309,0
370,8
432,6
4044
556,2

609

61,7
1234
185,1
246,8
308.5
370,2
431,9
493,6
555,3

608

61,6
123,2
184,8
246,4
308,0

-369,6

431.2
492,8
554,4

607

61,6
123,0
184,56
246,0
30'7 5
369,0
430,5
492.0
553,56

606

61,4
122,8
184,2
245.6
307,0
368,4
429 8
491.2
552,6

605

61,3
122,6
183,9
245 2
3065
367,8
429.1
490,4
561,7

604

61,2
122,4
183.6
244,8
306,0
367,2
428,4
489,6
550,8

603

61,1
122,2
183,3
244 4
305,5
366,6
4277
488,8
549,9

602

61,0
122,0
183,0
2440
305,0
366,0
427,0
488,0
549,0

601

60,9
121,8
182 7
243,6
304 5
365,4
4263
487,2
548,1

600

60,8
121,6
182,4
243,2
304,0
364,8
425,6
486,4
547,2

599

60,7
1214
182,1
242,8
303,56
364,2
424,9
485,6
546,3

598

60,6
121,2
181,8
2424
303,0
363,06
4242
484,8
545,4

597

60,5
121,0
181,56
242,0
302,56
363,0
423,5
484,0
544,5

596

60,4
120,8
181,2
241,6
302,0
362,4
4228
483,2
543,6

595

W =T U OB

60,3
120,6
180,9
241,2
301,5
361,8
422,1
4824
542,7

60,2
120,4
180,6
240,8
301,0
361,2
421,4
481,6

541,8

60,1
120,2
180,3
240,4
300,5
360,6
420,7
480,8
540,9

60,0
120,0
180,0
240,0
300,0
360,0
420,0
480,0
540,0

59,9
119,8
179,7
239,6
299,5
359,4
419,3
479,2
539,1

59,8
119,6
179.4
239,2
299,0
358,8
418,6
478,4
538,2

59,7
119,4
179,1
238,8
298,56
358,2
417,9
477,6
537,3

59,6
119,2
178,8
238,4
298,0
357,6
417,2
476,8
536,4

59,6
119,0
178,6
238,0
207,5
357,0
416,5
476,0
535,6

=T O N =T TP W = WO ~I T GO =

PTG O



© 00 =T O WY LRI TN LR NN N LY N © 00 =T OB WD et

OO0 -TO BN

594

593

592

591

590

589

588

587

586

59,4
118,8
178,2
237,6
297,0
356,4
415,8
475,2
534,6

685

59,3
118,6
177,9
237,2
296,56
355,8

415,1

474,4
533,7

584

59,2
118,4
177,6
236,8
296,0
365,2
4144
473,68
532,8

583

59,1
118,2
177,3
236,4
295,5
354.6
413,7
4728
531,9

582

59,0
118,0
177,0
236,0
295,0
354,0
413,0
472,0
531,0

581

58,9
117,8
176,7
235,6
204,56
353,4
412,3
471,2
530,1

580

58,8
117,6
176,4
235,2
294,0
352,8
411,6
4704
529,2

579

58,7
1174
176,1
234,8
293,5
352,2
410,9
469,6
528,3

578

58,6
117,2
175,8
234,4
293,0
351,6
410,2
468,8
527,4

- 877

58,56
117,0
175,6
234,0
292,5
351,0
409,5
468 0
526,6

576

58,4
116,8
175,2
233,6
292,0
350,4
408,8
467,2
525,6

576

58,3
116,6
174,9
233,2
291,56
349,8
408,1
466,4
524,7

574

58,2
116,4
174,6
232,8
291,0
349,2
407,4
465,6
523,8

573

58,1
116,2
174,3
232,4
290,5
348,6
406,7
464,8
522,9

572

58,0
116,0
174,0
232,0
290,0
348,0
406,0

'464,0

522,0

571

57,9
115,8
173,7
231,6
289,5
3474
405,3
463.2
521,1

670

57,8
115,6
173,4
231,2
289,0
346,8
404,6
462,4
520,2

569

57,7
115,4
173,1
230,8
288,5
346,2
403,9
461,6

-5193

568

57,6
115,2
172,8
230,4
288,0
345,6
403,2
460 8
5184

567

57,6
115,0
172,56
230,0
287,6
345,0
402,56
460,0
517,56

566

57,4
114,8
172,2
229,6
287,0
344,4
401,8
459,2
516,6

565

57,3
114,6
171,9
229,2
286,5
343,8
401,1
458,4
515,7

564

57,2
1144
171,6
2288
286,0
343,2
400,4
457,6
514,8

563

57,1
114,2
171,3
298.4
285,5
342,6
399,7
456,8
513,9

562

57,0
114,0
171,0
228,0
285,0
342,0
399,0
456,0
513,0

561

56,9
113,8
170,7
227,6
284,5
341,4
398,3
455,2
512,1

560

56,8
113,6
170,4
227,2
284,0
340,8
397,6
454,4
511,2

559

56,7
113,4
170,1
226,8
283,56
340,2
396,9
453,6
510,3

558

56,6
113,2
169,8
226,4
283,0
339,6
396,2
452,8
509,4

557

56,6
113,0
169,5
226,0
282,56
339,0
395,56
452,0
508,6

556

56,4
112,8
169,2
225,6
282,0
338,4
394,8
451,2
507,6

556

56,3
1126
168,9
225,2
281,5
337,8
394,1
450,4
506,7

564

56,2
112,4
168,6
224,8
281,0
337,2
393,4
449,6
505,8

5563

56,1
112,2
168,3
2244
280,5
336,6
392,7
4488
504,9

552

56,0
112,0
168,0
224,0
280,0
336,0
392,0
448,0
504,0

551

55,9
111,8
167,7
223,6
279,5
335,4
391,3
447,2
503,1

550

55,8
111,86
167,4
223,2
279,0
334,8
390,6
4464
502,2

55,7
1114
167,1
2228
278,56
334,2
389,9
45,6
501,3

55,6
111,2
166,8
222,4
278,0
333,6
389,2
4448
500,4

55,6
111,0
166,56
222,0
277,56
333,0
388,56

499, 5

55,4
110,8
166,2
221,6
2717,0
332,4
387,8
443,2
498,6

55,3
110,6
165,9
221,2
276,56
331,8
387,1
4424
497,7

55,2
110,4
165,6
220,8
276,0
331,2
386,4
441,6
496,8

55,1
110,2
165,3
220,4
275,56
330,6
385,7
440,8
495,9

55,0
110,0
165,0
220,0
2756,0
330,0
385,0

495 ;0
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549

548

547

546

545

544

543

542

54,9
109,8
164,7
219,6
274,56
329,4
384,3
439,2
494,1

541

54,8
109,6
164,4
219,2
274,0
328,8
383,6
438,4
493,2

540

54,7
109,4
164,1
218.8
273,5
398,2
382,9
437.6
492,3

539

54,6
109.2
163,8
218,4
327,0
327.6
382,2
436,8
491,4

538

54,6
109,0
163,5
218,0
272,56
327,0
381,56
436,0
490,5

537

54,4
108,8

163,2

217,6
272,0
326,4
380,8
435,2
489,6

536

54,3
108,6
162,9
217,2
271,5
325,8
380,1
4344
4887

535

54,2
108,4
162,6
216,8
271,0
325,2
379,4
433,6
487,8

534

54,1
108,2
162,3
216,4
270,56
324,6
378,7
432,8
486,9

533

54,0
108,0
162,0
216,0
270,0
324,0
378,0
432,0
486,0

532

53,9
107,8
161,7
215,6
269,5
323,4
377,3
431,2
485,1

531

53,8
107,6
161,4
215,2
269,0
322,8
376,6
430,4
484,2

530

53,7
107,4
161,1
214,8
268,5
3222
375,9
429.6
483,3

529

53,6
107,2
160,8
2144
268,0
321,6
375,2
428,8
482,4

528

53,5
107,0
160,5
214,0
267,5
321,0
374,5
428,0
481,5

527

53,4
106,8
160,2
213,6
267,0
320,4
373,8
427,2
480,6

526

53,3
106,6
159,9
213,2
266,6
319,8
373,1
426,4
479,7

526

53,2
106,4
159,6
212,8
266,0
319,2
372,4
425,6
478,8

524

53,1
106,2
159,3
212,4
265,5
318,6
371,7
424,8
4771,9

523

53,0
106,0
159,0
212,0
265,0
318,0
371,0
424,0
471,0

522

52,9
105,8
158,7
211,6
264,5
317,4
370,3
423,2
476,1

521

52,8
105,6
158,4
211,2
264,0
316,8
369.6
4224
475,2

520

52,7
106,4
158,1
210,8
263,5
316,2
368,9
421,6
474,3

519

52,6
105,2
157,8
210,4
263,0
315,86
368,2
420,8
473.4

518

52,5
105,0
157,5
210,0
262,5
315,0
367,56
420,0
472,56

517

52,4
104,8
157,2
209,6
262,0
314,4
366,8
419,2
471,6

516

52,3
104,6
156,9
209,2
261,56
313,8
366,1
418.4
470,7

515

52,2
104,4
156,6
208,8
261,0
313,2
365,4
417,6
469,8

514

52,1
104,2
156,3
208,4
260,5
312,6
364,7
416,8
468.9

513

52,0
104,0
156,0
208,0
260,0
312,0
364,0
416,0
468.,0

512

51,9
103,8
155,7
207,6
259,5
311,4
363,3
415,2
467,1

511

51,8
103,6
1554
207,2
259,0
310,8
362,6
4144
466,2

510

51,7
103,4
165,1
206,8
258,56
310,2
361,9
413,6
466,3

51,6
103,2
154,8
206,4
258,0
309,68
361,2
412,8
464,4

51,5
103,0
154,5
206,0
257,5
309,0
360,56
412,0
463,5

51,4
102,8
154,2
205,6
257,0
308,4
159,8
411,2
462,6

51,3
102,6
153,9
205,2
256,5
307,8
359,1
410,4
461,7

51,2
102,4
153,6
204,8
256,0
307,2
358,4
409,6
460,8

61,1
102,2
153,3
204,4
255,5
306,6
357,7
408,8
459,9

51,0
102,0
153,0
204,0
255,0
306,0
357,0
408,0
459,0
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Obecnie wyjasnie, w jaki sposéb uzywa si¢ tych tablic. Pierwsza
tablica jest kluczem do calodci. Jest ona podzielona na dwie czefei,
odpowiadajace obliczaniu logarytmu (num--log) i antylogarytmu (log—
->num),

Przy obliczaniu logarytmu szukamy w pierwszej kolumnie liczb,
miedzy ktérymi miesei si¢ liczba utworzona z 3 poczatkowych cyfr zna-
czgeych liczby logarytmowanej. Stosownie do tego w wierszu umieszczo-
nym miedzy znalezionymi liezbami pierwszej kolumny jest wskazane,
jakie dzialanie nalezy wykonaé na liczbie (kolumna ,,Dzialania —
num”) i na logarytmie wyniku (kolumna ,Dzialania — log”). W tej
ostatniej kolumnie liczby sg wyrazone w jednostkach siédmego miejsca
po przecinku. Jedli liczba logarytmowana wystepuje — z dokladnodcig
do polozenia przecinka — w pierwszej kolumnie tablicy, to mozemy
posthugiwaé sie obydwoma wierszami sgsiadujacymi z tg liezbg. Na przy-
klad liczbe 272, ktérej logarytm chcemy obliczyé, mozna najpierw mno-
zyé przez 3 lub dzielié przez 4. A wiec: liczbe logarytmowang dzielimy
lub mnozymy przez jedng z liczb jednocyfrowych wedlug wskazan drugiej
kolumny klucza. W ezasie dzielenia lub mnozenia liczby logarytmowanej
nie warto zwraca¢ uwagi na polozenie przecinka, poniewaz ceche "loga-
rytmu ustala si¢ w zwykly sposéb po wykonaniu wszystkich potrzebnych
dzialani. Analogiczna uwaga odnosi si¢ do obliczania antylogarytmu.
Nastepnie znajdujemy logarytm ilorazu lub iloezynu obliczonego przed-
tem i dodajemy do niego liczbe wedlug wskazan trzeciej kolumny kluecza.
Obliczanie logarytmu z podstawowej tablicy zawierajgecej mantysy loga-
rytméw liczb 6800, 6801,...,8509 nie wymaga objasnien, poniewaz jest
takie samo, jak przy korzystaniu ze zwyklych tablic. W kolumnie z na-
gléwkiem A znajdujg sie réznice miedzy kolejnymi wartodéciami funkeji
logarytmicznej z odpowiedniego wiersza.

Przyklad 2.1.1. Obliczyé log4,813979.

(476<<481<595) 4813979:7 - 6877113

log 6877 8373990 (poprawka 632)
63,2

632-0,113 6,3
1,9

z klucza 8450980,4

log4,813979 ~ 0,6825042.

Ten sam wynik otrzymaliby$émy za pomocy zwyklych tablic loga-
rytmicznych.

Druga czeéé klueza (,,log—>num”) odpowiada obliczaniu antyloga-
rytmu. Majac dang mantyse szukamy w kolumnie ,,Zakres log” przedzialu,
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w ktérym sie ona miesci, a znalazlszy go, dodajemy do mantysy liczbe
z kolumny ,,Dziatania — log” i z odpowiedniego wiersza. W ten sposéb
otrzymujemy liczbe, ktérej antylogarytm mozna obliczyé za pomocg
tablicy podstawowej. Obliczony za§ mnozymy lub dzielimy przez liczbe
jednocyfrowgy (zgodnie ze wskazaniem ostatniej kolumny i odpowiedniego
wiersza) otrzymujge szukany antylogarytm.

Przyklad 2.1.2. Obliczyé Nlog 3,5471814 (antylogarytm 3,5471814).

(0,5319<0,5471<0,6107) 5471814
z klueza 3010300
8482114
log7050 8481891 (poprawka 616)

223

0,3 184,8

38,2

6161 906 _37:0

0,002 1,2

7050362:2->3525,181 ~Nlog 3,56471814.

Pozostaje rozpatrzyé blad popelniany przy korzystaniu z tablic.
Przyjmujgc zamiast log(m+h) gdzie 0<Ch<<1, wartodé otrzymang z ta-
blic popelniamy blad nie. qukszy niz

M
0,5-1077 12-10-
y +8 6300° < 0,5 07

Pierwszy skladnik bledu wynika stad, ze tablice s3 siedmiocyfrowe, drugi
pochodzi ze stosowania interpolacji liniowej:

h—n? M
0 log(m—+ h)—logm— h(log(m+1)— logm)< M o <8m2'

Przy obliczaniu logarytmu liczby n korzystamy ze wzoru
logn=1log(n/z)+ logx,

gdzie x jest jedny z liezb 1/9,1/8,...,1/2,2,...,8,9. Dlatego do 0,512-10~7
mnalezy dodaé jeszeze blad zaokrgglenia logxr wynoszagcy najwyzej
0,472-107% (bo log3a:(47712125-40,472)10%) a drednio 0,163-107%. Lg-
cznie blad nie przekracza 0,56-10~". Podobnie mozna rozpatrzyé bilgd
przy obliczaniu antylogarytmu.

Dodam jeszcze, ze przy ukladaniu klucza korzystalem z tego, ze
przedzialy '

10 10
50

{a,b>, < ..., {8a,8b>,(9a,9b>
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czeciowo zachodzg na siebie, to znaczy, ze dla niektérych liczb mozna
wybra¢ wykonywane na nich dzialanie. Kierowalem si¢ tym, zeby blad
spowodowany zaokrgglaniem logarytméw liezb 1/9,1/8,...,1/2,2,3,...
...,9 byl najmniejszy. Tak na przyklad liczbe 114 mozna sprowadzié
do przedziatu (680,850> mnozeniem przez 6 lub przez 7. Wybieramy te
drugy liczbe, bo log7 rézni sig od swej tablicowanej wartodci nie wiecej
niz o 0,001-107%, a log6 o 0,038-107%,

2.2. Druga metoda — w zasadzie ogélna — daje najlepsze wyniki
przy ukladaniu tablic logarytmicznych. Polega ona na dobraniu do tabli-
cowanej funkeji ecigglej () (I, <t<t,) funkeji a(a) i x(h) tak, by wyra-
zenie
(2) max |o(a-+hk)—(w(a)+a(a)y (b))

h<a<ty—k
o<h<1

(gdzie a jest argumentem, dla ktérego x(f) tablicujemy, k¥ — krokiem
tablic) bylo najmniejsze ze wzgledu na wszystkie mozliwe pary funkeji
a(a), x(h). Innymi slowy, chodzi o przyblizanie funkeji dwoch zmiennych
E(a,h) (postaci x(a+hk)—xz(a)) przez iloczyn funkeji pojedynczych
zmiennych, O ile mi wiadomo, zagadnienie to nie jest jeszcze opracowane
ogdlnie?). Widaé, ze jezeli x(t) jest rézniczkowalna w sposob ciggly w prze-
dziale {t,,t,>, to pierwszymi przyblizeniami szukanych funkecji mogg byé
funkeje «o,(a)=2'(a), xo(h)=Kkh. Nastepne przyblizenia — w kazdym
razie nie gorsze od poprzednich — mozna znajdowaé za pomocg procesu
iteracyjnego, okre§lonego w nastepujacy sposéb:

Niech beda dane m-te przyblizenia szukanych funkeji a,,(a) i y, (k)
Zatozmy

Ay (a,a0) =max|E(a,h) — o aun(a)fa(h).
och<l
Funkcje o*(a) okre§lamy z warunku
A, la,0"(a)) =min4,,(a,a)
i zakladamy ‘
U 41(@) = a* (8) ap (@).

Funkeje y,,.,(h) konstruujemy podobnie, tworzge funkeje

Hy(hyg) = max [£(a,h) — g duni1(a) tm(h),

h<aste-k : ’

okreflajge funkeje y* (k) z warunku.
Hm(hyl*(h))=;lninﬂm(hyx)
A

3) Analogiczne zagadnienie z zast@piéxfiem iloczynu przez sume mozna znalezé
w pracy [2]. o

Zastosowania Matematyki 1T 16
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i zakladajac
X1 (B) = 2% (B) 2 (R).

To, ze funkeja a,,1(@)xm,1(h) przybliza jednostajnie &(a,h) nie gorzej
niz funkeja a,, (@)1, (k), jest oczywiste. Jesli uda sie znaleZé takie funkeje
a(a) i x(h), by dla nich liczba (2) byla dostatecznie mala do celéw ta-
blicowania funkeji 2(t), to podstawy tablic bedzie przyblizony wzér

(3) w(a + hk) ~ z(a) + a(a)z(h),

z ktérego obliczamy z(a-hk). Réwnosé (3) mozna przy a(a)>0i x(kh)>0
napisaé w postaci '

x(a + hk)~ x(a) + Nlog (loga(a) + log(k)),
a przy dowolnych a(a) i y(h) W postaci
x(a + hk) ~z(a) + ¢ Nlog (log|a(a)| 4 log|x(R)]),

gdzie £=1. Ta sztuczna na pierwszy rzut oka postaé wzoru (3) pozwala
unikngé mnozenia niewygodnego przy recznych rachunkach. Nie bede
siec wdawal w blizszg analize powyzszego wzoru; stwierdze¢ tylko, ze
oprécz tablic funkeji x(a), logla(a)l, log|x (k)] 83 potrzebne dodatkowo
tablice antylogarytméw, na przyklad pi¢ciocyfrowych. Nie jest to istotne,
jedli tablicuje sie wiele funkeji.

Jak juz wspomnialem, metoda ta daje najlepsze rezultaty przy
ukladaniu tablic logarytméw. Rozpatrzmy teraz ponownie siedmio-
cyfrowe tablice logarytméw dziesietnych. Niech n bedzie liczba catkowita
z przedzialu (10%,10%), he{0,1). Nalezy przedstawié¢ log(n 4+ h)—
—logn=log(1+hk/n) w przyblizeniu w formie iloczynu funkecji zmien-
nych » i h. Poniewaz logi=M In?{ (przypominam, ze symbol log oznacza
logarytm dziesietny, In logarytm naturalny, M =loge), wiec dla wygody
bedziemy szukali takich funkeji »(n) i y(h), zeby z wystarezajaca doklad-
nofcig

In(1 4+ hfn)~v(n)x(h).
Zgodnie z wzorem
In (1 h)_ h h "
T =% e T
przyjmijmy yo(h)=h, v,(n)=1/n. Rozwazamy funkcje
h h
No(n,w)=max In|1+4+ —]) —»—|.
0<<h1 n n

Jak latwo sprawdzié, funkeja In(1+4+h/n)—vh/n ma ekstremum lokalne
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ze wrzgledu na h w punkcie h=(1—»)n/y; wynosi ono r—1—Iny>0,

wobec czego
v

)

o)

Ny(n,v) = max (v —1—1Iny,

Badanie przebiegu tej funkeji wykazuje, ze szukana funkcja »*(n) spel-
niajgca warunek

Ny(n,»" (n)) = min No(n,»)
jest najmniejszym pierwiastkiem réwnania
v 1
—1 -t =" 147,
n n
czyli réwnania
1 1
(1——)v—lnv=1—ln<1—|— ——)
n » n

‘W przyblizeniu mamy

v (n)~1— Vo1 ,
n
wiec przyjmujemy
1 2—-1
vl (’n/) = ; —_— ‘/ n2 .

Szukanie funkeji y, (k) i dalszych przyblizen tg metodg byloby klopotliwe
i dlatego zastosujemy inng metode. Niech

x(h) = ph* + (r + 1)k,
gdzie p, r 83 stale i

h
o(n,h) = ln(l + 7) — n(n)y(h) =

R

h? w 1 Ve—1\, .,
2n? + 3(n+9h)} n (1 n )(p +r+ ) .
__PF-@/2-2p 1 V2—1\ _, w
= | e o R R T
(0<d<1).

16*
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Wielomian w,(h)=h*—(2)/ 5—2)h najlepiej jednostajnie przybliza zero
w przedziale <(0,1> wsréd wielomianéw postaci h*-ah ®). Dlatego, z by
8(n,h) uezynié mozliwie malym, zalézmy r= —(2)/2—2)p. Wtedy

wy(h) p ]/—2—1 5 .
(1_ n )w2(h)+3(n+ﬁh)3_

O(m,h)=— 2n? n

V2—-1 5

P 1

Liczbg p dobieramy tak, zeby max |p/n+1/2n% bylo jak najmniejsze.

n6¢104,10%)
Dlatego p ma spelniaé réwnanie
P _ 1

2= 210 T 10
skad p=(1—V 5)10‘3. Przy takim p i przy 10° <n < 10* mamy

P icts_oy3)10-0
l7+2n2<2(3 2)/ 2) 10-°,

Poniewas max jw,(h)| = 3— 2)/2, wiee
he(0,1>

[0(n,h)|<
|w2(h)|—(3 21/ 2)107° - o, () | (V2 — 1)105()/ 2 — 1)10—° + —;

3

3- 109\

1 — — 10-3
<10°° (3(17 —12y/2) + (17 —12y/2)107° + 3 )<
<1,509-10"%,
stad za$, przy poprzednio okreglonych p i 7,
M|5(n,h)] = [log(1 + k/n) — Mwy(n) »*(n) x(h)|<0,656-10°.’

Dlatego z dokladnoscia wystarczajagcg do konstrukeji tablic siedmio-
cyfrowych mamy

log(n + k) ~
~logn + % (1 - 1/2n—1 ) M(h— (V2 — 110K — 2¥/2 — 2)h).-

3) Latwo wykazaé to bezpedrednio, ale wynika to takie z ogdlnej teorii przy-
blizania z wezlami. Patrz [5].
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Oznaczmy

vioi)

N(n)= ——log(l—

H(h)= logM(h — (V2 —1)107%K — (22 — 2)h)).
Stad
(4) log(n + h) ~ logn 4 Nlog(— N (n) — logn + H(h)).
Dla celéw, ktére wyjasnie za chwile, napiszemy wzér (4) w postaci
(5) log(n + h)~logn + 10~°-Nlog (H (k) — (logn — 3) — N (n)),

gdzie H(h) = H(h) + 5.

Siedmiocyfrowe tablice logarytmoéw dziesigtnych oparte na wzorze
(B) zawieraja:

1° siedmiocyfrowe tablice mantys logarytméw liezb 10%(1)10* %),
tj. tablice funkeji logn—3,

2° tablice funkeji N (n) podajace 6 cyfr po przecinkun tej funkcji dla
liezb 10%(10)10* (0 < N (n) <180-1079),

3° szedciocyfrowe tablice funkcji H (k) dla h: 0(0,001)1.

Tablice majg 20 stronic. Wyjasnimy teraz metode korzystania
z nich. Istotng rolg¢ odgrywa fakt, ze réznica log(n-+h)—logn ma najwyzej
4 cyfry znaczgce. Dlatego do znalezienia Nlog(—N (n)—logn-+H (b))
wystarcza podstawowe tablice logarytméw liezb czterocyfrowych. Prze-
ksztalcilem wzér (4) do jego ostatecznej postaci (5) po to, by czes$é cal-
kowita sumy H(h)—(logn—3)—N(n) wskazywata od razu iloé¢ cyfr
znaczgeyech poprawki log(1-+h/n). Fragment tablie przedstawia sie na-
stepujaco:

log » 107x
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 XN

180 | 25 52725 55137 57548 59957 62365 64772 67177 69582 71984 74386 | 1000
76786 79185 81582 83978 86373 88766 91158 93549 95939 98327 990
26 00714 03099 05484 07867 10248 12629 15008 17385 19762 22137| 990
24511 26883 29255 31625 33993 36361 38727 41092 43455 45817| 980
48178 50538 52896 55253 57609 59964 62317 64669 67020 69369 980
71717 74064 76410 78754 81097 83439 85780 88119 90457 92794 970
95129 97464 99797 *02120 *04459 *06788 *09116 *11443 *13769 *16093 [ 960
27 18416 20738 23058 25378 27696 30013 32328 34643 36956 39268 960
41578 43888 46196 48503 50809 53114 55417 57719 60020 62320 950
64618 66915 69211 71506 73800 76092 78383 80673 82062 85250| 950

WW-ITO O WD

¢) Symbol a(k)b oznacza, ze funkcje tablicujemy dla argumentéw a,a+k,
a+2k,...,b—k,b.
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H(h)
0 1 2 3 4 5 6 r~—§~~--4§r—4 9

=

A 4,4 82905 83525 84144 84762 85379 85996 86611 87226 87839 88452
89064 89675 90285 90895 91503 92111 92718 93324 93929 94533

95136 95739 96341 96942 97542 98141 987398 99337 99934 *00530
4,5 01125 01719 02313 02905 03497 04088 04679 05268 05857 06445
07032 07618 08204 08788 09372 09956 10538 11120 11700 12280
12860 13438 14016 14593 15169 15744 16319 16893 17466 18039
18610 19181 19751 20321 20889 21457 22024 22591 23156 - 23721
24286 24849 25412 25974 26535 27096 27655 28215 28773 29331
20888 30444 30999 31554 32108 32662 33214 33766 34318 34868
35418 35968 36516 37064 37611 38157 38703 39248 39793 40336

&
-3

DLOIDHUM W

W tablicach z nagléwkiem ,,logn” tablicujemy mantysy siedmiocyfrowe.
W kolumnie ,,10"N(n)” jest dane 10°N(m), tj. N(n) w jednostkach
sibdmego miejsca po przecinku, jednak z dokladnoscig do pigciu jednostek
ostatniego miejsca. Zrobiono tak dlatego, ze wigksza dokladno$é jest
nam tutaj niepotrzebna, a podanie N (n) z szedciu cyframi po przecinku
mogloby latwo wywolaé bledy przy dodawaniu szedciocyfrowej wartosei
funkeji N(n) do siedmiocyfrowej mantysy. W wyniku tego dodawania
(patrz przyklady 2.2.1 i 2.2.2) si6bdmg cyfre kasujemy jako niepotrzebng.

A oto przyklady postugiwania sie tablicami. Liczby w nawiasach
kwadratowych oznaczajy kolejno$¢ zapisywania i obliczania skladnikéw;
liczby oznaczone gwiazdks wzigto z tablic.

Przyklad 2.2.1. Obliczyé log1,864786.

[71 0,2706290 [1*]+ [6"]~10g1,864786

[6*] 1831 Nlog[5]

"] 2704459 log1,864

]+ 960 N (1864)

31 270542  [1°]+[2°]

[4*1 4,633214  H(0,786)

(5] 4,262672  [4']1—[3]

Przyklad 2.2.2. Obliczyé Nlog0,2588219.

4] 1846 [1]1—[2"]

1] _ 2588219 dane

[2*] 2586373 log1,814

31 + 990 N (1814)

[5%] 266232 log[4]

[6] 4,624968  [2°]+[3"]+[5"], ezedé catkowita réwna ilodci
cyfr [4]

Wynik: Nlog0,2588219~1,814771 (H~'(4,524968)~0,771).
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Po nabraniu pewnej wprawy i przyzwyczajeniu si¢ do ustalonego
schematu obliczeri poslugiwanie si¢ tablicami staje si¢ zupelnie latwe.
A oto kilka konhcowych uwag o omawianych tablicach.

A. Jak pokazalem na przykladach, obliczanie logarytmu i anty-
logarytmu wymaga 3 sumowan i 3 odezytan (logn i N (n) sg umieszezone
w jednym wierszu). Zwykle tablice logarytmiczne wymagaly 2 sumowan
i 2 odezytan (logarytmu i poprawki). Nie ulega wiec watpliwosei, Ze
dawne tablice sg prostsze w uzyciu. Ale tez sg one 9 razy obszerniejsze,
bo omawiane przeze mnie tablice liczg 20 stronic. Mniejsza za$ objetosé
tablic skraca czas potrzebny do odszukania wartodci funkeji. Dlatego
nowy typ tablic logarytmicznych mozna uznaé za pozyteczny.

B. 'W moich tablicach i w tablicach dawniej uzywanych wyniki s
obarczone bledami wywolanymi zaokraglaniem liczb i przyjeeiem pe-
wnych przyblizonych zalozen. W tablicach 2.2 opartych na wzorze (5)
blad powstaje z nastepujacych powodéw:

1° Wzér (5) jest tylko przyblizony. Na str. 244 pokazaliémy, ze
réznica miedzy rzeczywista wartoscig logarytmu a prawg strong wzoru
() nie przewyzsza 0,0656-10-".

2° W tablicach znajdujemy nie wartoci dokladne logarytmu, ale
ich przyblizenia z bledem nie przekraczajaeym 0,5-1077. '

3" W tablicach znajdujemy szedciocyfrowe wartosci funkeji H(h),
logn—3 i N(n). Wobec tego wyrazenie H (h)—(logn—3)—N(n) moze
byé obarczone bledem 1,5:107%. Blad ten przenosi si¢ na

Nlog (H (h)— (logn— 3)— N (n)).
To ostatnie wyrazenie, r6wne z wystarczajgacg przy ocenie bledu dok-
ladnodciag log(n-+h)—logn, moze wynosié najwyzej
log(n+41) —logn <log(1+1/10%) < 0,0004343.
Dlatego Nlog (H (h)—(logn—3)—N (n)) obliczamy z bledem nie wig-
kszym niz
(Nlog(1,5- 10~°)—1)0,0004343 < 0,0151- 10~".
Wobec tego stwierdzamy, ze z tablic 2.2 obliczamy logarytmy z bl¢dem
nie przekraczajacym
(0,0656 + 0,5 + 0,0151)10~ "< 0,581-10"".
3. Nowe metody ogélne. Podam teraz kilka metod ogélnych zaczy-
najac od najprostszej.

3.1. Wezmy pod uwage tablice jakiej§ funkeji »(?) zaiw%eraja,ce jej
wartodei dla a(k)b i takie, ze stosowanie interpolacji liniowej jest w nich
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dopuszczalne. Przyjmijmy, Ze kroku k nie mozbha juz znaecznie powiek-
szyé bez odrzucenia interpolacji liniowej. Niech na przykilad funkcjg
x(t) bedzie sint dla 0°(10"')90° (wige £=10""). Zwréémy uwage na fragment
tablicy zawierajacej siedmiocyfrowe wartodci siné{ i pierwsze roéznice
w jednostkach siédmego miejsca po przecinku:

gina

60=107(Sin(a+k) —gsin a)
sin(a-+ k)

61=107(sin(a +2k)—sin(a+k))
gin(a+5k)

s =107(sina+6k) — sin(a+- 5k))
sin(a-6k)

(¢ jest katem wyrazajagcym si¢ catkowity liczbg minut). W zwyklych
tablicach wartosci sin{a-+(m-+h)k), gdzie 0<<h<1, oblicza si¢ z przy-
blizonego wzoru interpolacyjnego
sin(a+ (m+h) k)~ sin(a -+ mk)+ 16,,10~7 (m=0,1,...,5).
Poniewaz
sin(a+ mk)=sina4 (8,+...+ 6,_,)10~7,
wiec
sinf{a+ (m+h) k)~ sina+ (§g+...+ 6,,_1)107"+ A8, 107"

Najwiekszg czedcig poprawki, ktéry dodajemy do sina, jest, w jednostkach
si6dmego miejsca po przecinku,

Gt oo+ 0p1= 107(sin(a + mk) — sina).

Poprawke te podzielimy na dwie czedci. Poniewaz

sin(a + mk) — sina ~ — (sin(a + 6k) — sina),

>| 8

wiee
Bobet 8y g %a, gdzie 6 =10(sin(a + 6k)— sina).

Liczba md/6 nie jest jednak calkowita, choé é,,...,d; sg calkowite. Dla-
tego przyjmujemy jeszcze

(6) 4 =12[8/12],
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tak ze A<6<A+12 i A[6 jest liczby catkowita. Utwérzmy wyrazenia
(7) i — 0 dla m=0,

™ | 8t F Oy —mA[6 dla m=1,2,...,6.

Przy tyeh oznaczeniach mamy
. . m —7 1 -1
sin{a + (m -+ h)k) ~ sina + EA +d,)10°"4+n dm+l—dm+€ A}1077
‘Wzér
a4
sin(a + (m + h) k)~ sina + (m + h)? 107"+ 4,107 "+ k(dyy — d,) 1077

jest podstawa tablic. Kat o wyraza si¢ catkowity liczbg minut, krok
tablic k=10", m=0,1,...,5, 0<<h<1, liczby 4 i d, s3 okre§lone wzo-
rami (6) i (7). Wybér liczby 12 we wzorze (6) nie jest przypadkowy,
lecz wynika z warunkéw natury praktyeznej. Poza wspomniang podziel-
noscig przez 6 chcemy jeszcze, zeby poprawki d,,d,,...,d, byly jedno-
cyfrowe (bedzie tak przy A4=6([6/6] i 4=12[6/12]) oraz zeby objetosé
pomocniczej tablicy poprawek zawierajacej iloczyny mA/6 byla mala.
Ten ostatni wzglad decyduje o wybraniu liczby 12.

Na zamieszezonym fragmencie tablie funkeji sint (tablica 3.1) obja-
§nie prosty sposéb uzywania tyech tablic.

Tablica 3.1 zawiera wartodci funkeji sinus dla katéw 47°(1)48° —
zarazem wartosci funkeji cosinus dla kgtéw 42°(17)43° — i wielkodei
pomocnicze.

Funkeji sinus odpowiada gérny nagléwek i lewa kolumna minut,
funkeji cosinus — dolny nagléwek i prawa kolumna minut. Metode ko-
rzystania z tablic oméwimy dla funkeji sinus. Jednej minucie odpowiadaj2
dwa wiersze tablicy wydzielone kreskami poziomymi, umieszczonymi
Po jej lewej stronie. W pierwszym wierszu jest podana ilo§é minut i od-
powiednia warto§é funkeji sinus. W drugim (pod cyframi nagléwka
123 45) mieszczg sie liezby d,,d,,d;,d,,ds oraz (pod literg 4) litera
zastepujgca A, ktéra zarazem jest nagléwkiem odpowiedniej czesei ta-
blicy P.p. podajacej wielokrotnodci liczby A/6 przez 1,2,...,9. Liczby
wystepujace w tablicy w miejscach odpowiadajgeych tlustym liniom
nagléwka nie 83 potrzebne do obliczania wartosci funkeji sinus. Liczby d
jako rzadko uzywanej (tylko do obliczania d;—ds) w tablicy nie ma;
dla obu funkeji jest to suma ds dla funkeji sinus i d, dla funkcji cosinus
z odpowiedniego wiersza (np. dla £in47°11’ lub cos42°48’ mamy ds=
=T742=9). Liczba d, réwna sie zeru. Wielkodci zwigzanych z funkejy
cosinus szuka sie podobnie; nalezy pamietaé tylko o tym, ze jednej mi-
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TABLICA 3. 1

47°

sin —
12345 = A

sin w——
12345 wimm—A

’

sin —
12345 e A

0 0,7313537 60
11223 122332

"1 0,7315521 59

01122 00112 a |

T2 0,7317503 58

11222 11122 a

"3 0,7319486 57

00111 0001} a

T4 0,7321467 66

11111 11111 a

"5 0,7323449 55

00000 00000 a |

6 0,7325429 54

00000 00000 a |

7 0,7327409 53

24579 24679 b

8 0,7320388 52

24579 24679 b

9 0,7331367 51
10 0,7333345 50
11 0,7335322 49
12 0,7337299 48

13 0,7339275 47

13568 24579 b |
13467 23568 b |
13467 23568 b |

12456 23467 b |

12456 12356 b

[ 14 0,7341250 46}

13456 12346 b |

15 0,7343225 45

12345 12345 b

16 0,7345199 44 |
| 12345 12345 b
17 0,7347173 43

12334 12234 b |

18 0,7349146 42

11234 01233 b

19 0,7351118 41

12233 11223 b |

20 0,7353000 40

11223 01122 b |

20 0,7353090 40

11223 01122 b
21 0,7355061 39
11222 11122 b

22 0,7357032 38 |
00111 11122 b

23 0,7359002 37 |
00011 00111 b

24 0,7360971 36

00000 11111 b
725 0,7362940 35
00000 00000 b |

26 0,7364908 34

13579 24680 ¢ |

27 0,7366875 33

24579 24679 ¢ |

98 0,7368842 32

13578 23579 ¢ |
29 0,7370808 31

730 0,7372773 30
31 0,7374738 29
32 0,7376703 28

| 33 0,7378666 27 |
13456 12346 ©

34 0,7380629 26 |
12456 12356 ¢

35 0,7382592 25 |
12344 11234 ¢

36 0,7384553 24 |
12345 12345 ¢

37 0,7386515 23 |
01233 11234 ¢

38 0,7388475 22 |
11233 11233°¢

39 0,7390435 21 |
11223 01122 ¢

40 0,7392394 20
11223 01122 ¢

40 0,7392394 20

P.p.

11223 01122 ¢ |

42 0,7396311 18
43 0,7398268 17

44 0,7400225 16

41 0,7394353 19
01112 01112°¢

00111 00011 ¢
11111 00000 ¢ |

00000 00000 ¢ |

46 0,7404137 14
47 0,7406002 13

48 0,7408046 12

45 0,7402181 15

a
10 330
20 660
30 990
40 1320
50 1650
60 1980
70 2310
80 2640
90 2070

00000 00000 ¢
23579 24689 d |
13578 23579 4 |

23568 24578 4

13568 13468 ¢ |
23568 13467 ¢ |
23467 23567 ¢

12356 12456 ¢ |

54 0,7419758 6
55 0,7421708 5
56 0,7423658 4
01233711234
57 0,7425606 3
58 0,7427554 2
59 0,7429502 1

60 0,7431448 0O

49 0,7410000 11

50 0,7411953 10

13467 23568 4

b
10 328
20 656
30 984

-40 1312

50 1640
60 1968
70 2296
80 2624
90 2952

. 12457 13467 d
51 0,7413905 9

52 0,7415857 8

53 0,7417808 7 |
12345 12345 4

12345 12345 d |

13457 13457 4 |

12356 12456 d |

c
10 326
20 652
30 978
40 1304
50 1630
60 1956
70 2282
80 2608
90 2034

12345 12345 d |

12234 01223 d |
11223 12233 d |

01112 01112 @

d
10 324
20 648
30 972
40 1296
50 1620
60 1944
70 2268
80 2592
80 2916

11122 00111 4 |

— 12345 4
cos ’

— 12345 4

cos ’

—— 123454
co8 ’

42°
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nucie odpowiadajag dwa wiersze wydzielone kreskami poziomymi po
prawej stronie tablicy.

Przyklad 3.1.1. Obliczyé sin47°14'35"'6.

sin 47°14’ 7341250
30" 984
poprawka (b)] b”’ 164
06 19,7{ T
ds 4
0,56 (d,— ds) 0,6

$in47°14'35''6 ~0,7342422

Przyklad 3.1.2. Obliczyé cos42°3'43"1.

cos42°3’ 7425606
40" 1296
poprawka (d)] 3" 97,2
) 01 3,23 —
d, 3
0,31(ds—d,) 0,3

c0842°3'43''1~0,7424206

(Uwaga: wszystkie poprawki przy obliczaniu wartodei funkeji sinus
dodaje sie, przy obliczanin za§ wartodci funkeji cosinus odejmuje sie).

Przyklad 3.1.3. Obliezyé aresin0,7350214.
1350214

sin47°18’ 7349146
1068

30" 984

84

d, T2
82
2" " 65,6
0’5 16,4

are §in0,7350214 ~47°18'32"5.

Oczywidcie, w praktyce przy obliczaniu na przyklad wartodci funkeji
sinus nie wypisuje si¢ wszystkich skladnikéw poprawki osobno, poniewaz
np. d, jest liczba jednocyfrows, a h(d,,,—d,) przewaznie jest mniejsze
od 1. Dlatego na przyklad obliczenie sin47°32'14'’8 wyglada nastepujgco:
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Przyklad 3.1.4. Obliczyé sin 47°32'14"8.

7376704,5 (sin47°32'+10~"d, +0,48(d,—d,)10~7)
326
130,4
26,1

§in47°32'14""8 ~0,7377187

Metode opisang poprzednio da sie zastosowaé i przy innych funkcjach.
Zmieni sie wtedy tylko liczba 12, na przyklad na 10, i ilo§é tablicowanych
poprawek d, miedzy argumentami tablic odleglymi o krok.

Tablice te dlatego zashaguja na uwage, ze:

1° latwo je budowaé, je§li sa juz odpowiednio obszerne tablice
(w przytoczonym przykladzie byly potrzebne tablice funkeji sinus z kro-
kiem %(=10"'),

2° 53 bardzo proste w uzyciu,

3% ich dokladno$é jest taka sama, jak tablic dawnych, opartych
na interpolacji liniowej,

4° obliczanie funkecji odwrotnych jest w nich wykonalne wtedy,
kiedy jest wykonalne w zwyklych tablicach (gdy tymezasem przy uzyciu
interpolacji kwadratowe] jest to powaznie utrudnione).

3.2. Zalézmy teraz, ze tablicowana funkecja 2(!) ma w przedziale
{t,t,) pochodne ciggle az do czwartego rzedu wlgeznie, skad

(8) @(a-+hk)=

hk)? nk)? k)
—o(@) + hka'(@) + o o7 (@) + B @) 1 O g0 4 o,

gdzie i, <a<t,—k, x(a) jest wartodciag tablicowany, %k — krokiem ta-
biley, 0<<h<1, 0<#<1. Wzér (8) przeksztalcam nastepujaco:

2 3
o(a+ Wb) = 2(a) + Wha' () + P20 (@) 4 o

W —ph) 12 B —rh) i [
(Tp) z"' (a) + (——;—)w”'(“)‘f' —Ewﬂ)(a'f- dhk)=

2 (a)+

2 3

, K, rk’
= 2(a) + h(kw(aH- R (a)JrTu’c (a)) +

W —ph)k? B —ph)K?
P oy + P g
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3 _ _ 2 _ ¥ 3 47,4

K (/%
—2(a)+ R (kx (@) + % & (@) + % w”’(a)) +
K [/
(g 2@+ o @) +

3 2 _ 3 4 7.4
L=t éps L Lo hzi’ o (a + OhK).

Wprowadziliémy stale p,r i s; 7 i s dobieramy tak, zeby wielomian h*—
—sh®+(ps—r)h pajlepiej jednostajnie przyblizat zero wéréd wielomianéw
postaci h*-+ah®+ph dla 0<h<1. Stad (zob. [5])

h® — sh? + (ps — r)h =1 — 3y/3(2 — V/3) R + 6(7 — 4/3)h,
ezyii
9) r=3Y3(2—V3)p—6(7 — 41/3) ~ 1,3923048454 p — 0,4307806183,
(10)  s=3)/3(2 —1/3) ~ 1,3923048454.
Niech .

wy(h) = —3)3(2 — /3)k+ 6(7 — 4)/3)4,

— : K rk?
A(a) =log|ka' (a) + L= @ (a) + ~- @ (@),

2 83

k k
a(e) = 5 (@) + = 2" (a),

2
2 (k) = B — ph,
v(a,h) = a(a) g (h),
3 471.4
B(a, i) =20y 12X 00 1 o),

gdzie r i s s dane przez wzory (9) i (10). Dobierajac odpowiednio maly
krok tablic %, mozemy uczynié warto$é R(a,h) dowolnie matg. Dlatego

dla 0<h<1, t,<a<l, jest sluszny przyblizony wzér

(11) x(a + hk) ~ x(a) + £(a)Nlog (logh + A (a)) + v(a,h),
gdzie

2 k3
S(a) = Sgn (kw’ (a) + ka $Il(a,)+ 16_ w"'(a)).
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Wyrazenie Nlog(logh+ A(a)) nazwiemy poprawke logarytmiceng,
v(a,h) — poprawka nomograficznq. Zanim przejdziemy do oméwienia
metody tablicowania opartej na wzorze (11), oszacujemy wielkosé odrzu-
conej reszty R(a,h). Niech

M, = max [’ (t)|, M,=max [z®¥({).
h<i<ia h<i<iy
Poniewaz
max |w,(h)] = 2(26 — 15)/3) < 0,038476,
oChgl A
wiee
(12) |B(a,h)| < 0,006413K M, + 0,04167k* M, .

Wprowadzenie statych p, r i s mialo miedzy innymi na celu wydatne
zmniejszenie reszty. Odrzucenie zamiast R(a,h) wyrazu (h*%k*/6)z"(a)
i dalszych we wzorze (8) spowodowaloby blad 0,1667%°M,, wige okolo
26 razy wiekszy. W przypadku, gdy M, jest taka duza, ze w istotny spo-
86b wplywa na wielkodé reszty R(a,h), prawg strone wzoru (8) mozna
przeksztaleaé dalej.

Obecnie zajmiemy si¢ funkejg

(13 v(a,h) = a(a)x(h).

Jej nazwa (poprawka nomograficzna) ttumaczy sie tym, ze w tablicach
znajduje sie ja za pomocg nomogramu. Zakladajae dla prostoty »=
=v(a,h), a=a(a), x=yx(h), mozemy réwnanie (13) napisaé¢ w postaci
wyznacznikowej:

1 ba 0
¢
1 0 = 2
1—dy %
1 bdv e

stad réwnania skal nomogramu dla zaleznodei (13) sz nastepujace:

skala a: u = bq, v=0,
e
Ti—dy’
skala »: = bdy, v=¢,

(14) gkala h: wu=0, v

gdzie b, ¢, d s3 stalymi okreflajagcymi rozmiary nomogramu, dobranymi
tak, by zapewni¢ mozliwie najlepszg dokladnodé przy odczytywaniu
liezby ».
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Dotad nie ustaliliémy wielkosci p, od ktérej zalezy x(h)=h*—ph.
Przyjmijmy p=0,84 — warto§é bliska 2)/2—2~0,8284, przy ktérej x(h)
najlepiej przybliza zero dla 0<h<(1 (patrz punkt 2.2). Zaokraglenie jest
potrzebne dla prostoty nomogramu. Dla p=0,84 mamy

—0,1764 < (k) < 0,16.

Skala wynikéw ma dlugoéé okolo 10 cm, co pozwala odczytaé 2 cyfry
poprawki nomograficznej »(a,h).

Jak juz wspomnialem, méwimy o tablicach siedmiocyfrowych.
Krok %k, od ktérego zalezy reszta R(a,h), obieramy tak, by ta reszta
byla dostatecznie mata i by poprawka logarytmiczna byla co najwyzej
pieciocyfrowa.

Tablica zawiera w czeSci liczbowej siedmiocyfrowe tablice funkeji
z(t) dla t: t,(k)t,, szefciocyfrowe tablice funkeji A (f)48 takie dla i:
t,(k)1,, i funkeje e(t) teoretycznie réwniez dla tych samych f. Przewaznie
jednak () jest wspélne dla calej tablicy (przypominam, ze funkcja £(a)
wskazuje znak, jakim naleiy zaopatrzyé poprawke Nlog(logh + 4(a)))-
Tablicujemy A (f)+8 a nie A4(t) z powodéw analogicznych do tych, ktére
wyjadnialiimy w 2.2. Korzystamy z wzoru

(11')  @(a + hk) ~ x(a) + 10~%¢(a)Nlog(logh + A (a) 4 8) + »(a,h)

po to, aby czedé calkowita Nlog (logh+A (a)+8) wskazywala ilo§é cyfr
znaczgcych poprawki logarytmicznej. Z postaci wzorn (11') wynika,
Ze potrzebne s3 takze tablice logarytméw i antylogarytméw — wspdlne
dla wszystkich funkeji tablicowanych omawianym sposobem. Pierwszymi
mogg by¢é tablice oméwione w punkecie 2.2. Drugie 83 to tablice piecio-
cyfrowe podajace Nlogt dla ¢: 0(107%)1, majgce objetosé 20 stromic.
Dlatego przy tablicowaniu wielu funkeji dodanie tych tablic nie powig-
ksza znacznie objetosci calego zbioru.

Drugy czesé tablic stanowi nomogram. Tylko skala a zalezy od ta-
blicowanej funkeji. Wygodnie jest wiee (i celowo ze wzgledu na oszcze-
dnodé miejsca) skale h i » umiedeié na luznej wkladce wspélnej dla wszyst-
kich funkeji, a skale a umieszczaé na gérze odpowiedniej stronicy tak,
aby nie trzeba bylo przewracaé kart szukajac nomogramu. Poprawke
nomograficzng v(a,h) znajdujemy nakladajge wkladke na odpowiednig
stronice tablic.

Przy takiej ilodci eyfr tablicowanych wartodei «(t) i A4 (¢)+8, jaka
podaliémy wyzej, i przy zalozeniu, ze |R(a,h)|<0,26:10"7, lgczny bigd
obcigzajacy obliczong z wzoru (11') wartodei x(a-hk) nie przekracza
dwéch jenostek ostatniego miejsca po przecinku (0,56 z zaokraglenia
#(a), 0,24 ~10°(10"° —1) z zaokraglenia A(a) i logh, 0,5 z zaokraglenia
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antylogarytmu, 0,5 z zaokraglenia poprawki nomograficznej i 0,26
z odrzucenia reszty R(a,h)). Oczywifcie jest to duzo, ale czasem moze
byé nawet celowe dodanie jednego miejsca dziesigtnego dla zredukowa-
nia bledu, gdyz i tak zyska sie na objetosei tablic.

Cechg omawianej metody tablicowania funkeji jest trudno$é obli-
czania argumentu ¢, gdy znana jest wartosé¢ funkeji x(f); to rzueca sie
woczy zwlaszeza, gdy wielkosci poprawek nomograficznej i logarytmiczne;j
sy tego samego rzedu. Jednakze takie same trudnosci wystepuja wtedy,
gdy korzystamy z interpolacji kwadratowej lub stopnia wyzszego. W przy-
padku funkcji niemonotonicznych (jak funkcje Bessla) rzadke trzeba obli-
czaé argument {. Warto tez zwrécié uwage, ze w sklad wieln nowocze-
snyech zbioréw tablic wchodzg réwniez tablice funkeji odwrotnych, jak
arc sint, ar sinht itp. (patrz np.- [1]).

Na przykladzie zamieszczonego dalej fragmentu tablic funkeji
Bessla J,(f) (tablica 3.2) objafnie postugiwanie sie¢ tablicami opartymi
na wzorze (11’) i nomogramem oraz pokaze ilo§é¢ dzialan potrzebnych
do znalezienia wartosei funkeji.

Tablica sklada sie z 2 czedci. Pierwsza zawiera dla ¢: 0(0,01)1 sie-
dmiocyfrowe wartosei funkeji Jy(t) i szesciocyfrowe funkeji A (f)=
=A (t)+8. Uklad tablic jest taki prosty, ze nie wymaga objasnien. Po-
nadto w tablicy jest podane, ze dla calego przedzialu (0,1) funkeja
e(t)=—1, co znaczy, ze poprawke logarytmiczng trzeba zawsze odejmo-
waé. W drugiej czedci tablicy sg dane pieciocyfrowe antylogarytmy liczb
0,87(0,0001)0,8799 w zrozumialym ukladzie, a poza tym pomocnicza
tabliczka zastepujaca tablice P.p. Jak juz wspomniatem, sume A ()4
+-8-+logh=A(t)+logh oblicza sig z szedcioma cyframi po przecinku.
Obliczajge Nlog (A (t)+logh) znajdujemy cztery poczatkowe cyfry tej
sumy w nagléwku tablicy antylogarytméw i wypisujemy odpowiednig
warto$é funkeji Nlogi. Réznice miedzy kolejnymi wartodciami antylo-
garytmu w tablicy wynoszg 17-107° albo 18-10-°, Odpowiadajg im w ta-
bliczee pomocnieczej (z nagléwkiem 17 18) keolumny 17 i 18. W odpo-
wiedniej z nich odszukujemy kolejne liczby, miedzy ktérymi miedei sie
dwucyfrowe zakoriczenie sumy A(f)+logh. W drodkowej kolumnie
w wierszu miedzy tymi liczbami otrzymujemy poprawke, ktérg nalezy
doda¢ do odszukanego uprzednio antylogarytmu. Przy tym dwucy-
frowej liczbie umieszczonej w kolumnach 17 lub 18 odpowiada gérna war-
to$é z kolumny $rodkowej (np. liczbie 49 z kolumny 17 odpowiada po-
prawka 8). Dla obliczania logh korzystamy z pierwszej czedci tablicy 2.2.

U gbry stronicy znajduje si¢ skala ¢ nomogramu; przy tym jej odci-
nek odpowiadajacy wartosciom argumentu z przedziatu <0,1) ma diugoesé
okolo 10 mm. Osobng wkladke z pozostalymi skalami nakladamy na
stronice z wydrukowang skalg, tak by pionowe kreski u gory wkladki
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TABLICA 3.2

l 0 1
Wbl a

R AT A(®) ¢ Jo(®) Aty t Jolt) | A®)

- {ZM-144

0,00 | 1,0000000 | 3,322219 | 0,35 | 0,9696087 | 5,241390 | 0,70 | 0,8812009 | 5,519460
01 . 0,9999750 | 3,851258 | 36 | 0,9678615 | 5,253088 | 71 | 0,8778904 | 5,524797
02 | 0,9999000 | 4,082749 | 37 | 0,9660667 | 5,264449 | 72 | 0,8745391 | 5,530038
03 | 0,9997750 | 4,232920 } 38 | 0,9642245 | 5,275489 | 73 | 0,8711471 | 5,535184
04 ( 0,9996000 | 4,344294 | 39 | 0,9623350 | 5,286223 | 74 | 0,8677147 | 5,540238

|
0,05 | 0,9993751 | 4,432809 { 0,40 | 0,9603982 | 5,296665 1 0,75 | 0,8642423 | 5,545201
06 | 0,9991002 | 4,506275 | 41 | 0,9584145 | 5,306832 | 76 | 0,8607300 | 5,550077
07 1 0,9987754 | 4,569069 | 42 ) 0,9563838 | 5,316733 | 77 | 0,8571780 | 5,554867
08 0,9984006 | 4,623900 | 43 | 0,9543065 | 5,326383 | 78 | 0,8535868 | 5,569572
09 \ 0,9979760 | 4,672541 | 44 | 0,9521825 | 5,335791 | 79 | 0,8499565 | 5,564195

0,10 | 0,9975016 | 4,716245 | 0,45 | 0,9500121 | 5,344968 | 0,80 | 0,8462874 | 5,568738

11 1 0,9969773 | 4,755928 { 46 | 0,9477955 | 5,353024 | 81 | 0,8425797 | 5,573201
12 1 0,9964032 | 4,792252 | 47 | 0,9455328 | 5,362665 | 82 | 0,8388338 | 5,577587
13 | 0,9957795 | 4,825744 | 48 | 0,9432242 | 5,371203 | 83 | 0,8350500 | 5,581897
14 | 0,9951060 | 4,856807 { 49 | 0,9408698 | 5,379545 | 84 | 0,8312284 | 5,586134

0,15 | 0,9943829 | 4,885763 | 0,50 ' 0,9384698 | 5,387698 } 0,85 | 0,8273695 | 5,500297

16 1 0,9936102 | 4,912875} 51 0,9360245 | 5,395667 | 86 | 0,8234734 | 5,594388
17 | 0,9927880 | 4,938370 | 52 0,9335339 | 5,403462 | 87 | 0,8195405 | 5,598410
18 | 0,9919164 | 4,962417 | 53 0,9309983 | 5,411087 | 88 | 0,8155711 | 5,602363
19 | 0,9909953 | 4,985170 | 54 0,9284179 | 5,418550 |- 89 | 0,8115654 | 5,606248

0,20 | 0,9900250 | 5,006761 | 0,55 | 0,9257928 | 5,425854 | 0,90 | 0,8075238 | 5,610067
21 | 0,9890054 | 5,027297 | 56 { 0,9231233 | 5,433005 | 91 | 0,8034465 | 5,613821
22 | 0,9879366 | 5,046873 | 57 | 0,9204096 | 5,440008 | 92 | 0,7993339 | 5,617510
23 | 0,9868187 | 5,065576 | 58 | 0,9176518 | 5,446869 | 93 | 0,7951863 | 5,621137
24 | 0,9856518 | 5,083474 | 59 | 0,9148501 | 5,453590 | 94 | 0,7910039 | 5,624702

0,25 | 0,9844359 | 5,100632 | 0,60 | 0,9120049 : 5,460179 | 0,95 | 0,7867871 | 5,628206
26 | 0,9831713 | 5,117106 | 61 | 0,9091162 | 5,466636 | 96 | 0,7825361 | 5,631650.
27 | 0,9818579 | 5,132948 { 62 | 0,9061843 | 5,472967 | 97 | 0,7782514 | 5,635034
28 | 0,9804958 | 5,148201 | 63 | 0,9032094 | 5,479175 | 98 | 0,7739332 | 5,638361
29 | 0,9790853 | 5,162905 | 64 | 0,8001918 | 5,485263 | 99 | 0,7695819 | 5,641631

0,30 | 0,9776262 | 5,177095 | 0,65 | 0,8971316 | 5,401236 } 1,00 | 0,7651977 | 5,644844
31 | 0,9761189 | 5,190805 | 66 | 0,8840292 | 5,497094
321 0,9745634 | 5,204063 | 67 | 0,8008846 | 5,502843
33| 0,9729597 | 5,216897 | 68 | 0,8876982 | 5,508485
34 | 0,9713081 | 5,2290331 | 69 ' 0,8844702 | 5,514024

t Jolt) A t | Jo® A(D) t | Jo® | AW®

gt)=—1

pokryly si¢ z kohicami skali a. Nomogram wykorzystujemy wediug
schematu zamieszczonego na wkladce®).

%) W tablicach zbudowanyéh wedlug metody z punktu 3.2 zmienilby sig¢ chyba
sposéb wykonania wkladki dla zapewnienia jej trwalosei.

Zastosowania. Matematyki 1T, 17
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TABLICA ANTYLOGARYTMOW

Nlog ¢

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 17 18|17 18
0,870 74131 148 165 182 199 216 234 251 268 285 02 ? 02! 55 10 52
1 302 319 336 353 370 388 405 422 439 456 08 2 08 | 61 11 58

2 473 490 508 525 542 559 576 593 611 628 14 3 13 | 67 12 63
3 645 662 679 696 714 731 748 765 783 800 20 419173 13 69
4 817 834 851 869 886 903 920 938 955 972 26 5 241179 14 74

5 989 *007 *024 *041 *059 *076 *093 *110 *128 *145 32 6 30| 85 15 80

6 75162 180 197 214 232 249 266 284 301 318 38 " 36191 16 86

7 336 353 370 388 405 422 440 457 474 492 44 8 41 | 97 17 91

8 509 527 544 561 579 596 614 631 648 666 49 9 47 1 99 18 97

9 683 701 718 736 753 770 788 805 823 840 55 © 52 99

A oto 2 przyklady obliczania wartodei funkeji J,(1) — pierwszy
z objasnieniami, drugi w postaci, w jakiej uzywa si¢ praktycznie przy
korzystaniu z tablic.

Przyklad 3.2.1. Obliczyé J,(0,911823).
a=0,91 h=0,1823

v(a,h) 21
Jy(a) 8034465  A(a) 5,613821
Nlog(4 (a)+logh) — 7492 logh 1,260787
Jy(0,911823) ~~ 0,8026994 4,874608
Przyklad 3.2.2. Obliczyé Jo(O,g§1_803).

30 a h

9984006 4,623900

— 1758 1,255755

J,(0,081802) ~ 0,0983278 3,879655

Jak widaé z przytoczonych przykladéw, gdy h jest liczba cztero-
cyfrowy (tj. logh mozna odezytaé w tablicy 2.2), obliczenie wartosci
funkeji wymaga 3 lub 4 sumowan i odezytania z tablic wartodei 5 funk-
cji: x(a), A(a), logh, v(a,h) i Nlog(4(a)+ logh) zawartych na 3 réznych
stronicach (z(a), A(a), v(a,h) odczytujemy na tej samej stroniey).
Uwzgledniajac jeszcze, ze sumujemy od razu trzy liczby (m(a), v(a,h)
i £(a)Nlog(A(a)+logh)), dochodzimy do wniosku, ze znaczne skrécenie
tablic moze te trudnodei usprawiedliwié. Dla poréwnania podaje, ze
tablice funkeji J,(f) obejmujace réwniez przedzial (0,1>, w ktérych
blad interpolacji liniowej nie przekraczatby 2,5-10°7, mialyby objetosé
3,0 stronicy. Przy tym réznice miedzy kolejnymi tablicowanymi warto-
$ciami funkeji siegalyby 8800-10-7, wige interpolacja bylaby utrudniona
ze wzgledu na duze poprawki. Dla uzyskania na przyklad poprawek
trzycyifrowych trzeba by zmniejszyé krok tablic do 0,0002, przy ktérym
objetodé tablic wynosilaby okolo 34 stronice.
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3.3. Gl6wng czeéé tablic omawianych w 3.1 i 3.2, tj. tablice funkcji
z(t), mozna wykorzystaé takze przy poslugiwaniu si¢ arytmometrem.
Wykorzystamy mianowicie wzér interpolacji kwadratowej w postaci

(15) z(a -+ hk)
w% (1 —h)(2 — B)a(a) + k(2 — h)w(a + k)— %h(l — hyz(a+ 2k).
Jak wiadomo z teorii interpolacji,
la:(a + hk) — (%(1 — h)(2 — h)a(a) + h(2 — h)w(a + k) —

— % h(1 — h)z(a + 2k) )| <

BM BM
< * max|h(1—h)(2 —h)| = Vj ~ 0,064%°M,,
9)/3

6 o<kl

gdzie — jak dawniej — M,=max|z'"'(f)]. Jak widzimy, najwigkszy blad
h<i<te

popeilniony przy wykorzystaniu wzoru (15) jest — przy malym M,—

okolo 10 razy wiekszy niz blad wzoru (11) (patrz (12)). Dlatego w razie

potrzeby mozna sie¢ postuzyé interpolacja czteropunktowa. W obu przy-

padkach s potrzebne tylko kilkustronicowe tablice wspélezynnikéw

interpolacyjnych Lagrange’a®).

4. Whnioski i zakoneczenie. Konezge krétki przeglad rozmaitych me-
tod tablicowania funkeji, poréwnam oméwione metody ogélne zaliczajac
do nich takze metode z punktu 2.2. Metoda 2.2 jest trudna do zastosowa-
nia: po pierwsze ze wzgledu na trudnosei w znalezieniu funkeji a(a) i x(h),
przy ktérych wyrazenie (2) bedzie wystarczajaeo mate (jedli w ogéle takie
funkeje istniejg) i, po drugie, z powodu koniecznosei tablicowania funkej
% (k) osobno dla kazdej funkeji z(t), co moze znacznie wplynaé na objetosé
tablie. Tablice 3.1 odznaczajg sie latwoscia wykonania, ale tez dajg sto-
sunkowo niewielkie zmniejszenie objetodci. Szczegélnie jest korzystne
zastosowanie metody 3.1 do funkeji trygonometryeznych i ich logarytméw
przy podziale kata na stopnie i minuty, gdyz wtedy poprawki d,, zajmujg
malo miejsca. Za najwazniejszg nwazam metode 3.2, ktéra pozwala na
znaczne zmniejszenie objetodei, wyréznia si¢ prostym ukladem tablic
i jasnym schematem rachunkowym. Przy ukladaniu tablic duzo czasu
wymaga obliczanie wartosci funkeji 4 (a) i a(a); to jednakze nie obechodzi
tego, kto z tablic korzysta.

¢) Mozna je znalezé np. w pracach [3] lub [4].
17*
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W niniejszej pracy nie omdéwilem, z powodu ich odrebnego charakteru,
metod tablicowania funkeji wielu zmiennych.

Spis tablic uzytych przy ukladaniu tablic zamieszczonych w tekscie

Tables of the Bessel functions of the firsi kind of orders zero and one, Cambridge,
Mass. 1947.

Tables of the Bessel functions of the first kind of orders two and three, Cambridge,
Masgs. 1947.

W. Jordan, Sinus- und Cosinus-Tafeln, Leipzig-Hannover 1913.

J. A. Twecrepsuk, 1. . Akymeruii, B. A. Burrun, Tabauywn 6ecce-
aeenir pynryuti, MockBa-Jlenunrpagy 1949.

J. Peters, Siebenstellige Logarithmentafel, erster Band: Logarithmen der Zahlen,
Antilogarithmen, Additions- und Subtraktionslogarithmen, Berlin 1940.

G.W. Spenceley, R. M. Spenceley, E. R. Epperson, Smithsonian loga-
rithmic tables to base ¢ and base 10, Washington 1952.
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C. TAHNIKO BCKHH (Bpongaas)

HOBBIE METO/Ibl TABYVJIAILHH ©YHELIHUA
PE3SIOME

IlpeameToM paGOTH ARNAETCA OmUCAHWEe HOBHX MeTOAOB Tabyndauud $yHxumm,
HMEIKX [eJbi0 COKPAMEHWe CyIMecTByOmuxX Taliaun, He HAPYWAad HX TOYHOCTH.
Ilpu aTOM HpeAmONATaeTCH, YTO HONLBYMOMUNCA TAOMMLIAMN He PACHONOTAET apH-
$MoMeTPOM — TaK UTO MOKET NPOMBBOZWTL Ge3 TPYHA JMIIL CIOKEHNEe U BHUYMTAHUE.
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B mepBo#i yacTn paGoTH paccMOTpeHH ABAa METOAa, HONB3YINIMECHA CBOKCTBOM
Jorapudmudeckol PyHKUUA, FaHA COKpam(eHHAdA TaONUOA HECATHYHHIX JOTAPUPMOB
1 dparMenT TaGIUi, HOCTPOEHHHX N0 Qopmyie

100'10(n + h) A loglon + NIOglo(— N(n) — logmn + H(h)),
rae 13 <<n<C10% O0<<h< 1l u

Nm) = —logm(l—'/zn_‘),

H (k) =logyglogip e + loglo(h—-(]/g— 1) 10-3(n? (2/5— 2) ) )
Ota Qopmyna monyueHA WPH MOMOINM METONOB, NPUMEHMMLHIX TaKie K MHEIM
OyHKOUAM AJA BHBefeHHsA HpubammeHno#k dopmyms:
z(a+hk) s x(a) + ala) g (B),
rae x(a) — TabnuuyHoe 3HaveHue Pyuwiun z(f), k — mar raGuuns, 0<<h<l.
Bo Bropoit yactm ucciefoBaHK ABA OOIWUX MeTOAA, NOJB3YIOIMUXCA JHUIIB
HeNmpepHBHOCTHI NPOHSBOAHHX (YHKIUH AOCTATOYHO BEICOKOTO HOpaAxa. OxuH us

HUX BaKA0YaeTCA B pasbuBke pasuoctn z(a+hk)—x(a) Ha ABe yacTu, 0Ge HAXOAUMEE
1m0 rTafammaM, cmeuuadbHEM 00GpasoM. BTOpoid ocHOBHBaeTcsa Ha $opmyie

% (a + hk) ~ x(a) + ¢ Nloge (logie k + 4 (a)) + »(a,h),

B KOTOPOH OyHKNUSA »(a,h) OTHICKUBACTCA NPU MOMOINM HOMOTDAMMH N3 BHPAaBHEHHHX
Touex, a £2—=1, IIpuBefenst Pparments Tabaun yHKIUE sinf, MOCTPOEHHHIX MePBHM
MeropoM u PyHruuu Beccena Jo(f) (BMecre ¢ HOMOTPaMMOil), MOCTPOCHHHX BTOPHM
MEeTO[OM. ’

S. PASZKOWSK I (Wroctaw)
NEW METHODS OF TABULATING FUNCTIONS

SUMMARY

The subject of the paper is a description of new mnethods of tabulating func-
tions, aiming at a considerable shortening of the existing tables without lessening
their accuracy. It is assumed that those using the tables have no arithmometer and
therefore can perform without difficulty only addition and subtraction.

In the first part two methods making use of the characteristics of the loga-
rithmic function are discussed, and a radix table of decimal logarithms is given toge-
ther with a fragment of tables based on the formula

logio(n + k) s logion + Nlogie(— N (n) — logyen + H(h)),
Where 103 <2 << 10%, 0<<h < 1,

N (n)=—1logo (1— 1/2’”/—1)’

H (k) = logieloge ¢ + logao (h — (Y2 — 1)10-3 (h2—(2V/2 — 2) )&))-

This formula i introduced by means of certain methods which can be applied
280 in the case of other functions in order to find the approximate formula

‘ @(a + k) ~ 2(a) + a(a)z(h),
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where 2 (a) is the tabulated value of the function z(f), k¥ — the interval of the argu-
ment, 0<Ch<1. '

In the second part two general methods making use only of the continuity of the
derivatives of funcfions of sufficiently high order are discussed. One of them con-
sists in decomposing the difference z(a+hk)—x(a) into two parts, both to be found
in the tables, in a special way. The other is based on the formula

#(a + hk) ~ x(a) + ¢ Nlogyo (logie® + 4 (a)) + v(a,h),

in which the function »(a,h) is found by means of an alignment chart and &2=1.
The paper contains fragments of the tables of the function sint for the first method
and of Bessel's funetion Jy(f) (together with the alignment chart) for the second
method.
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