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Sur la géométrie du fibré tangent
a une variété finslérienne compactes

par H. AKBAR-ZADEH et A. WEGRZYNOWSKA (Paris)

Résumé, V(M) étant la variété fibré des vecteurs non nuls tangents & une
variété finslérienne M, munie de la métrique riemannienne (1.1), on définit la déri-
vation covariante riemannicnne en fonction de la dérivation covariante finslérienne
et les tenseurs de torsion et de courbure. On démontre que ,la courbure sectionelle
horizontale” est majorée par la courbure sectionnelle finslérienne et on étudie le cas
o la courbure scalaire est constante. On établit ’expression explicite du tenseur
de torsion de la structure presque complexe # associée 4 la connexion finslérienne
ainsi que la condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité de cette structure. On
caractérise les champs de vecteurs presque complexes, d’abord localement, puis dans
le cas compact on prouve que le plus grand groupe connexe des transformations presque
complexes coincide avec le plus grand groupe connexe d’isométries.

Introduction. Ce travail est consacré a I’étude de la géométrie rieman-
nienne du fibré tangent & une variété finslérienne, ainsi qu’a la structure
presque complexe définie sur ce fibré par la connexion finslérienne. On
munie le fibré V(M) des vecteurs non nuls tangents & une variété finslérien-
ne M de la métrique riemannienne (1.1), on définit la dérivation covariante
riemannienne associée a cette métrique en fonction de la dérivation co-
variante finslérienne et les tenseurs de torsion et de courbure. On démontre
que la courbure sectionnelle suivant les 2-plans horizontaux de V (M),
dans la connexion riemannienne est majorée par la courbure sectionnelle
finslérienne. On étudie le cas oula courbure scalaire de V(M) est constante.
On introduit la structure presque complexe .# associée & la connexion
finslérienne (1) et on établit ’expression du tenseur de torsion de .# en
fonction de tenseur de courbure de la connexion finslérienne en donnant
la condition nécessaire et suffisante d’intégrabilité de cette structure.
Les champs de vecteurs presque complexes ont été étudiés, d’abord loca-
lement, puis lorsque la variété M est compacte, on démontre que dans
ce cas la composante connexe du groupe de transformations presque
complexes se compose d’isométries. Et enfin on introduit la structure
presque kahlérienne naturelle sur V(M).

0. Rappel. (2) Soit M une variété différentiable, connexe, paracompac-
te de dimension n et de classe C*. On désignera par T'(M)—M le fibré des
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vecteurs tangents & M, par p: V(M)—M le fibré des vecteurs non nuls
tangents & M, par n: W(M)—M le fibré des directions orientées tangentes
4 M. Un point de V(M) sera noté par 2 = (z,v) ol v =pze M et ve T,
et un point de W par ¥ (my = z). Dans la suite on notera par DV (M)
Panneau des fonctions différentiables sur V (M), par yV (M) le DV (M)-
module des champs des vecteurs sur V (M), par p~'T(M) le fibré image
réciproque de T(M) par p: V(M)—M. On désignera par p 'T(M)
le DV (M)-module des sections différentiables de p~'T(M). Les éléments
de TV (M) et de p~'T'(M) seront notés respectivement par X et X.

Soit F-une loi de dérivation covariante dans p~'T (M), c’est-d-dire
une application

V: 3 V(M) xp 'T(M) - p T (M)

satisfaisant & la condition de dérivation covariante. Pour tout z e V(M)
on définit une application linéaire u,: T,V (M)—T,, (M) définie par:
(0.1) p(X) = Vgo, XeyV(M).

Soit V, ’ensemble des vecteurs verticaux en 2z, c’est-a-dire des
veeteurs qui sont tangents & la fibre passant par z (V, = kerp. ou pu:
TV (M)—-T(M)).

DEFINITION [3]. La connexion V est dite reguliére si pour tout
z e V(M) p, définit un isomorphisme de V, sur T, (M).

Supposons V' réguliére si H, = ker u, alors T,V (M) est somme directe
de H, et V,:

(0.2) T,Vv(M) =H,®oV, (HNV,=0) (ze V(M)
ou H, sera appelé I'espace horizontal défini par V. D’aprés la relation
précédente tout vecteur Xe T,V (M) peut étre décomposé en:

(0.3) X —HX+VX
ol HX (resp. VX) est la partie horizontale (resp. verticale).
On définit encore 'application DV (M)-linéaire o: TV (M)—p 2T (M)
telle que:
T(M)—p™*T(M)
(0.4) | B, e fog =a
M <«—V(M)<-TV(M)

On a:

(0.5) o(X) = o(HX 4+ VX) = o(HX) = X
ou V, = kerp. Posons comme dans [3]:

(0.6) T(X,¥) =VyY—VpX—o(lX, ¥)),
0.7) QX, V2 =VsVyZ—VpV3Z—Vipp%

oW X, Vet ZeyV(M) et X =o(X), ¥ = o(¥) et Z = p(2).
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On démontre que T' est DV (M)-bilinéaire antisymétrique sur 4V (M)
a valeurs dans p T (M) et 2 est DV (M)-bilinéaire antisymétrique en
X et ¥ & valeurs dans lespace des endomorphismes des sections V(M)
—p 1T (M). Ce qui montre leur caractére tensoriel. On appele T et 2 la

torsion et la courbure de V. Elles satisfont aux identités dites de Bian-
chi [3].

DEFINITION [3]. Une variété finslérienne est définie par la donnée
d’une variété M, de dimension %, de classe C* et d’une fonction L sur
T (M) satisfaisant aux conditions suivantes:

1° L> 0 et C* sur T(M), C sur V(M);
20 L(x, Av) = AL(z,v) ¥V, e R*;

30 Posons F' = 3L?%si X et ¥ sont deux champs de vecteurs verticaux
sur V(M) et constants sur les fibres V(M)—>M alors le Hessien

Fuu (X, ¥)(2) = X (¥ (F))(2) = 9,(X, ¥) V,e V(M) est une forme bili-
néaire symétrique définie positive.

Soit U, V, ... un recouvrement de M muni des coordonnées locales
(#%). Soit (2%,%°) ({ =1,...,7n) les coordonnées induites sur p~!(U) on

. 0
v =fv‘$eTm de L2(x,v) on déduit par dérivation:
(0.8) 95 = 05(3L%)  (6; = 8/80°).

Par rapport & ce recouvrement g, étant un tenseur homogéne de degré
zéro on a:

(0.9) g, = g,(v,v) = L.
THEOREME [1]. Il exviste sur V(M) une comnewion réguliere unique
attachée o L telle que:
1o Vz9 =0,
2¢ T(HX,HY) =0,
30 gz(T(VX, Y)y Q(Z)) = gz(T(VX7 z), Q(Y))
o X, Y et ZeT V(BM). Dans ces conditions V est une connexion de direction.
La loi de dérivation covariante est définie d’aprés le théoréme pré-

cédent par:

(0.10)  2¢(V3Y,Z) = Xg(Y,2)+¥9(X, Z)—Zg(X, X)+
+9(T(ia Y),Z)—}—g(T(ZA,i), Y)+;
+g(T({,YA),X)+g(e([x,Ai']),Z)+
+g(e([Z, X1, Y)+g(g([Z, Y])’ X)
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ol nous avons posé: X = o(X), ¥ = o(¥) et Z = ¢(Z). La connexion
V sera dite la connecion finslérienne attachée a L.

(b) Soit w} la 1-forme de connexion finslérienne. On sait [1] que pour
la connexion réguliére w; l’ensemble (da’, Vv*) (v e T, (M)) constitue
un corepére de D’espace vectoriel T,V (M) ou:

(0.11) Vo = dv' +iv} = dv'+ Tipda*  (I%, = v'TL).

Désignons par 6, et 6, (resp. 0, et 0, ) les dérivées pfaffiennes par
rapport aux corepéres naturels (dxz‘, dv’) (resp. par rapport aux corepéres
adaptés (dz’, Vv')). On a entre ces différentes dérivations les relations
suivantes:

*

(0.12) 0; = 6;,—Iy;6;,, 0; =0;.
En posant:

57' 1!‘3' at’ *i
{0.13) e =" " ); T

0 o 0 J
ou A%AS =68 (aya=1,...,m,1,...,%) on obtient:
(0.14) 9, = A%d,; 8, = Alo,
avec les notations évidentes: ‘
{0.15) 0 = (8y O)y 0o = (O, &)
ou:

)

0 =

o, sia=k, 0, Ssia=k,
& sia=Fk, ° |6 sia=*k.

Soit ¢ € M, U(a') et U'(z") (UNTU’ # @) deux cartes locales conte-
nant  on a:

0.16) & =a" (@), F=dV (af = 55"/

et un calcul simple nous montre que:

8; Loo¥é.al (6,
(5)=C %))
6" O a;' 61:

donc la matrice de passage de repére naturel , & 6, est un élément de
GL{(2n, R). On en déduit un fibré principal de groupe structural GL(2n, R)
de bage V(M) que nous désignons par &(V(M)). D’aprés (0.16) les déri-
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vées pfaffiennes d,, d, se transforment en coreperes adaptés selon:

0,-, a';-:' 0 ai
(0.18) ) = ) ").
0 0 aj/\&;
Ainsi les repéres d,, adaptés & la décomposition (0.3), se transforment

a0
selon la formule (0.18) ou la matrice inversible (O ) appartient a
a

GL(2n, R). Mais Pensemble de ces matrices définit un groupe isomorphe an
groupe GL(n, R). Désignons par E(V (M)) le fibré principal correspondant
qui est un sous-fibré principal de &V (M) il est isomorphe au fibré
principal des repéres induits p~' E(M).

(c) Soit £V (M) le fibré principal défini ci-dessus et y nune connexion
infinitésimale de &V (M). Une telle connexion définit une loi de dérivation
covariante dans V(M)—TV (M) notée D. Si (J,) est une section locale
de &V (M) au dessus de p~'(U) on a:

(0.19) D(8,) = 75 6s.

D’apres (0.14) une telle section induit une section locale (9,) de EV (M)
au dessus de p~*(U) (on appele d, une section adaptée) de sorte que ’on a:

(0.20) 8, = A%d,

de (0.19) et (0.20) il résulte:

(0.21) D(A2d,) = y2A30,
d’ou:

(0.22) D(0,) = (A2 A5+AZdA%)D,.
En posant:

(0.23) D(d;) = n30,

on obtient:

(0.24) 75 = ASyLAp+ ALdAS.

C’est la connexion y rapportée aux repéres adaptés (d,), d’ou:

3 * - * K3
(7;'_['3;75 T ok — ;7-+7’i I ﬂ"p x—al, Ji)
7} 7’? + 7’?1—'&8

et y s’exprime en fonction de = par:

(0.25)  af =

] * . n 5 = *i *
(0.26) 48 = ("’ﬁfga"‘% 7 — n"FOk+Fg,n_ Py i+ aly,

i i i
75 w5 — nl‘os
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Si 2 et 7 sont les formes de torsion de la connexion linéaire respectivement

par rapport aux reperes adaptés d, et naturels é, de la formule de change-
ment de repéres il résulte:

21:‘51 (i=1,--o’n),

(0.27) S w
gL (G =1,...,n),
ou:
2% = do®+ Ao’
(0.28) P

7% = d(dx®) +yEinda® (a,a=1,...,m,1,...,7)
et nous avons posé:

a
g =

(0.29) ; . .
do* sia =41,

dz® = ) . -

dav* sia=r1.

Si nous désignons par A (resp. ) le 2-forme de courbure de la con-

nexion y par rapport aux repéres naturels (resp. par rapport aux repéres
adaptés) d’aprés (0.24) on obtient:

(0.30) ny = A%5154¢.

On peut en déduire les rclations entre les différentes composantes des
tenseurs de courbure.

1. Métrique riemannienne de V(I ).
(a) On munie la variété V(M) de la métrique riemannienne:
(1.1) asy = gydotde’ +-g,;Vo'Vol (4,5 =1,...,n)

ol g;; est le tenseur métrique finslérienne.
Soit encore:

(1.2) a8} = G,50°c"

ol ¢® est défini par (0.29). Ainsi le tenseur (G,;) s’écrit par rapport au
corepére adapté:

gij(z) 0
(1.3) (Gos) = (z e V(M))
0 g (2)

et son inverse sera:

(9= 0
(14 ¢ = (0 g"f(z))'
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D’autre part les matrices G et G~ s’écrivent par rapport aux corepéres
naturels (da’, do’):

* * *
(L5) (@) — (Gij Gy _ 9ii+ s Lo 10 9510
N ab G{’J ng_ j':r
9ir 0j giJ'
et:
(1.6) o' — (g":‘ It )
— g T3, g gHIn T,

On se propose d’étudier cette métrique en relation avec la métrique fin-
slérienne.

(b) Connexion riemannienne associée 3 la métrique dS%.
Soit £V (M) le fibré principal de repéres linéaires sur V(M) du groupe
structural GL(2n, R). Il existe sur £V (M) une connexion infinitésimale
unique y telle que [9]:

1o (Dz@G)

(L.7) N
20 XX,¥)=0

VX,¥ et ZeyV (M)

ol G est détérminée par (1.3) et D est définie par 1’équation suivante:
(1.8) 26(D:Y,Z) = XG(¥,Z)+¥6(X, 2)-Z6(X, ¥)+
¢([X, ¥1,2)+6((Z, X1, 1) +6((Z, 11, X).

Il s’agit d’exprimer la loi de dérivation covariante D, définie par (1.8),
en fonction de la dérivation covariante finslérienne. Pour ce faire soient

i, ¥ et Z des 6léments de TV (M) tels que:
(1.9) X = Vpgo = u(VX) = o(HX) = X

de méme pour Y et Z. En tenant compte de la formules (0.10), (1.8) et
en posant: Y=H Y, % = HZ on obtient:

(1.10) G(DzHY,HZ) = g(V3 Y, %)+ 3g(R(Y, Z)v, X).
De méme si I’on pose dans (1.8): ¥ = HY et Z = VZ on obtient:

(111) G(DgHY,VZ) = g(T(HY, VZ), X)—g((V;T)(X, ), Z)—

~19(R(X, Y)v, Z)
ol v est horizontal au dessus de v (v = ).
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Posons ¥ = VY et Z = HZ, on a:

(1.12) G(D3VY,HZ) = —g(T(HX, VY), Z)+¢((VsT)(X, Y), Z)+
+19(R(X, Z)v, Y).

Enfin si ’on pose dans (0.8) Y —VY ot Z — VZ on obtient:
(1.13) Dy VY, VZ) =g(Vs Y, Z).

Les formules (1.10), (1.11), (1.12) et (1.13) nous donnent la dérivation
covariante D en fonction de la dérivation covariante finslérienne V, du
tenseur de torsion T' et de tenseur de courbure R. Des formules précéden-
tes on obtient 1’expression de la 1-forme de connexion riemannienne

par rapport aux repéres adaptés:
(114) =5 = ("’H%M"khf vt — (Tj— 4Rl A" — 7, T}, Vv")
P T T+ Ry da* 4 7, T Vo g

ou w}' represente la 1-forme de connexion finslérienne. Désignons par
€ 1a 2-forme de courbure finslérienne définie par (0.7) et par xj la 2-forme
de courbure de la connexion riemannienne D:
(1.15) Q} = dw;'}" CO;.E/\ w; = %Rl il dwk/\ dwl+Pijkld$kA V’Dl+

+3Q% VoA VY,
(1.16) 7y = dmg+wiA ng = §75,,0° A 0.
En tenant compte de (1.14), (1.15) et (1.16) nous obtenons les tenseurs

de courbure g, en fonction des tenseurs de torsion et de courbure de la
connexion finslérienne par:

(@) @y = Bju+ 39" Bopy B ow+ Qia — 3 (Th R, — T Bo,’) +
+i (ROrik 'Rro,ﬂ - ROfil R?Ojk) + %(Irik rojl - T:lRTOJ'k) ’
(b)  whg = P43V Ro';—4Ve TRy — 1V TH Ry +
+ T3 Vo Tr— 3Vo Th R o — Tri Vo Ty
() #hi = Q%+ ViRo's— ViRyy) + H( B’ Boly Bl r Rty —
—(VoTi Vo T —VoTn Vo Th),
(@) 7y = —(VeTh— ViTh) — VoTh By + 3 (Vi Rion— Vi B s

(e) alg = ViTh+ThTh— 3V VoTh+3Ve T VoTy— 3R —
— AV, Vo T+ 3T Ry, + 3V Ty Vo To + 3B Boyy
) @l = —(ViVoTh—ViVoTh) + 3(VoT™ Ryuy— VoI Rops) s
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®  mu = VaTi— VTt Vo5, B+ 3(ViRoft— ViBof)
(M) g = VVoTh— Vilh — T} Ty — Vo Th Vo Ty — 3Bof, The—
— 4ViRoj — $ Rof's Th— $Rof 2 Rot'y,

(i) ”:;fgi = ViV Ty— ViV T+ 3R Vo T — R, Vo T s
(4) 75, = B+ Qu— 3By i Th— Ry, Tr) +

+ 3 (R Ty — B0 Th) + H(Bloe Bot — Blon Bofls) s
(k) 7y = Pha— T VoTq+ T VoTh+ 3 Bof i Vo Ti+ 3 By Vo T,
() = Qhu— (FoTh VoI — Vo To Vo Th).

2. Courbure sectionnelle. (2) Soit z € V (M), HX et HY deux vecteurs

horizontaux linéairement indépendants en z. On désigne par ,u(Hi' ,HY)

le 2-plan engendré par HX et HY. La courbure sectionnelle en z suivant
4 dans la connexion riemannienne D est:

G(~(HX,HY)HY, HX)
G(HX, HX)G(HY,HY)—GHX,HY)
De la relation (1.16) et compte tenu de (1.3) on obtient:

@1 K =

9(Q(X, )Y, X) 3 |R(X, Y)o
IXA X 4 | XAYIP

(22) Kz, p) = K(z,p) +

ou X = o(HX), Y = o(HY), K est la courbure sectionnelle dans la con-

nexion finslérienne [1] si v = HX et gy le 2-plan engendré par ¥ et HY
alors de (2.2) on obtient:
3 IB(v, X)o|?

23 B ) = K6 i) = g om 7 g0, T
d’our:

(2.4) K(za ) < K(z, py)

il y a égalité si et seulement si:

(2.5) R(v, Y)v =0<R(X,Y)v =0 VXep 'T(M).

Dans ce cas le champ: de sous-espace horizontal z—H, est complétement
intégrable.

(b) La courbure scalaire K dans la connexion riemannienne D est
définie par:

(2.6) K =@ Tgay = g"’(n"ﬂ, + ni;,-;+ n?,»,»—, + n"-';;-;) .
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Des formules donnant les tenseurs de courbure = (section 1, p. 238, 239)
on obtient:

1° gﬂnim = R+Q_%Ri0iji0jkr

2° gitntsy =V, Vol" — VT — T T3 — Vo T}, Vo T% + 1Ry B %,

3° gﬂﬂ?j{l = —[ViT'+T9T5;— V, Vo T+ Vo T}, Vo T, — Ry B'*1,

4° gty = Q— VT, VT + VTV, T,
D’autre part la courbure scalaire R est liée & la courbure scalaire H de la
connexion de Berwald par:

(2.7) R =H+V,TiV,T5—V,T,V,T.
Ainsi K g§’écrit:
(2.8) K =HA42(V,V,T'—V,T,V,T") —2(V;T*+ T,T") — 1 Ry; B**.
De (2.8) il resulte que si K est constante alors:
1°H(X,Y)Z =0 VYX,Y,Zep 'T(M),

2° 6(LT,) =0,

3° §(V;T.) = K/2,
o & (resp. 6) est la divergence de 1-forme verticale LT, (resp. la 1-forme
horizontale V3 T,) et T, désigne le covecteur trace de torsion et H est
le tenseur de courbure de la connexion de Berwald. Nous obtenons donec:

THEOREME. Si la courbure scalaire K de la connexion riemannienne

D de V(M) est constante alors le premier tenseur de courbure de la connexion
de Berwald est identiquement nul et la covecteur trace de torsion satisfait &:

. K
BTN =0, (V3T = =d"

Supposons (M, g) Compacte. Si Hj,; est nul de la troisiéme identité
de Bianchi [1] il resulte aussitét:

(2.9) Rijkl =1 VOT;cj_ Vs VoT;:z‘l“ Vo fr Ve ;k_ VOT;;r Vo ;"l

or la nullité de X entraine [1], p. 38:

(2.10) B = Brgij-

En multipliant (2.10) par ' et en tenant compte de (2.9) on obtient:
(2.11) Vo VoTjk =0

d’ou:

Vo(Tjk VoTijk) = (VoTijk l7oTijk)

or le premier membre est une divergence, W étant compact et par intégra-
tion sur W on obtient:

0= [Vilg(T, Vs Dnle) = [9(V3T, V3 T)ule).
w w
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Ainsi:
Vol =0«P =0

et d’aprés (2.9) le tenseur de courbure R est nul, done (M, g) est loealement
Minkowskienne(!)(*) Si K est constante de la condition 30 il resulte que
cette constante est nulle. Ainsi nous avons, le corollaire suivant:

COROLLAIRE. Soit (M, g) une wvariété finslérienne compacte. Si la
courbure scalaire K de la connexion riemannienne D de V(M) est constante
alors (M, g) est localement Minkowskienne. Cette courbure scalaire est iden-

tiguement nulle et le covecteur trace de torsion satisfait a:
8(LTx) = 0.

3. Structure presque complexe sur V(M). La scission définie par la
connexion finslérienne sur V(M) va nous permettre d’introduire un
automorphisme # de l’espace vectoriel tangent a V(M) en chaque point

du carré —id. En effet si X e TV (M) on pose:

(3.1) S(HX) =VX, S (VX)=-—HX
avec: y(VX) = g(HX).

Alors:
(3.2) F(X) = VI—HX=>s = —id.

Le tenseur de torsion de f, a } prés, s’écrit:

33) ©X,¥) = [#(X), #(V)]-[X, Y1-#[X, 5 (D)]-S[#(X), Y],
quels que soieAnt X ‘et Y sur V(M). Pour calculer r on choisit les champs
de vecteurs X et Y tels que:

(3.4) u(VX) = o(HX) = X, u(VY) =oHY) =Y,

ou X et Y sont des champs de vecteurs sur M. De (3.3) il resulte:

(3.5) o(X,Y) =2s[HX,HY]-2[VX,HY]—-2[HX, VY]

or le crochet [Hj' ) Vf] est vertical, d’aprés 1’équation de structure
(0.6) on obtient:

(!) Ce resultat a été annoncé par H. Akbar-Zadeh dans son rapport au
C. N. R. S. [1963-1964].

() Ajouté aprés épreuve: En fait de VOT"',-k=0 il résulte en dérivant
verticalement et en tenant compte de R = 0:
LAP'THky Ty = — V(LAV TR 7 T ).

Or le second membre est une divergence, il en résulte en intégrant sur W que
Pon a P Tyr=0. Ainsi (M, g) est Minkowskienne.
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plHX, VY] = Vg Y +(V; T)(X, T)
d’ou:
[HX, VY]+[VX,HY] = S(H[HX, HY])
donc (3.5) s’éerit:
(3.6) X, Y) =25 (V[HX, HY)).
D’autre part, d’apres (0.7) on a:

a -

(3.7) VIHX,HY] = — ' (R(X, ¥)v).
Ainsi (3.6) nous donne:

a A

(3.8) or(X, ¥) = 2R(X, Y)v, wr(X,¥) =0
on en déduit le:

THEOREME. Pour que la struclure presque complexe sur V(M) définie
par la connexion finslérienne soit intégrable, il faut et il suffit que le champ
de sous-espaces horizontaus z—H, défini par celle connexion soit compléte-
ment intégrable, c’est-a-dire:

R(X, Y)v =0.

Dans ce cas nous savons, d’aprés Niewlander-Nirenberg que V(M)
admet une structure de variété complexe.

4. Transformations infinitésimales presque complexes. Un champ de
vecteurs sur V(M) sera dit presque complexe §’il laisse invariant 1’opéra-
teur #. Soit exp(#X) un groupe a 1-parametre de transformations locales

A

de M et exp(uX) son prolongement sur V(M). Nous dirons que X est
une t.i. presque complexe si:

(4.1) L(X)#F =0
la relation précédente est équivalente a:
(4.2) [X,(¥)] = #1X, T

quel que soit ¥ € TV (M). Si I'on pose ¥ =  dans (4.2) (ot 9 est horizontal
au dessus de ») on obtient:

(4.3) [X,s(9)] = F[X, ]

or [i , ] est toujours vertical et son image par # est donc horizontal
D’autre part le premier membre de (4.3) est vertical, il en resulte que:

(4.4) F([X,D]) = 0=[X,5] = 0.
Mais cette relation est équivalente a:

(4.5) VIX,HY] =0 VY eyV(M).
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Soit encore:
(4.6) Vas Vi X+R(X, D)o+ (V; TNY, V3 X) =0
c’est-a-dire que X laisse invariant le sous-espace horizontal H,. Inver-

sement supposons X satisfasse & (4.5) on va démontrer que X laisse in-
variant 4. En effet soit ¥ un champ de vecteurs sur V(M) tels que:

p(VY) = o(HY) = Y.
La dérivée de Lie de £ nous donne:
(L(X)s)(T) = [X, 5 HY)]-S[X, HY]+[X, 5(VI)]-s[X, VY]

or [i , HY] étant horizontal des équations de structure (0.6) et (0.7)
on obtient:

S(X,HY) =y (Vs Y —Vup X+T(Y, V; X)).
De méme
[X,FHT)] =X, VY] = p (V3 Y-V X—T(Y, V; X)).
Ainsi:
[X, #(HY)] = (X, HY].
De méme:
(X, #(VI)] = #[X, VY]

donec S est invariant par X. Nous obtenons:

THEOREME. Pour ¢'un champ de vecteurs X sur M définisse une t.i.
presque complexe il faut et il suffit qu’il laisse invariant le champ de sous-
espaces horizontaum H,.

Si M est compacte, on sait que [2] les t.i. qui laissent invariants
les sous-espaces horizontaux H, se composent d’isométries, d’ou:

COROLLAIRE. Soit (M, g) une variété finslérienne compacte, alors le
plus grand groupe connexve de transformations presque complexes coincide
avec le plus grand groupe connexe d’isométries.

5. Structure presque kihlérienne sur V(M). De la relation (3.1)
il resulte que # admet comme composantes par rapport aux repéres
adaptés (0,) la matrice: '

5.1 o — (° 4

J
or de la métrique (1.3) on obtient:

(5.2) G(FX,s5Y) =G(X,Y) VX, YeyV(M)

il en resulte que ’ensemble (£, G) définit sur V(M) une structure presque
hermitienne. D’autre part, posons:
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(5.3) F(X,Y) =G(X,sY) VX, Ye V(M)

on vérifie immédiatement que:

F(X, )= —-#(T, X).

Par rapport aux repéres adaptés & est définie par:
F = g;Vv'ada! = d(v,da’)

la 2-forme #, canoniquement associée a (4, @), est une 2-forme exacte
de rang 2n, par conséquent ’ensemble (£, G) définit sur V(M) une struc-
ture de variété presque kihlérienne. D’aprésle théoréme de la section 3
cette structure est kihlérienne si et seulement si le sous-espace H, est
complétement intégrable.
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