ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
APPLICATIONES MATHEMATICARE
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D. RASCH (Dummerstorf) und R. RAUSCHENBACH (Berlin)

DIE EFFIZIENZ VERSCHIEDENER VERFAHREN
ZUR SCHATZUNG DES NICHTLINEARITATSPARAMETERS
DER FUNKTION 7(z) = a-fexp(ya)

0. Zusammenfassung.

Effizienz hinsichtlich der Maximum-Likelihood-Methode und Erwar-
tungstreue von linearen und quadratischen Quotientenschitzfunktionen
(einschliesslich der Hartleyschen internen Regression), der Trapezsum-
menmethode und der logarithmischen Methode zur Schitzung der Para-
meter § und y wurden fiir 9 Parameterkombinationen (f, y) mit Hilfe
von Simulationen abgeschitzt. Fiir eine Parameterkombination wurden
Effizienz und Erwartungstreue auch fiir ein nomographisches Verfahren
angegeben. Das logarithmische Verfahren erwies sich als wenig effizient
und erwartungstreu. Die effizientesten Verfahren waren die interne
Regression, die Trapezsummenmethode und die nomographische Methode.

1. Einfiihrung.

Die Funktion 5(x) = a+p¢" wird hiufig als Ausgleichsfunktion fiir
solche Zusammenhinge verwendet, deren Kurven ein asymptotisches
Verhalten zeigen und keinen Wendepunkt besitzen. Solche Verhiltnisse
liegen beispielsweise beim postnatalen Wachstum der meisten Haustiere,
bei der Abhingigkeit des Ertrages von der Nahrstoffmenge (Mitscher-
lichfunktion) und bei bestimmten Produktionsfunktionen wvor. Allen
praktischen Fillen ist gemeinsam, dafl zu vorgegebenen Werten «z,, ..., z,
(x; > 0) der Regressorvariablen x Beobachtungswerte vy,,...,¥, vor-
liegen. Man unterstellt, daB die Beobachtungswerte y; um e von den
Funktionswerten 7; = 7(x;) abweichen, wobei die ¢; Realisationen von
Zufallsvariablen &f, die den Erwartungswert Null und die gleiche Varianz
0% haben sind. Die ¢ werden als voneinander unabhiingig vorausgesetzt.
Folglich postuliert man fiir die y; die Modellgleichung

(1) Yi = a+peite (1=1,2,...,n;9<0)
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mit den Nebenbedingungen
E(e}) = 0, Var(e;) = o2 fir alle 4,
Cov(er,ef) =0 fir ¢ #j.

Es soll dariiber hinaus vorausgesetzt werden, da8 die e; normal-
verteilt sind. Aus den n Wertepaaren (x;, y;) gilt es, die Parameter a,
und y zu schitzen. Ist iiber die Art der Verteilung der & nichts bekannt,
so schitzt man die Parameter am besten nach der Methode der kleinsten
Quadrate, kennt man dagegen die Verteilung der &;, so ist die Maximum-
-Likelihood-Methode ein geeignetes Schitzungsprinzip. Fiir den vorlie-
genden Fall, daB die & normalverteilt sind, fiihren beide Verfahren zu
den gleichen Ergebnissen. Schiitzwerte a, # und y wihlt man nach der
Methode der kleinsten Quadrate, so daB der Ausdruck

n
(2) 8 = ) (yi—a—peiy:
ein Minimum wird. Die Schéitzwerte, fiir die § zum Minimum wird, werden
mit a, b bzw. ¢ bezeichnet; sie sind die Maximum-Likelihood-Schitzwerte
(MLS). Die MLS erhilt man aus

1 b
(3) a=—QG@——A4,
n n
v Lop
(4) b= ——
D——AB
n
bzw.
GA AB A2 B
O (r— ) o 42— fo- 4 (1-£2) o o.
n n n n
Hierbei und im folgenden bedeuten

"
. - . .
A = E'GCI"; Bzzmiecx,{; O = E'ezcxt; D = E’wiezcx,;
=1 =1 1=1 =1
(6) -

n n

Y . ; % i

E= )2 F = E Y65 G = Z ¥i; L= E Yiw; e
7=1 =1

=1

Die Gleichungen (3)-(5) erhdlt man durch Umformungen aus den
Normalgleichungen, die entstehen, wenn man die partiellen Ableitungen
von 8 nach a, B bzw. y gleich Null setzt. Aus (5) kann ¢ nur approximativ
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bestimmt und damit koénnen auch fiir ¢ und b nur Néaherungswerte
angegeben werden. Ndaherungswerte fiir ¢ kann man aus (5) iterativ durch
irgendein Verfahren zur Nullstellenbestimmung von Funktionen berechnen.
Wie unsere Erfahrungen zeigten, konvergiert z. B. das Newtonsche
Verfahren sehr schlecht, wenn nicht gute Ausgangswerte fiir die Iteration
zur Verfiigung stehen. Fiir dquidistante x; wurden von verschiedenen
Autoren Tabellen angegeben, mit deren Hilfe die Normalgleichungen
fiir ein leicht modifiziertes Problem niherungsweise gelost werden konnen.
Diese Tabellen konnen auch fiir den hier beschriebenen Fall Verwendung
finden ({2], [4], [5], (6], [11], [12], [13]).

Neben der Maximum-Likelihood-Methode gibt es Schnellverfahren
zur Schitzung von a, f§ und vy, die einfacher zu handhaben und mit
‘Tischrechenmaschinen durchfiihrbar sind, deren Schitzwerte jedoch eine
grollere Varianz aufweisen als die MLS. Die wichtigsten dieser Verfahren
werden in Abschnitt 2 kurz beschrieben. Der Sinn dieser Arbeit ist, eine
Aussage dariiber zu erhalten, wie stark die Varianzen der Schiatzwerte
nach den einzelnen Schnellverfahren von der Varianz der MLS abweichen.
Zu diesem Zweck wurden Simulationsexperimente durchgefiihrt, die in
Abschnitt 3 beschrieben werden.

2. Schnellmethoden zur Schiitzung der Parameter o, § und y.

2.1. Linearisierung durch Logarithmieren. In zahlreichen Lehr-
biichern der Statistik wird vorgeschlagen, die Funktion #,(2) = 5(2)—«a
bzw. bei unbekannten o, aber vorliegendem Schitzwert a die Funktion
71(@) = 5(2)— a zu logarithmieren und fiir Iny,(+) bzw. Inz,(2) ein neues
Regressionsmodell

(7) Iny; = Inf+ywi+e

anzusetzen. Die Schitzwerte b und ¢ aus diesem Modell sollen gleichzeitig
als Schitzwerte fiir § und y in (1) verwendet werden. In (7) bedeutet
y; entweder y;—a oder y;—a. Die Schitzwerte b und ¢ fiir das Regres-
sionsmodell (7) erhdlt man nach den Methoden der linearen Regression
aus

i Z:Migllny’

S any;—— ,'; -
(8) =" WA
und

1 , ¢
(9) Inb = — E Iny;— — ;.
n 4 " &
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2.2. Die Trapezsummenmethode von Verhagen. Verhagen [14] schlug

vor, die Integrale I(x;) f n(x)dx (1 = 2,3, ..., n) durch Trapezsummen

n

(9) T(@) =4 D (W +u)- (@—2_0) = T

i—2

(¢ =2,3,...,n) zu approximieren. Wihlt man x, = 0 (das ist o. B. d. A.
moglich), so gilt

(10) 1(x;) :f (a+pe")dx = ax; +19- (e7i—1).
0 14

Setzt man in (10) I(x;) ~ IT;, so ergibt sich
(11) Y = yTi—ayx;+a+p+e  (0=2,...,n)

als neues Regressionsmodell.
Dieses Modell kann nach den Methoden der linearen Regression

behandelt werden. Aus der Forderung ) ¢ = Min erhdlt man drei Nor-
=2

malgleichungen, die nach den Schitzwerten a,, b,, ¢, aufgelost, die Form

STu S:z:a: - STz: S:cy

R T B
Sre— x
(12) gy = Zo01: 8o

haben. In (12) bedeuten

und

2.3. Ein nomographisches Verfahren. Von Rasch und Stammberger
[10] Rasch [9] wurde ein nomographisches Verfahren zur Schitzung der
Parameter des Regressionsmodells (1) entwickelt. Man geht bei diesem Ver-
fahren von einem Schitzwert a fiir « aus und bildet die Differenzen
y: = a—y;. Die y; und die zugehorigen «; trigt man auf den entsprechen-
den Skalen eines Nomogamms ab und verbindet die erhaltenen Punkte
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durch Geraden. Wenn alle ¢; = 0 wiaren, wiirden sich die Verbindungsgera-
den von z; zu y; in einem Punkt schneiden. Fiir ¢; # 0 gibt es mehrere
Schnittpunkte, deren Schwerpunkt man abschitzen mufl. Fiir diesen
Schwerpunkt liest man auf den Netzskalen die Schitzwerte b und ¢ ab.
War « ein schlechter Schitzwert, so ergeben sich fiir die Schnittpunkte der
erwihnten Verbindungsgeraden Gleitkurven. Um die Schéitzung zu ver-
bessern, kann man aus den Schitzwerten b und ¢ aus einem zweiten
Nomogramm einen neuen Schitzwert fiir o erhalten und das Verfahren
wiederholen.

Die im folgenden beschriebenen Verfahren sind nur fiir 4quidistante
x; anwendbar.

2.4. Das Verfahren der internen Regression von Hartley. Von Har-
tley [3] wurde zur Schéitzung von a, f und y das Verfahren der internen
Regression fiir dquidistante »; verwendet (x;,, = x;+ d). Hartley kommt
durch Approximation der Differentialgleichung % = y(yp—a) (deren
Integral #(z) ist) durch eine Differenzengleichung nach einigen Umfor-
mungen zu dem Regressionsmodell

(13) ¥i =k, Y+ kowi+ ka6, (1 =1,...,n).
In (13) bedeutet
Yi=Y 1 +3yiaaty) (=2,...,n)
und Y, = —4y1— %2+ Yst+ ...+ Y n_1) =34y ny, fiir ungerade n bzw. ¥, =

2 2
= —3y,— (Yo +Ys+ ...+ y,) fiir gerade n; ferner gilt

ky 2+k,
= — =In—0-w; = a—Kks.
(14) a dkl ’ y 2 _kl ’ ﬂ a 3
Aus (13) kann man nach den Methoden der linearen Regression
k,, k, und k, schitzen; setzt man diese Schitzwerte an Stelle der Para-

meter in (14), so erhidlt man Schitzwerte ag, by und cy fir a, 8 bzw. y.

2.5. Die Quotientenschiitzfunktionen. Von Patterson and Lipton [8]
wurde gezeigt, dafl die Methode der internen Regression der Spezialfall
eines allgemeineren Schitzprinzipes, der Quotientenschitzfunktionen Q. S.
fir dquidistante x; ist.

Als Q. S. fir o = ¢ bezeichnet man Ausdriicke der Form

n
Z WY
1=2

(15) r=—.
22 WiYi
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Es werden besonders 2 Haupttypen, die linearen Q.S. (w; konstant)
und die quadratischen Q. S. (die w; sind lineare Funktionen der y;), ver-
wendet. Ist & eine quadratische Matrix der Ordnung n—1 von von o
abhingigen Konstanten und '

I)i = (Y19 Y2y +++y Yn_1) bzw.

D2 = (Ya, Yay ---, Yn), S0 kann man die quadratischen Q.S. in der
Form
9,3 (P11 9.)
(16) r(p,q) =rplg) ==
brd / 9,9 (pY:+ 992)

schreiben. Zwei quadratische Q.S. mit gleichem Quotienten p/q sind
gleich. Patterson [7] konnte zeigen, da man durch geeignete Wahl
von ¢ quadratische Q. S. erhalten kann, die fiir bestimmte Parameter-
werte o = p, Minimalvarianz besitzen; solche quadratischen Q. S. werden
als Q. S. vom Typ r(g,, P/q) bezeichnet. Patterson and Lipton [8] zeigten,
daB das Verfahren der internen Regression einer Schitzung von o mit
einer Q. S. vom Typ r (1, 1/1) entspricht.

Aus dem Schitzwert r fiir ¢ erhdlt man einen Schitzwert ¢y fiir y
aus ¢o = Inr. Schitzwerte agp und by fiir a und p konnen durch lineare
Regression von ¢@% auf y; aus dem Regressionsmodell

(17) Yi = a+peei+e

berechnet werden.

3. Simulationsexperimente.

3.1. Beschreibung der Experimente. Da allgemeine Formeln fiir die
relative Effizienz der unter 2 angefiihrten Verfahren bezogen auf die
Maximum-Likelihood-Methode nicht vorliegen, sollte mit Hilfe der Monte-
-Carlo-Methode gepriift werden, ob bestimmte Schnellverfahren bei
geringerem Arbeitsaufwand trotzdem zu befriedigenden Ergebnissen
fithren. Interessant ist in diesem Zusammenhang die Erwartungstreue
und die relative Effizienz ausgedriickt als Quotient der Varianz eines
MLS zur Varianz des gleichen Schiitzwertes nach der Vergleichsmethode
bzw. die entsprechende Prozentangabe.

Es wurde folgendes Simulationsexperiment durchgefiihrt, dem etwa
die Verhiltnisse beim Wachstum der Hohenmafe von Rindern entsprechen.
Ausgehend von einem festen Wert fiir a = 135 (a beeinfluflt weder die
Erwartungstreue noch die Effizienz von Schitzverfahren), wurden fiir
. = —50, B, = —60 bzw. 3 = —70 und y, = —0,04, y, = —0,05 bzw.
yg = —0,06 die 9 moglichen Parameterkombinationen (a, f;, yz) (4, %
=1, 2, 3) betrachtet.
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Fir 17 z-Werte ; = 5(¢—1) (¢ =1, ...,17) der Regressorvariablen
ergaben sich daraus fiir jede Parameterkombination die Funktionswerte
n; = n(x). Das im folgenden beschriebene Vorgehen kam fiir jede Para-
meterkombination zur Anwendung. Aus den #; erhielten wir , Beobach-
tungswerte” y;, indem wir entsprechend der Modellgleichung (1) Fehler-
glieder ¢; addierten. Die ¢; wurden als Realisationen einer normalverteilten
Zufallsvariablen mit Erwartungswert Null und Varianz 0,6 erzeugt. Die
Rechenarbeiten wurden auf dem Rechenautomaten ZRA 1 des Rechen-
zentrums der DAL durchgefiihrt.

Das Verfahren zur Erzeugung der normalvertelten Zufallsvariablen
wird in Abschnitt 3.2 beschrieben. Zu jeder Reihe von Funktionswerten
(1 = 1,...,17) (d.i. fiir jede Parameterkombination) erzeugten wir
100 Reihen von Beobachtungswerten y;(i =1,...,17; j =1, ..., 100).
Aus den y; wurden fiir jedes j die Parameter a, 8 und y nach folgenden
Verfahren geschitzt:

1. Maximum-Likelihood-Methode.

2. Logarithmieren.
3. Trapezsummen.
4. Interne Regression.
5. Q. S.
_ 4Y15+Y10—5Ys
' 4910+Ys—5Y,
6. Q.8S.
Fy = 4Y 16 +Y11—5Ys .
4Y11+Y6—5Y,
7. Q. S.
o= 4935 —4Y15Y10—3Y15Ys — Y15 Yo — Y10+ TY10¥s —Y10Y0—3Y +2¥5 Yo
? 4Y15Y10—4Y15Y0—4YT0+4Y 10 Yo+ 295 —4Y5 0+ 295 |
8. Q. 8.

4y3e —4Y16Y11—3Y16¥6 —Y16Y1— Y11 + TY11¥s — Y11 Y1 —3Ye +2¥6 ¥,
4y 16911 — 416Y1— 41 H4Y 11295 — 4y, + 297

7, und 7, sind lineare Q. S. mit 4 Beobachtungswerten; formal sind 7,
und 7, (und auch r; und r,) identisch, die Beobachtungswerte in r, (und r,)
liegen um 5 Einheiten hoher als in 7, (bzw. 73). Kompliziertere lineare
Q. S. zu wihlen ist zu aufwendig. r; bzw. 7, sind quadratische Q. S. mit
den gleichen Werten y; wie 7, bzw. r,. Es sollte gepriift werden, ob sich
der erheblich hohere Rechenaufwand fiir quadratische Q. S. lohnt.

Fiir jede der 100 Beobachtungsreihen ergaben sich nach jedem Ver-
fahren 100 Schatzwerte a;, b;, ¢; (¢ =1, ...,100) aus denen das arithme-
tische Mittel (@, b bzw. ¢) und die Varianz (s, s; bzw. s2) berechnet wurden.

Ty, =
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Den Schiatzwert a fiir das Verfahren des Logarithmierens berechneten wir
nach Max(y;)+1 = a.

3.2. Die Methode der Erzeugung normalverteilter Zufallsvariablen.
Alle rechentechnischen Arbeiten wurden auf dem digitalen Rechenauto-
maten ZRA 1 durchgefiihrt. Es bot sich daher an, einen Zufallszahlen-
generator zu verwenden, der die Besonderheiten dieses Automaten weit-
gehend ausnutzt. Es wurde ein im Rechenzentrum des Zentralinstituts
fiir Kernforschung Rossendorf entwickelter Generator verwendet. In diesem
Generator wird der groflen Flexibilitit des ZRA 1-Befehlswortes und
den speziellen Eigenheiten des Automaten Rechnung getragen; dadurch
ergab sich auch eine verhidltnismifig kurze Rechenzeit.

Der Generator unterscheidet sich von anderen gebriuchlichen Gene-
ratoren vor allem durch das Mitvarieren einer Hilfsgroe eines zweiten
Parameters 4 unabhingig von den Werten der Pseudozufallszahl z;.
Dieses Mitvarieren wird mittels einer Indexoperation eines Indexregisters
(zyklisch Datum) hervorgerufen. Da diese Operation neben den Rechen-
operationen durchgefithrt wird (die einzelnen Operationen im Befehls-
wort werden parallel abgearbeitet!) ist hierbei keine zusitzliche Rechenzeit
erforderlich. Der Wertebereich dieses zweiten Parameters A besteht aus
allen 2% verschiedenen Werten des Datumsteiles eines ZRA 1-Wortes.
Diese Werte werden aber nicht in natiirlicher Reihenfolge angenommen.
Das Verfahren zur Erzeugung der Pseudozufallszahlen z; kann dem
Prinzip nach folgendermaflen dargestellt werden:

(18) @iy1 = A*(2;)+ 4 = A ()
und
(19) Zig1 = ¢(®iy1)-

Zundchst zu (19): Man erhédlt in (18) nur eine Zufallsinformation,
und zwar ein Wort von gewohnlich 40 Stellen. Aus diesem Wort
wird mittels der logischen Operation ,&” mit Hilfe einer dualen Siebzahl,
die m hintereinander besetzte Stellen hat, ein Teil eliminiert. Dieser Teil
wird dann als Zufallszahl z; , interpretiert, er besitzt m Stellen.

Zu (18): Beim Algorithmus A* wird eine Linksverschiebung von
x; vorgenommen und mittels der logischen Operation ,,&” mit Hilfe einer
weiteren Siebzahl ein Teil eliminiert; von der so erhaltenen GroBle wird
x; subtrahiert.

Da sich die Grofle 2 unabhéingig von x verindert, kann man sagen,
daB bei Wiederholung eines Wertes von # 4 kaum wieder denselben Wert
aufweisen wird. Damit ist der Algorithmus A in bezug auf z erst recht
nicht mehr eindeutig, da nicht alle Stellen von z zu 2z gehoren. Sie werden
aber beim nichsten Schritt wieder mit verarbeitet.
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Da die analytische Formulierung der Algorithmen wegen der ver-
wendeten Operationen nicht einfach ist, wurde auf eine solche Dar-
stellung verzichtet. Der Generator wurde in einer Version von 7 ZRA
1-Befehlszeilen verwendet; innerhalb dieser Zeilen gibt es keinen Zyklus,
ein Durchlauf liefert eine gleichverteilte Pseudozufallszahl.

Zur Gewinnung von Zufallszahlen y mit einer normierten Normal-
verteilung aus gleichverteilten Zufallszahlen 2z wurde folgende Beziehung
verwendet:

(20) y =12 (Zz——z"i) (n > 15).

n
i=

3.3. Ergebnisse. In Tabelle 1 wurden die wichtigsten Ergebnisse
der Simulationsstudie aufgenommen. Um eine Aussage iiber die Erwar-
tungstreue der einzelnen Verfahren zu ermoéglichen, enthilt die Tabelle
die Mittelwerte der Schiatzwerte fiir a, f§ und y aus den 100 MeBreihen.
Die geringsten Abweichungen von den Parameterwerten weisen die
Maximum-Likelihood-Methode, die Trapezsummenmethode und die Me-
thode der internen Regression auf. Eine Abhingigkeit von g und von y
(im betrachteten Bereich) ist nicht erkennbar. Die effizienteste Methode
ist die der internen Regression mit einer Effizienz nahe 1 fiir alle Para-
meterkombinationen. Die Effizienz der Q. S. ist niedriger als nach Rasch
und Stammberger [9] fir die Kombination (8,,y;) zu erwarten war.
Mit wachsendem y nimmt die Effizienz der Q. S. fiir alle § ab. Die Effizienz
der Q. S. mit den um 5 Monate spiter liegenden Terminen ist stets geringer
als die der Q.S. mit den friiheren Terminen. Die quadratischen Q. S.
haben in den meisten Féllen keine hohere Effizienz als die linearen. Die
Effizienz des logarithmischen Verfahrens nimmt mit wachsendem y zu
und mit wachsendem g leicht ab. Die Trapezsummenmethode ist nach
der internen Regression das effizienteste Schnellverfahren; seine Effi-
zienz wird von g und y kaum beeinfluflt. Fiir die Variante § = —50, y =
—0,05 wurden die Parameter der 100 Mefreihen dach der nomographi-
schen Methode geschitzt. Als Mittelwerte der Schitzwerte erhielten wir

@a=1353,64, b= —50,06, ¢ = —0,0487.
Die Effizienz hinsichtlich der Schitzung von ¢ betrug 0,48. Das entspricht

etwa dem von Rasch und Stammberger [9] gefundenen Wert fiir eine
Beobachtungsreihe.
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EFEKTYWNOSC ROZNYCH METOD ESTYMACJI PARAMETRU NIELINIOWEGO
FUNKCJI 4 (z) = a+fexp(yx)

STRESZCZENIE

Za pomoca metod symulacyjnych zbadano efektywnosé (w odniesieniu do metody
najwiekszej wiarogodnosci) i nieobecigzonoéé nastepujacych metod estymacji para-
metréw B i y: ilorazowe funkcje estymacyjne typu liniowego i kwadratowego (w tym
wewnetrzna regresja Hartleya), metoda trapezow i metoda logarytmiczna. Symu-
lacje przeprowadzono dla 9 kombinacji parametréow (B8, y). Dla jednej kombinacji
parametréw podano ponadto efektywnos&é i nieobciazonosé pewnej metody nomogra-
ficznej. Malo efektywna i mocno obciazona okazala sie metoda logarytmiczna. Naj-
bardziej efektywnymi byly: wewnetrzna regresja, metoda trapezéw i metoda nomo-
graficzna.
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A. PAI (dymmepcropd) u P. PAVHIEHBAX (Bepnnn)

3OOGEKTUBHOCTb PA3HBIX METOJIOB OLIEHKHM HEJMHENHOI'O TINAPAMETPA
OYHKIINU 7 (x) = a+pexp(yx)

PE3XOME

ABropsl npumeHsawT Meton Monrte-HKapao paa onmenku sddektuBHOCTH (1O
CPaBHEHMI0O C METOAOM MAaKCUMYMa NpPaBROMORO0OMA) M HECMEIEHHOCTH CJe[yIInX
METOJ0B OIeHKH MapaMeTpoB f M y: MeTOAH JMHeNHBIX M KBaZpaTHHX QyHKUM
OlEHKM (BKIKWYas BHYTPeHHIOI0 perpeccuio Xapriaes), MeTof Tpameuuti u gorapudmu-
yecknii Meton. McmuranuA nmpoBefeHH AuA 9 womOuHauuii mapamerpor (f,y). Has
OoAHOH KOMOMHAUUM [RAETCA TakKe 3PQEeKTUBHOCTD UM HECMEIleHHOCTh HEeKOTOpOro
HoMmorpaduyeckoro meropa. Jlorapupmuueckuit MeToix OKazaICA Mad0 d3PPeKTHBHHM
U cMIbHO cMeleHHHM. Haiibonee adpfeKTUBHBIMM OBIN: BHYTPEHHAA perpeccus, MeTOx
Tpaneluilt U HoMorpaguueckuit MeTond.

D. RASCH (Dummerstorf) and R. RAUSCHENBACH (Berlin)

EFFICIENCY OF SEVERAL METHODS OF ESTIMATING THE NON-LINEAR
PARAMETER OF THE FUNCTION 7 () = a+fexp(yz)

SUMMARY

Efficiency with respect to the maximum likelihood method and unbiasedness
of estimating the parameters 8 and y by linear and quadratic estimation functions
of a quotient type (including Hartley’s internal regression), by the trapezium method
and by the logarithmic method were investigated. For this purpose the Monte Carlo
method has been applied and 9 combinations of parameters (8, y) were examined.
For one combination of parameters this was done also for a nomographic method.
The logarithmic method proved to be mostly biased and of little efficiency. The most
efficient methods were the internal regression (0,96-1,00), the trapezium method
(0,40-0,64), and the nomographic method (0,48).



