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TWORZYW O ZANCUCHOWEJ BUDOWIE CZASTECZEK

Wstep. W fizykochemii polimer6w uzywa sie czesto, np. przy ba-
daniu ich wlasnofei mechanicznych, statystyki wewnatrzczasteczkowej
opisujacej wzajemne polozenie koncéw lancucha czastek.

Stosowana zazwyczaj statystyka Gutha i Marka [6], uzyskana w ro-
ku 1934, opiera si¢ na zatozeniach niedostatecznie uzasadnionych, a spro-
wadzajacych si¢ do przyjecia matematycznego schematu jednowymiaro-
wego, skokowego bladzenia przypadkowego, przy czym jeden skok od-
powiada w tych schemacie jednemu ogniwu lancucha czgstek.

Z matematycznego punktu widzenia omawiane zagadnienie jest
rozwigzaniem pewnego szezegélnego przypadku zagadnienia bladzenia,
w ktéorym pierwsze wyniki otrzymali Kluyver [7] i Rayleigh [8].

Trefcia niniejszej pracy jest ustalenie nowej statystyki wewnatrz-
czasteczkowej opartej na bardziej uzasadnionych zatozeniach fizyeznych,
jak tez okreflenie wyrazen asymptotycznych omawianej statystyki, na-
dajacych sie do zastosowan praktyeznych.

1. Zalozenie. Badania strukturalne, przeprowadzone przy uiyciu
promieni Roentgena, pozwalaja stwierdzié, ze budowe laricucha czgstek
polimeru mozna, w wigkszosei przypadkéw, wyobrazié jako lancuch
utworzony z wigzali chemicznych o jednakowej dtugodei !, odchylonych
od siebie o staly kat y (bedacy katem wigzania chemicznego) i zamoco-
wanych w ten sposéb, ze mozliwy jest obrét jednego wigzania chemicznego
wzgledem drugiego. Przedstawione to zostato na rysunku 1. Przez sta-
tystyke wewnglrzczqsteczkowq rozumie sig rozklad prawdopodobieristwa
odlegtofci B miedzy koricem i poczatkiem laicucha skladajacego sie
z n yogniw”, czyli wiazan chemicznych. Aby wyznaczyé ten rozkiad,
rozpatrzono uklad przedstawiony na rysunku 2, na ktérym R, oznacza
odleglodé konea lanicucha n czastek od jego poczatku, przy czym poczatek
ten umiejscowiono w poczatku pewnego, prostokatnego ukladu wspél-
rz¢dnych. Zgodnie z rysunkiem 2 oraz wprowadzonymi tam oznaczeniami,
moZzna napisaé zaleznofé rekurencyijng

(1.1) Ry =R _,+1*—2R,_,lcosay,,
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skad

n—1

(1.2) R = nlz—ZIZ R,co8a,,,.
1

Przy uzyciu oznaczen z rysunku 2 mozna tez znalezé zwiazek okreflajacy
Cosa,

(1.3) cosq, = sinysinf, ;cosp,— cosycosf,_,,
gdzie
. R, 5 .
(1.4) sing, ; = 7 > gina,_,,
y—1

a ¢, oznacza kat obrotu jednego wigzania wzgledem drugiego, to jest
kat miedzy plaszezyzng wyznaczong przez (v—1)-sze wigzanie oraz po-
czatek ukladu wspélrzednych i plaszezyzng wyznaczong przez wigzania
(v—1)-8ze oraz v-te. Katy ¢, traktujemy jako niezalezne zmienne losowe
o rozkiadzie réwnomiernym w przedziale (0, 2x).

~ ZM-476 M-477
Rys. 1 : Rys. 2

Ziwigzki (1.2), (1.8) i (1.4), ze wzgledu na ich skomplikowang budowe,
nie rokuja nadziei na uzyskanie rozwigzania nadajacego sie do zastosowan
praktycznych. Mozna jednak, jak to wykazal Eyring [4] opierajac sie
na pracy Rayleigha [8], wyznaczyé éredni kwadrat odlegloéci R: miedzy

koticem i poeczgtkiem laficucha. Z bl@dem wzglgdnym rzgdu 1/n wielkosé
ta wyraZa si¢ wzorem

— 1+0081p
1-5 = z———-——-———,
(1.5) R =l T cosp
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. W oparciu. 0 powyzsze rozwazania, w celu uzyskania w spos6éb przy-
blizony poszukiwanego rozkladu, a jednocze$nie popelienia mozliwie
malych bledéw, wprowadzamy nastepujace zalozenia:

(a) Lancuch czgsteczek sklada sie z jednakowych elementéw o diu-
goscl A okreflonej zwigzkiem

1-4-cosyp

1.6 2 =12 .
(1.6) VZ 1—cosyp

(b) Elementy laficucha s3 polaczone ze soba przegubami kulistymi,
pozwalajacymi na odchylenie osi jednego elementu od drugiego o dowolny
kat w przestrzeni. N

(¢) Poszezegllne elementy laricucha nie dziataja na siebie, to ZDACZY
obrét sgsiednich czgsteczek dokola osi wigzania jest swobodny.

(d) Kazde polozenie w przestrzeni wigzania chemicznego w stosunku
do wiazania poprzedniego jest réwnie prawdopodobne.

Najbardziej dyskusyjnym wydaje sie zalozenie (b), gdyz w rzeczy-
wistogei, zgodnie z wynikami badan rentgenograficznych, kat ten przyj-
muje warto§¢ stalg v z przedzm}u [o, 7c] Wobec tego jednak, ze przy
ilo§ei wigzan

, , 2m
(1.7) n> —

Y.
punkt koticowy lancucha moze sie¢ spotkaé z jego punktem poczatkoWym,
wydaje sie, ze przy spelnieniu (1.7) zaloZenie (b) nie powinno dawaé
duzych bl@dow

2. Sformulowame zagadmema. Py‘tamy, jaka jest ggstoaéé prawdo-
podobienstwa odlegloci B konca lancucha skladajacego sie z n ogniw
od jego poczatku. Przy zalozeniu, ze poczatek lanicucha znajduje sie
w poczgtku pewnego prostokatnego ukladu wspélrzednych, wspéhrzedne
korica lancucha mozna wyznaczyé przy uzyein zwigzkéw |

: n n - o n
(2.1) o=, y=dw =
1 1 1
gdzie ;, y;, 2; oznaczaja rzuty i-tego ogniwa na osie uklada wspoéirzednych.
Zdefiniowane wyzej wielko§ei spelniaja oczywifcie réwnania
x; = Acosa;,
Y = Acosf;,

2, = ACO8Y;,
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gdzie o;, f;, y; sa kgtami, jakie i-te ogniwo tworzy z osiami wsp6lrzed-
nych. Mozna nast¢pnie wprowadzié wspéirzedne bezwymiarowe
&y 2

(2.2) == m=3, =2,

zZ czego wynika

£ =cose;, 1y =cosf;, ;= cosy,.
W dalszych rozwazaniach wystarczy badaé jedynie zaleznosé
(2.3) & = cosay,

gdyz pozostate zbudowane s3 analogicznie. Wreszcie przy pomocy ozna-
czell (2.2) mozna zapisaé zaleznofei (2.1) jako

n

(2.4) s=f& n=Dm t=,
1 1 1

gdzie &, 7, { oznaczaja wielko§ei bezwymiarowe, odpowiadajace wsp6l-
rzednym a, y, 2z kofica larfcucha.

Sformulowane na wstepie zagadnienie mozna rozbié na trzy etapy:

1. ZnaleZé rozklad zmiennej losowej X;, ktérej realizacjg jest wiel-
ko§é &; (ze wzgledu na przyjete zalozenia rozklad ten jest jednakowy
dla wszystkich wartosci indeksu ¢ oraz identyezny z rozkladem pozosta-
lych wspéirzednych).

2. Zmaleté rozklad zmiennej losowej X, ktérej realizacja jest wiel-
kosé ¢&.

3. ZnaleZé rozklad zmiennej losowej %, ktérej realizacja wyraza sie
wzorem

(2.5) P o 1/52+,72+¢-2.

3. Rozwigzanie. Zalozenie (d) pozwala na stwierdzenie, ze dowolne,
i-te ogniwo laricucha zajmuje w przestrzeni pewne polozenie okre§lone
katem brylowym y z réwnomierns gestofcig prawdopodobienstwa

| 1
(3.1) . p(1) =P = =

Gestosé prawdopodobieristwa, g(a;) kata, jaki dane ogniwo tworzy z osig 2,
jest réwna

(3.2) g(e) = }sing;, 0<a; <.



Statystyka wewnglrzezqsteczkowa tworzyw 97

Jezeli nastepnie przez f(&;,1) oznaczymy gesto§é prawdopodobieristwa
zmiennej X;, czyli gesto§é prawdopodobienstwa rzutu ogniwa jednostko-
wej dlugosei na of x, to z zaleinoSci

(3.3) f(&,1) = g(ai)l das
! d51,

oraz

(3.4) §; = CO8ay

otrzymamy

(3.5) fl&,1)=14%, &l <1.

W ten spos6éb pierwszy etap zagadnienia jest juz rozwigzany.

W celu okre§lenia rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej X mozna,
postuzyé sie funkecjami charakterystycznymi. Funkeja charakterystyczna
rozkiadu (3.5) jest okreslona przez

1
. sint
(3.6) wlt) = [ (g, 1k = —.
iy |
Z rzatozenia (¢) wynika, Ze zmienne &; (i =1,2,...,%) 83 niezalezne,
zatem funkecja charakterystyczna zmiennej X jest réwna
sing\"™
(3.7) p(t) = ¢ (t) = (T) .

Gestosé prawdopodobienstwa f(&,n) zmiennej X okrefla sie zwigzkiem

(3.8) fEm = [ (Si?t)ne““edt.

Korzystajac z parzystoSei funkeji charakterystycznej (3.7) poszu-
kiwang gestosé prawdopodobierstwa mozna, przy uiyciu (3.8), napisaé
w postaci

(3.9) | , | (&, n) = % f (il;f-)ne—“fdt.

Biorge pod uwage budowe funkeji podcatkowej nie mozna rokowaé na-
dziei na analityczne obliczenie calki. Mozna jednak zastosowaé, zgodnie
z [6], nastepujaey proces iteracyjny

(3.10)  fEER) = [ £ DS Ba,

Zastosowania Matematyki, Tom VIII, z. 2 7
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skad znajduje sie ostatecznie

&—1
1
(3.11) & ) =5 [ s, war.

§+1
Biorge pod uwage funkeje (3.5) mozna wiee, na podstawie (3.11), zgodnie

z Cramérem [3], uzyskaé ostatecznie poszukiwany rozklad gestosei praw-
dopodobieristwa w postaci ‘

1 ;] (Eme "
B12)  f(&m) =3 (n—1)! Z (—1)’(1’)(54_%_2”)“_1’.
r=0

gdzie gérng granicg sumowania jest cze§¢ calkowita liczby (&+n)/2.
Dla pierwszych liczb kolejnych n = 1, 2, 3 otrzymuje si¢

f&1) =5, [&<1,

fl§,2) =1(6+2), —-2<¢<0,

f(&,2) = {(§4+2)—3(6+2—-2), 0<éE<2,

f(£,8) =5(6+3), —38<é&<-—1,

f(&,3) = (482 —{(E+1)?, —-1<é&<1,

F(&,3) = 4(E+3P—A(E+10+5(6—1), 1<E<8.
'Uzyska,ne gestosei (3.13) naszkicowano na rysunku 3.

(3.13)

L0

%)
N

— FIE,2)—I- 05

= -
= =2 -1 0 ? :
M-478

Rys. 3

Rozwiazania trzeciego etapu postawionego zagadnienia, czyli okres-
lenia gestosei w(r, n), gdzie » okreflone jest przez (2.5), niestety nie udato
81§ autorowi uzyskaé postepujac tg droga, ze wzgledu na nie do pokonania
trudnosci obliczeniowe. Pozostaja wiec jedynie do zastosowania metody
asymptotyczne, prowadzace prostg droga do celu.
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4. Rozwigzanie asymptotyczne. W zastosowaniach praktyeznych
mamy do czynienia najezeSeiej z duzymi warto§ciami n (zazwyezaj n
jest rzedu 10%), tak ze zupelnie zadowalajaca dokladno$é uzyskuje sie
stosujac rozwigzania asymptotyczne rozwazanego problemu.

Mozna tu zastosowaé twierdzenie Lindeberga-Levy’ego [3], napisa-
ne w postaci

n
‘ [Z & ] 1 "
4.1 lim P = — fe-“z’zdu
( ) N—>00 Gl/n 21: -~ 00
Iub tez, po odpowiednim przeksztalceniu,
]

(4.2) (2 £ < z) e = | e-hnargy,

oV 2rn %

W zwigzkach tych o oznacza odchylenie §rednie kazdej ze zmiennych X,
Jezeli teraz okreslié wartosci

B(X) = [&f(&, 1)d6 =0,
(4.3) -

o =B(X)) = [E&f(&, 1)k =14,
-1

wéwezas asymptotyezng gestosé fu(&,n) poszukiwanego rozkladu praw-
dopodobienstwa, zgodnie z (4.2), okres§la wzoér

(4.4) fo(&,m) = l/?:_; e—3%an

Funkecja (4.4) jest gestoScig rozkltadu Gaussa, zatem, postepujac np.
wedlug [5] i zauwazajae, ze zmienna losowa %#* ma rozklad y? Pearsona
o trzech stopniach swobody, otrzymuje si¢ ostatecznie jako asymptotycz-
ng gesto§é rozkiadu zmiennej losowej # gesto§é Maxwella

3/2
3 g—arz’zn .
2ntn

(4.5) We(r,n) = 41:1'2(

Tak wige uzyskano odpowiednie rozwigzania asymptotyczne postawio-
nego problemu. Pozostaje jeszcze przedyskutowanie uzyskanych wynikéw,
Jak tez i analiza popelianych bledéw.

5. Dyskusja wynikéw. Jest rzecza intercsujacs, ze redni kwadrat
promienia #, obliczony z rozkladu (4.5), pokrywa si¢ z uzyskana na in-
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nej drodze wartofcia (1.5). Biorge pod uwage gesto§é prawdopodobien-
stwa (4.5) 1 obliczajac

(5.1) 17,2,, = f 20, (r, n)dr = n,
H

a nastepnie wykorzystujac zwiazki (1.6), (2.2), (2.5), znajduje sie potwier-
dzenie wyzej sformulowanego stwierdzenia.

Rzad wielkodci popelnianego przy stosowaniu rozkladu asympto-
tycznego bledu mozna okre§lié postugujac sie twierdzeniem Craméra,
Essena i Berry’ego [2], napisanym w postaci

J |8
(5.2) (g, m)—Fu(&, m)] < 1,88 202il)
a*Vn
gdzie F' i F, oznaczaja wartoSci dokladnej i asymptotycznej dystry-
buanty zmiennej X.
Znajdujac zgodnie z (3.5)

(5.3) E(X) =1 o =@EF)"

mozna w miejsce (5.2) napisaé oszacowanie
(5.4) |F (&, n)—F, (&, n)] < ——.
Va

Wreszcie nalezy zauwazyé, ze rozklad (4.4) rézni si¢ wartodcia parametréw
od rozkladu Gutha i Marka [6]
Tu( y ) =

e—ézlzn
Vorn

o okolo 50°/, i pokrywa si¢ z poprawionym do celéw dog§wiadczalnych
rozkladem, proponowanym przez Alfreya [1], a dajacym bledy rzedu
10-20°/, w poréwnaniu z wynikami badan rentgenograficznych.

Na zakonczenie autor pragnie wyrazié glebokie podziekowanie Pro-
fesorom J. Oderfeldowi i K. Urbanikowi oraz Docentowi J. Fukaszewi-
czowi, dzigki ktérych uwagom krytycznym praca niniejsza przyjela
przedstawiong postad.
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A. BHIBYNHBCHH (Bapmasa)

BHYTPHMOJIERYJIAPHAA CTATHCTHKA BEINECTB C I[EIIHBIM
CTPOEHHEM YACTHI[

PESIOME

Pa6ora KacaeTcs yCTAHOBJEGHUA INIOTHOCTE BEPOATHOCTH [JIMHH 3IE€MEHTOB
ofpasylomux faHHoe BemectBo. lccrexyoTcs Noxpo6HO NpuGAMIMKEHHEE MeTONH
HOJAYYEHHMs MCKOMOrO paclIpeResneHusd, a IOTOM, HCXOLA M3 BO3MOMKHO HAuboJoe TOU-
HHX (U3HYECKUX NPE/NOCHIOK, KacaloMMXCA CTPOCHHA PAacCMATPHBAEMOTO BELIecTBa,
AONyueHo TOYHOE YACTUUHOQ pemenue (3.1) mocrapuenHoit sapaun. Buyg aToro pemenns
He NPHUrofleH K NMPAKTUYECKAM BHYNCIEHUSAM, B CBA3H ¢ 4YeM NJIA MOCTATOYHO GONbImO
ANMHE [end YacTAN, ONpefielAeMOll YHCIOM 7 XUMHUYECKHX COeNMHEHUI ompejeleHH
acHMUTOTHYECKMe pacnpefenerud (4.4) um (4.5) a DOTOM CONOCTABNEHH ¢ DeayabTa-
TAMA KacalOIWXCA MAPaMeTPOB pacHpefedeHHd ¢ WX BEAUYHHAMH, NOJYUYeHHHIMHU
WHHIM TOYTEM.

Honyyennwe B macrosme#t paGore pacnpefeleHdA COBHAJANT ¢ MPUMEHACMEIMH
HA NpaKTHKe SMIMPHIECKUMU DacHpefeleHHAME BEPOATHOCTH W TAaKEM o6pasoM
TAaOT MM TeOpeTHYeCcKOe 000CHOBAHMUE.

A. WILCZYNSKI (Warsaw)
INTERMOLECULAR STATISTICS FOR CHAIN-MOLECULE MATERIALS

SUMMARY

The paper concerns establishing the density function of the probability of the
length of the elements making up the material in question. The author discusses
éxact and approximate methods of obtaining the required distribution and then,
baging himself on the physical assumptions, as precise as possible, concerning the
structure of the material in question, obtains an exact partial solution (3.1) of the
Problem posed. The form of that solution is unsuitable for practical computations;
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therefore, for a sufficiently large lengih of the chain of molecules, defined by the
number n of chemical bonds, the autlor defines the asymptotic distributions (4.4)
and (4.5) and then compares the results concerning the parameters of the distribution
with their values obtained by other methods.

- The distributions obtained in this paper coincide with the empirical probability
distributions used in practice and thus provide a theoretical foundation for them.



