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0. Introduction. Soit n: E — M un fibré vectoriel associé au fibré princi-
pal des repéres linéaires LM. Dans ce travail on donne une construction qui
a toute connexion linéaire ¥ sur M associe une connexion linéaire V¥ sur E.
Vi sappelle relevement horizohtal de vV a E.

Si E=TM est un fibré tangent, alors la construction donnée dans ce
travail coincide avec le relévement horizontal introduit par Yano et Ishihara
[5] et si E = T* M est un fibré cotangent notre construction coincide avec le
relévement horizontal introduit par Yano et Patterson [7].

Ensuite on étudie des propriétés du relévement horizontal des conne-
xions linéaires au fibré vectoriel E. Les résultats obtenus généralisent les
résultats de Yano, Inshihara et Patterson [5], [6]. [7].

0°. Notations. Soit n: E = M un fibré vectoriel associé au fibré principal
des repéres linéaires LM. On note F la fibre standard de E. Alors F est un,
espace vectoriel et le groupe linéaire GL(n, R), n = dim M, opére a gauche
sur F de telle maniére que pour chaque 4 eGL(n, R) la translation a gauche
Aq: F—F est linéaire. D’aprés la définition du fibré associé [3], il y a
l'application @: LM x F — E (appelée canonique) telle que @(p, ) = ®(p, ')

si et seulement s’il existe un €lément A de GL(n, R) tel que p'=p-A4 et z

= /,4(z"). Pour zeF on note @.: LM — F Tlapplication obtenue de ¢ en
fixant -.

On fixe une base E,, ..., Ey de F (dim F = N). Si (U, x) est une carte
sur M, alors on peut définir la carte induite (™ '(U), x', y*) sur E par les
formules

x'(y) =x'(n(y), y=y"OE,,

ou yen '(U) < E. On note'(0,, ..., &,) le repére sur U associé a (U, x'), et
(y+ ..., Oy 01, ..., Oy) le repére sur n~ ' (U) associé a la carte induite. (Pour
les indices, on utilise la convention suivante: i, j, k,...=1,...,n et a, B,
v....=1.....N)
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Pour tout x =1, ..., N, on définit une section g,: U — E par la formule
[ (X) = ¢(p(x)7 Ea),
ol p(x)=(,. ..., &,],) est le repére associé¢ & (U, x') au point x de U.
01, ---» Oy SONt appelées sections adaptées a (U, x). Bien sir, pour tout point
x de U. ¢,(x). .... o5(x) forment une base de E, =n~'(x).

1. Relévement vertical des sections de E et reléevement horizontal des
champs de vecteurs. Si ye E, alors on note V,E l'espace des vecteurs verti-
caux, c'est-a-dire V,E = T E,,,. Comme E,,, est un espace vectoriel, alors il
existe 'isomorphisme canonique ¥,: Wy E — E,,. Pour toute section s de E
on peut définir le relévement vertical de s comme le champ de vecteurs
verticaux sur E donné par la formule

(1.1) s (V) = ¥y Hsan)-
On a la proposition suivante.

ProPOSITION 1.1. Si s, 5" sont des sections de E et f est une fonction sur M,
alors

(s+5) =s"+s%,  (f9)" =f"s".

On peut observer facilement que le relévement vertical défini ici coincide
avec le relévement vertical des champs de vecteurs au fibré tangent
(Kobayashi [3], et Yano, Ishihara [5], [6]), avec le relévement vertical des
1-formes au fibré cotangent (Kobayashi [3], Yano, Patterson [7]) et aussi
avec le relévement vertical des tenseurs de type (1,1) au fibré E =
TM®T* M (Gancarzewicz et Rahmani [2)).

Soit F une connexion linéaire sur M. Pour tout point y de E, ¥ définit
une décomposition

(1.2 T.E=V,E®H,.

Si y=®(p, z), alors H =d®_(I',), ou I'. est I'espace horizontal sur LM
défini par V. Si X est un champ de vecteurs sur M, alors on définit son
relévement horizontal X¥ ([1], [3]) comme le champ de vecteurs sur E
donné par la formule

(13) XH(y) = (d, 7| H) ™Y (X pip)-

On peut facilement vérifier la proposition suivante.

ProprosITION 1.2. Si X, Y sont des champs de vecteurs sur M et f est une
Jonction sur M, alors

(X+Y)¥ =XH4YH  (fH)H =fV X¥,

ou f¥ =fon.
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Si (U, x') est une carte sur M, alors un calcul élémentaire permet de

trouver les expressions locales de s¥ et X" par rapport a la carte induite
(r"'(U), x, y*). On a

(1.4) s =5"(n(y)b., XF(y) = X'(&,—T3 & ALy 5y),
ol s=5"g, X=X ¢& et
(1.5) A(E) = 28(A)E;, & AL = (8 A%)()).

2. Theoreme principal. Soit V' une connexion linéaire sur M. F définit
lapplication notée aussi ¥ (voir [1], [3])

V: 4'(M)xJ(E)>(X, s) = VyseJ(E),
ou .7'(M) désigne le module des champs de vecteurs sur M et J(E) désigne le
module des sections de E. Si (U, x) est une carte sur M, alors on a
@n Va 0. = — I3 0 Al gy,
ot I, désignent les symboles de Christoffel de V et ! A3 sont définis par
(1.5). Le but de ce travail est de démontrer le théoréme suivant.

THEOREME. Si V est une connexion linéaire sur M, alors il existe une et
une seule connexion linéaire ¥ sur E telle que

(22 P Y=y V", Poys” =(Pxs),
(23) Py XH=",1"=0

pour tous champs de vecteurs X, Y sur M et toutes sections s, t de E.

La connexion V sur E s’appelle relévement horizontal de V au fibré E.
Pour démontrer ce théoréme on a besoin du lemme suivant.

LemME 2.1. Si V et V sont deux connexions linéaires respectivement sur M
et E telles que les conditions (2.2) et (2.3) sont satisfaites, alors pour toute carte
(U.x") sur M on a

i =TI,
3=-or,a4 "+rj,a;Aﬂ re,op A3 I3 re, & A3 )7,
[.kﬂ = _F;k FS ?'

kr by

(2.5)
~lsa = -:sxk = 07

ou Iy, désignent les symboles de Christoffel de v par rapport a (U, xt), I'
Ia % ... etc. désignent les symboles de Christoffel de V par rapport a la carle
induite et (",A,’, sont définis par (1.5).

On démontre ce lemme par un calcul élémentaire utilisant les formules
(2.2), (2.3), (1.4) et (2.1).



294 J. Gancarzewicz et N. Rahmani

Démonstration du théoréme. D'aprés le lemme 2.1, 'unicité de ¥
est évidente. On démontre alors I'existence de V.

Soit (U, x') une carte sur M. On peut définir une connexion linéaire ¥
sur n~ Y(U) = E| U telle que

Va,u 65’ = (Va,- 0_;‘)"» Va,

CvH _ [ —
Vv o = V¥ oy =

pouri,j=1,...,neta ff=1,..., N. Daprés les propositions 1.1 et 1.2 on
peut déduire que ¥ vérific les conditions (2.2) et (2.3) pour tous champs de
vecteurs X, Y sur U et toutes sections s, t de E|U. Si (U, ) et (U’, x") sont
deux cartes sur M, alors utilisant la construction précédente on peut définir
deux connexions linéaires ¥ et V' respectivement sur E|U et E|U’. Les
restrictions de ¥ et ¥ a E|(UU’) sont deux connexions linéaire sur
E|(U nU’) vérifiant les conditions (2.2) et (2.3) pour des champs de vecteurs
X, Ysur Un U’ et des sections s, 1 de E|U n U’; alors d’aprés le lemme 2.1,
V et ¥ cofncident sur E|(U nU’). Utilisant un atlas sur M on peut alors
définir une connexion linéaire V sur E vérifiant les conditions (2.2) et (2.3).

Dans les cas particuliers des fibrés tangents et cotangents, d’aprés le
théoréme principal on a

ProrosiTion 2.2 (Yano et Ishihara [S5]. [61). Si V est une connexion
linéaire sur M, alors il existe une et une seule connexion lineaire V sur TM
telle que pour tous champs de vecteurs X, Y sur M on a

7 H r 4 I~ H r | 4
VX" YH = (VX Y) N VXH Yy = (VX Y) s ny Y = ny Y = 0.

ProrosiTion 2.3 (Yano et Patterson [7)). Si )V est une connexion
lincaire sur M, alors il existe une et une seule connexion linéaire V sur T* M
relle que pour tous champs de vecteurs X, Y sur M et toutes 1-formes w, ¢ sur
M on a

Pon Y=y, Vo' =WV, V,X"=V,¢"=0.
Utilisant les formules (voir [2])
[s¥.1%"1=0, [X" s¥]=(Vys),

ou X est un champ de vecteurs sur M et s, t sont des sections de E, et
appliquant le fait que [X¥, Y#]—[X, Y]¥ est un champ de vecteurs verti-
caux sur E, on peut vérifier la proposition suivante.

ProrosiTioN 2.4. Si T et R sont le tenseur de torsion et le renseur de
courbure dune connexion linéuire V sur M, alors le tenseur de torsion T er le
tenseur de courbure R du relévememt horizontal V de V a E vérifient les
SJormules

ToxH, yHy =(T(X, V)" +[X, Y[ X", yH.
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TEY, X = Tix", "y = T, 1Yy =0,
R(X", y"z" = (R(X, V)Z)",
R(X", Y")(s*) = (R(X, V)s),
R(X" s“y=R(s", 1Y) =0,
ou X, Y. Z sont des champs de vecteurs sur M et s, t sont des sections de E.
La proposition précédente implique

ProposiTION 2.5. Si V est une connexion linéaire sans torsion sur M, alors
le reléevement horizontal V de V a E est sans torsion si et seulement si la
distribution horizontal y - H est intégrable sur E.

PrOPOSITION 2.6. Soit V une connexion linéaire sur M telle que le tenscur
de courbure R est zéro. Alors le relévement horizontal V de V a E est sans
courbure (C'est-a-dire, R =0) si et seulement si R(X,Y)s=0 pour 10ous
champs de vecteurs X, Y sur M et toute section s de E.

Ces propositions généralisent les théorémes obtenus par K. Yano. S.
Ishihara et E. M. Patterson dans les cas des librés tangents et cotangents

[5]. (6] [7].
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