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Sur le premier probléme de Fourier
relatif a I’équation intégro-différentielle
du processus stochastique markovien mixte

par W. Bopanko (Czestochowa)

1. W. Feller [1] a démontré que la fonction de probabilité de passage
F(z,t,y,s) dans un processus markovien mixte satisfait & 1’équation

2F oF oF
(1) al@, ) +ble, 05+

= p(z,1) {F(wftﬂ/’s)_ f—F(Z: t,y,8)P(x,t, dz)}

et 4 une condition finale

(2) ‘EEF(“”t7?/’3)=E(wvy),
ou

__ |0 pour y<uz,

E(w,y)—{l pour y><z.

M. Krzyzanski [5] a démontré un principe d’extremum, dans un
domaine non borné, relatif a I’équation de la forme

(3) Zaijw tuziz,qLZb;w t) Uz +-c(z, t)u —us

¥y f=1

=M%Ufwww—M%meﬂﬁﬂ

dans la classe des fonctions bornées.
Le principe d’extremum dans un domaine borné peut étre facilement
démontré par une transformation de la forme

u(x, 1) =v(z,t)exp(it) ou 1i>e¢e(x,t).

Dans le présent travail nous allons démontrer que le premier probléme
de Fourier relatif & 1’équation (3) admet une solution.
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2. THEOREME I. Nous supposons que

(a) Le domaine 2 C Ep est borné et pour chaque point R e Fr(Q) 1l
existe un entourage n-dimensional V tel que V ~ Fr(Q2) s’écrit sous la forme

Ty = h(Tiy ey Tim1y Tit1y oeey Tn) .

Les fonctions h, hz,, by, sont continues et les fonctions hzy, satisfont a la
condition de Holder.

(b) La fonction P(x,t,I') est définie pour (x,1) e @ ot @ = 2x (0, T)
et sur les ensembles measurables (boréliens) I'. De plus

1) [ P(x,t,dz) <1 pour (z,1)eQ,

Q

2) la fonction w(x,t) = fm(z,t)P(a:,t, dz) est continue et satisfail
Q
localement & la condition de Hdélder par rapport @ x si la fonction
m(xz,t) est continue dans Q.
(c) Les coefficients a;j, bi, ¢ sont continus dans Q.

(d)

|asj(y ¥') —au(@, 1) < M(j2"—2*+|t" -1} ,
bi(x”y 1) —bi(@, )] < M(|z"—x[*),
le(@’, t) —e(w, t)| < M(lx"—z|),
pour i,5=1,..,n, 0 < i <1,

(e) La fonction p(z,t) est continue dans @ et satisfait dans Q localement
a la condition de Hoilder par rapport & w.

(£) iZ iz, ) d; = u >3 pour (r,t) eQ) et u= const > 0.
J=1 '

1=1

(g) La fonction ¢(x,t) est continue dans la frontiére parabolique X

de Q.
Dans ces conditions il existe unme solulion (unique) u(zx,t) de l'équa-
tion (1) réguliére (voir [5], p. 268) dans @Q telle que

u(r,t) =g@(z,t) pour (zr,t)el.

Démonstration. Soit ue(z,?) une solution, réguliere dans @, de
I’équation

(4) L(u)=0

telle que wuy(z,?t) = @(x,t) pour (z,t) e X (voir [2], p. 69).
Considérons ’équation intégrale

(5)  u(w,?) = ugw, t)—

4
—fasfe@, t,y,9)|pw, 9 [ (uly, 9)—ulz, 9)Ply, s, d)] ay
1] 2 2
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ou G(z,t,y,s) est la fonction de Green relative & 1'équation (4) et au
cylindre @ [6].
De plus [3]

(6) Gz, 1, 9,8) < ﬂ(t*S)_"lzexp{—ﬂ—_-—lf:syrg}

et M et u sont des constantes positives.
D’apres (6) nous avons

(7) 16, t,y,8)idy < I,
0

pour z,?,s (¢t > 8) arbitraires.
Posons

t
L) = [ds [ G@,t,9,9)|py, 9 [ (uly, ) —ulz, ) Ply, s, d=)]dy .
0 2 2

L’équation (5) peut s’écrire sous la forme
w(z, 1) = uy(z, 1) —Lu(z, 2)) .
Formons la suite {un(z,?)}:
(2, 1) = uolx, 1) —Ly(ug(z, 1) ,
Un(Z, 1) = Up(®, 1) —Ly(tm—s(2,1), m=2,3,..
Désignons
Po = mgx]p(w,tﬂ , M,= mgx!uo(a:,t)l .
D’apres (7) on a
luy(z, t) —ug(x, t)] < 2p M, M,t pour (x,t)ed.
Nous démontrons facilement que

Ium+1(w7 t) _um(w7 t)l

< (2p, M) - M, RS

pour (z,1)eQ, et m=1,2,..

o0
La série D (Ums1—un) converge uniformément dans Q, c’est-a-dire
m=0

la suite {un,} converge dans @ vers la fonction #(x,t).
La fonction #%(x,t) est continue dans @ et satisfait a 1’équation (5).
Nous démontrerons maintenant le



24 W. Bodanko

LEMME 1. Si la fonction f(z,t) est continue dans @, la fonction

¢
g(@,ty= [ds [ G(z, 1,9, 9)f(y, s)dy
0 2

satisfait localement dans Q a la condition de Hoélder par rapport & x.

Démonstration. La fonction de Green G(x,t,y,s) peut s’écrire
sous la forme

G(z,t,y,s)=Z(z,t,y,8)—W(z,1,y,s),

ou Z(xz,t,y,s) est la solution fondamentale de 1’équation (4) et

¢
Wiz, t,y,s)= fdr j Z(z,t,z,r)H(2, 7,9, 8)do, .
8 Fr(Q)

La fonction H(z,?,y,s) satisfait & une certaine équation intégrale.
Alors

t
8) glw,ty=[ds [Z(z,t,y,)f(y,8)dy—[ds [ Z(z,t,y,s)l(y,s)do,

0 Q 0 Fr(2)
ou

Uy,s) = [ar [H{y,s,2,1f(z,ndz.
0 2
Nous avons les inégalités [3]:

. 2
2@, 1,9, 9] < K(t—s) "exp{— 2=
(9) gl
Zaa, 9, )] < K (t—s)™ " exp |~ MU
D’aprés (8) et (9) la fonetion g(x,t) admet des dérivées gz, continues
dans Q.
Nous démontrerons que la fonction % (z, t) satisfait au premier pro-
bléme de Fourier relatif a 1’équation (3).
La fonction u(x,t) peut s’écrire sous la forme

u(w, t) = up(@, 1) —uy(x, t) ,
ol

[4
G(w,t) = [ds [ G(z,t,y,8)p(y,8)u(y, ) [ Ply,s, ds)dy —
1] 02 o

¢
—fdst(‘If's tyy,s)py, S)I’TL(z, s)P(y, 8y dz)dy .
0 0

2
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La fonction #,(x,?) satisfait, en vertu du Lemme 1 & 1’équation (3) et
3 la condition

u(x,t)=0 pour (x,t)el.
Alors la fonction #(x, ) est une solution réguliére dans @ de I’équation (3) et
u(z,t) = ep(xz,t) pour (x,f)el.

3. Danps le cas n =1 on peut démontrer que le premier probléme
de Fourier relatif a 1’équation (3) admet une solution dans un domaine
non cylindrique.

Désignons par D le domaine

{(,1): e(t) < @ < eyt), 0 <t < 00},

ou c¢ix,t) sont des fonctions définies pour ¢ > 0.
L’équation (3) admet la forme

(10) Uz = a(z, hur+b(z, Dus+c(x, t)u+
ca(t)

+p(z,t)+ f (w(@,t)—u(z, 1)) P(x,t, dz) .

et
Nous supposons que la fonction P(x,?, I') satisfait a l’hy pothése (b)
du Théoréme 1.
THEOREME II. Nous supposons que:
(a) La fonction b(z,t) est de classe C' dans D et b(x,t) > B >0,
B = const.
(b) La fonction a(z,t) est de classe C* dans D.

(c) Les fonctions c(x,t) et p(x,t) sont continues dans D et satzsfont
localement dans D a la condition de Hdélder par rapport & x.

(d) Les fonctions ci(t) sont de classe C' pour t = 0.

(e) La fonction @(z) est continue dans {(c,(0), ¢,(0)).

(f) Les fonctions fi(l) satisfont a la condition de Lipschitz pour t > 0.

(8) eled0)]) = f(0), i =1, 2. -

Alors il existe une solution unique u(z,t) de Véquation (10), réguliére
dans D, telle que

u(z,0) = g(@), wuledt), ) =flt), i=1,2.

Démonstration. Introduisons les nouvelles variables

I
(11) o= [Vb(s,nds, t=t.
()
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Désignons par D, 'image de D par la transformation et les images
de ¢it) par ).
L’équation (10) admet la forme

(12) Ugg = 1‘!+&(m'1t)u:’c’+6($l7t)u+
ca(t)
+p(@’, 1) f (w(@, t) —u(z, )) Pz, t, d?) .

ad)

Introduisons la nouvelle fonction

v(z,t) = u/W
ou

W(x,t) = exp[% (s, t)dsJ
alt)
(transformation de Block).
L’équation (12) admet maintenant la forme

(13) Ve — U = E(xly t)v+
calt)
+p (@, t f (o2, OW (2, t) —v(z, )W (2, 1)) P(2, t, dz) ,

¢'1(”

ol

F=pW, &= (Wita@,)Ws+i@, )W —Wi.)W.

Désignons par vy(x’, t) la solution de I’équation

réguliere dans D, et satisfaisant aux conditions
(15) ’L‘(.’IT', 0) = ¢(.’D')/W({E', 0) ’ V(O;(t), t) = f{(t)/W’(Ci(t), t)

(voir [5], p. 523).
Considérons ’équation intégrale

ca(l)
(16)  v(a, 1) = v, t)—fds [ 6@, t,9,9[c, 90,9 +
0 ()
calt)
+5W, 9 [ (o, )Wy, s —v(z, )Wz, ) Ply, s, do)|ay
i)

ou G(z',t,y,s) est la fonction de Green relative a 1’équation (14) et au
domaine D,.

La suite de la démonstration est pareille &4 celle de la démonstration
du Théoréme I.
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Remarque 1. En appliquant cette méthode on peut démontrer
le Théoreme I pour Péquation

L(w) = f(z, ) +p(x,t) [ (u(z, 1) —ulz, ) Pz, t, d) .
2

Remarque 2. Le premier probléeme de Fourier relatif a 1’équation

Uz —ut = f(z, )+ p(z, tf (z, 1) —u(z t))P(m t, dz)
0

dans
D= {(x,t): x=0,t>= 0}

admet une solution.
Dans ce cas nous appliquons la fonction

o=z |-Gl 2]
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