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Remarques sur des inégalités entre les intégrales
des équations aux dérivées partielles du premier ordre

par W. PAWELSKI (Gdansk)

Dans la note précédente [1] nous avons déterminé dans le lemme
2, en nous appuyant sur le lemme 1, un ensemble dans lequel une
inégalité forte a lieu entre les intégrales u(z,y) et v(w,y) formées de
caractéristiques et satisfaisant & 1’équation

B_z_f 02
Fri w’?/az)a_y ’

en supposant qu’a intérieur du segment K = {x = xy; ¥ € Yo— @y, Yo +a,D}
on a entre ces intégrales 'inégalité w(x,, y) > v(z,, ¥) tandis que
'“(Q:)='U(Q:)a i=1,2,
aux points
QN (@, Yo—a) et Q2 (w, Yot a) .
Nous allons donner ici une généralisation de ces lemmes sous la forme
des théorémes 1 et 2 concernant les intégrales u et v vérifiant 1'équation

oz oz oz
(1) é&‘:f(w,ynm,yﬂ,z;az’--wa%)-

Ensuite, en nous appuyant sur le théoréme 2, nous étendrons ces considé-
rations aux intégrales d’un systéme d'équations différentielles aux dérivées
partielles du premier ordre & une fonction inconnue de la forme

oz oz oz )
3 v

(2) a—$:=fv(m1, ""wk’yl""’y“’z’b_ﬁ"“’@ =1,“.’k.

De méme gue dans [1] nous avons obtenu le lemme 1 en nous appuyant
sur une remarque de A. Pli§, nous obtenons ici le théoréme suivant:

THEOREME 1. On suppose que:

(¢) La fonction f(Z, Y1y ey Yns 2y Gry oy Qu) rémplit la condition de
Lipschitz par rapport & z avec une certaine constante dans un domaine D
dont la projection sur le plan @, Yy, ..., Yn Tecouvre Pensemble

(3) lz— 2] < a, Iyi_ygl <bhi—Mle—m), i=1,..,n,
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a>0, M>0, bi>0, a<b/M,
el par rapport au® qy, ..., qu elle remplit la condition

[F(@y Yry ey Ynsy By Quy ooy Qu)—F(@y Yry ooy Yny By Jug eony n)|

< Mflqz—Q{l dans D,
) =1
8t g,l lgi— @] > 0.
(Dans le théoréme 2 nous admettons Vexistence des dérivées fq, et Vinégalité
(4) Ifall < M .)

(B) %(@y Y1y -3 Yu) 6 0 (T, Y1y oery Yn) SONL des intégrales de Uéquation (1)
ayant dams Vensemble (3) une différentielle totale au sens de Stolz telles que
leurs bléments de contact appartiennent au domaine D. '

(v) A Vintériewr du domaine G défini comme il suit:
(5) o=y, |yi—yil<b, Et=1,..,n,
on a Vinégalité
(6) U(Toy Yuy oy Yn) (2) V(®oy Y1y ey Yn)

et sur la frontiére B du domaine G on a

(7) ’M(%,ZII_, "'iyﬂ) (2)”(@”?/11 "'73/%) .
Dans ces hypothises 1'égalité
u(Q) = (@)
entraine les égalités
Uy(@) = vy(@)y, t=1,..,n,
en chaque point @ de Densemble (3) n’appartenant pas & la frontiére B.

S done on a
n

(8) D) Luy(@)— (@) > 0

i=1
les valeurs des intégrales u(Q) et v(Q) sont différentes ou, plus exaciement,
ces intégrales satisfont en de tels points @ a Dimégalité

%(Q) (2 v(@) -
Demonstration., Il résulte des inégalités (6) et (7) que dans le
domaine fermé @ ’inégalité

U(Doy Yry eovy Yn) (2) V(Zoy Y1y very Yn)
a lieu.
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Il en résulte, en tenant compte des conditions («) et (8), que les
hypotheéses de la remarque de A. Pli§ sont vérifides, ce qui entraine 1’iné-
galité

w @
dans tout l'ensemble (3).

Dans la partie restante de la démonstration il n’y a plus qu’s suivre
la démonstration du lemme 1 de la note précédente [1]. Done si le point @
est intérieur & 1’ensemble (3) il résulte du principe de l’extrémum que
Iégalité u(Q) = v(Q) entraine les égalités uy(Q) = v4(Q) (i =1, ..., n).

Si donc en un point intérieur § on a 'inégalité (8), il en résulte immé-
diatement qu’on a (@) (Z,v(Q). Madis si le point Q (&, 7, ..., 7a) appartient
& la face latérale de ’ensemble (3) et s’il est différent des points de la
frontidre B alors si 'on avait l'inégalité (8) et 1'égalité (@)= v(Q), un
raisonnement analogue a celui du mémoire [3] aboutirait & une contra-
diction. Done, dans ce cas aussi, l’inégalité (8) entraine 1’inégalité
u(@) (2) ().

En nous appuyant sur le théoréme 1 nous établirons maintenant le
théoréme 2, qui n’est en vérité qu’une légeére généralisation du théoréme 1
de [3], mais qui est utile dans les applications, comme nous l'avons vu
dans [1] sur Pexemple de la démonstration dn théoréme 2 et, nous le
verrons ici, dans ’application du théoréme 3.

THEOREME 2. Supposons:

() que la fonction F(Z, Yy ooy Yny 2y Quy vey Qu) aINSE que ses dérivées
du premier ordre par rapport QUL Yy, ..., Yn, 2, Giy ey G SOLENE cONLINUES
dans un domaine D dont la projection sur le plan 2,7, ..., Yo TECOUVTE
Pensemble (3);

(B) que les dérivées fy,, fzy fo remplissent dans D la condition de Lip-
schitz par rapport aux variables Yy, ..., Yo, 2, @1, -y G € qu'on ait les iné-
galités (4);

(Y) que w(x, ¥y, ..., Yn) € (T, Yy, ..., Ya) soient des intégrales de I'équa-
tion (1) possédant une différentielle totale dans 'ensemble (3) et que leurs
éléments de contact appartiennent au domaine D;

(3) que les intégrales u et v soient formées de caractéristiques;

(Les hypothéses précédentes 8’ accordent avec celles du théoréme 1 de [3].);

(e) qu'on ait Dinégalité
(Lo y Yoy oy Yu) (Zy 0 (@ay Yuy ooey Yn)

& Dintérieur du domaine G défini par (B) et swr la frontiére B du domaine @

'M’(CUO, Yy ooes y‘n) (2) ’U(mO) Y1y ""yn) .

Avec ces hypothéses on a Uinégalités

>
u(m: Y1y oovs ?/w,) (<) ’U(ib‘, Y19 - ?/n)
Annales Polonici Mathematici XIX 18
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auw points @ de Vensemble (3) différents des points de la frontiére B tels
que w(@) = v(Q). | |

Démonstration. Les courbes ¢ et C définies au théoréme 5 du
mémoire [2], issues des points ¢ différents des points de la frontiére B,
passent uniquement par 'intérieur du domaine G, puisque les dérivées y}
remplissent la condition |yi{| < M. 11 résulte des hypothéses de méme
que dans la démonstration du lemme 2 dans [1], qu’on peut appliquer
ici le théoréme 1.

Mais on sait par le théoréme 1 que si l’on avait en un tel point @
Pégalité 4 (Q) = v(Q), les égalités

um(Q)= 'vm(Q), = 1,.ym,
devraient aussi y avoir lieu.

Mais alors les deux intégrales devraient &tre égales le long de la
courbe commune C issue du point @ et passant par I'intérieur du domaine @,
ce qui aboutirait 4 une contradiction, puisque u (Z,v dans G-

Il en résulte presque immédiatement que la conclusion de notre
théordme est juste.

Remarque. Les lemmes 1 et 2 du mémoire [1] résultent immédiate-
ment des théorémes 1 et 2 dans le cas ot n = 1.

BEn nous appuyant ensuite sur les hypothéses du théordme 4 du
mémoire de J. Szarski ([3], p. 21-22) et en introduisant la transforma-
tion de Mayer
(9) Z,—20=2t, v=1,..,k

on
k

A< a, D 1AI>0,

ym

qui transforme des intégrales du systéme (2) définies dans l’ensemble

U]
l,—,| < a,, v=1,..,k,

(10) . k
lYs—yil < bi—M 2 |#,—a%], i=1,..,n
r=1

ol
>0, W>0, M>0, a <b/M,
en intégrales

Z(t) Uiy ooy Yny Ary oory Ak) £ z(a F Aty ooy T + Akt Y15 ooy Yn)
de 1’équation

I
o _ o oz
(11) a Zl'f'(w‘l)-l—lut’ R ml}""lkt’ Yiy ooy Yn,y z’a_?/: ] )

srey -~
yo=] ayn
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définies au moins dans ’ensemble

k
(12) 0<t<l-+e(d), lp—yl<bi—M DA,
. pu=]
oll
0 < ¢(4) < min 1‘71'3—‘

T 2l

r=1
nous allons démontrer le théoréme suivant: -

THEOREME 3. Supposons:

(«) que les fonctions [(By, ooy @ky Yiy ooy Yny 2y Quy ooy Gn) € leurs déri-
vées du premier ordre par rapport aus variables Yy, ..., Yn, 2y Q14 -y Gn SOLENT
o, o o
oy:’ oz’ oqq
dans D la condition de Lipschilz par rapport aux Yy, ..., Yny 2y Quy -y Gn €t
qu'on ait les inégalité

continues dans un domaine D et de plus que les dérivées remplissent

o,
aQi
(B) que les intégrales w(®yy ..., By Yyy ey Yn) €6 V(Byy ey Bhy Y1y ooe s Yn)

du systéme (2) soient définies et possédent une différentielle totale dans
Pensemble (10) et que leurs éléments de contact appartiennet au domaine D

(v) que les intégrales u et v remplissent V'imégalité forte

(13) < M;

u(w(l)’ teey mg” yl’ MR y”) (3)'”(“"2’ *t m?ﬂi yl! LA ] yﬂ)
dans un domaine G de Vespace & n dimensions défini comme il suil:
z,=ay, |ly—yl<bi, v=1,.,k i=1,..,n
et qu'on ait Vinégalité faible
u(wgy ey m?ea Y1y ooy Yn) (2) 'D(w‘lj, ) 502’ Y1y very Yn)
sur la frontiére B du domaine G
(3) que les intégrales
U(@r +Agty ooy e AL, Yry ey Yn)
V(@] + Aty ooy TR ARk, Y1y ey Yn)
de Véquation (11) soient formées de caractéristiques dans ensemble (12).
Dans ces hypothéses Dinégalité
U(Lyy ooy Bhy Y1y ooey Yn) (5) V(@15 ey Bky Y1y ooy Yn)

a liew aux points Q de Uensemble (10) qui sont différenis des poinis de la
frontidére B auxquels on a u(Q)= v(@Q).
18*
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D’abord on raméne immédiatement la démonstration de ce théoréme
au théoréme 2, & 'aide de la transformation de Mayer, appliquée & 1’équa-
tion (11). Ensuite en appliquant un raisonnement analogue & celui de la
démonstration du théoréme 4 de [3] on obtient la conclusion de notre
théoréme.

Application. Pour indiquer une application du théoréme 3, con-
sidérons le systéme de deux équations

o0z 0z

(14) é{':](v(wumzay,z;a—y), y=1,2,

et supposons que les fonctions f, ainsi que les deux intégrales et v vérifiant

le systéme (14) remplissent, & I’exception de la condition (y), toutes les
conditions restantes du théoréme 3 dans 1’ensemble

2
(15) o~ < @, |y—yol < b—H D |a,— o]

pe=1
ol
a>0, b>0, M>0, a<b2M.

Mais, au lieu de la condition (y), posons par exemple,

1

W(Zyy Eay Y) (2) V(Zyy Ty, Y)
4 Dintérieur du segment [ déterminé par (15) en admettent que
(16) %=, v=1,2,
ol
0<Z,—2<a,
et que pour les points limites @; et @, de ce segment on a

wW(@)Sv(@), i=1,2,
(done, en particulier, on peut avoir 1’égalité u(Q:) = v(@1)).
Construisons encore le domaine contenu dans (18) et défini par les
inégalités:
va'—ajil<a” ‘V=1,2,
7) 2
ly— 3ol < b,— M D |o,—3,|

. p=1
ou
o =a+ad—3F, et b=0b-M) (F—a).
rel
LEn posant z, = ¥, dans (17) on obtiendra le segment I. D’aprés les
hypothéses précédentes nous obtenons, en vertu du théordme 3 appliqué
aux intégrales u et v dans I'ensemble (17), Pinégalité

>
U (<)?
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valable aux points de cet ensemble qui sont différents du point @; (ou de
tous les deux points) ot %(Q:) = »(Q;). Remarquons que, en vertu des
hypothéses (16) et de la définition des nombres a, dans (17), la portion
de l’ensamble (17) déterminée pour z, > Z, et celle de l’ensemble (15)
formé des points de (15) tels que z, > %,, sont identiques. Des inégalités
relatives au segment I il résulte donc tout de suite 1'inégalité

>
U(<y?

dans la portion de ’ensemble (15) déterminée par les inégalités z, > ,.

Nous appliquerons ce procédé dans un autre mémoire concernant
les inégalités mixtes entre les intégrales vérifiant un systéme d’équations
du type (14).
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