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1. Einleitung. Der Dirac - Operator einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
X hidngt ausser von der Geometrie des Raumes noch von einer willkiirlich
gewihiten Spin-Struktur dieses ab. In der vorliegenden Arbeit untersuchen
wir die so entstehende Abhingigkeit. Nach Milnor (vergl. [3] und [4]) sind
alle Spin-Strukturen von X — nach Festlegen einer ersten — durch die
Elemente von H!(X; Z,) klassifiziert. Daher ist die Differenz zweier Spin -
Strukturen als Element in H!(X; Z,) eine absolute Grosse, der ein 1-
dimensionales reelles Vektorbiindel E entspricht. Geht man von den vor-
liegenden Spin - Strukturen zu den assoziierten Spinorbiindeln iiber, so unter-
scheiden diese sich durch eine tensorielle Multiplikation mit E. Dem zur
zweiten Spin - Struktur gehdrigen Dirac - Operator entspricht bei dieser Iden-
tifikation der Operator D, = 1® D, im Sinne von [5]. Wir driicken
abschliessend das Quadrat (D,)* in Abhingigkeit von (D,)> und einem Rest
A, + A, von Operatoren erster beziechungsweise nullter Ordnung aus und
zeigen, wie die Methode des Vergleiches zweier Dirac-Operatoren unter-
schiedlicher Spin-Strukturen am Beispiel des flachen Torus T" arbeitet.

2. Der Vergleich der Dirac - Operatoren. Seien (P,, 4,) und (P,, 4,) zwei
Spin - Strukturen eines SO (n) - Hauptfaserbiindels (Q, =, X) iliber einem CW-
Komplex X und bezeichne o: Spin (n) » SO(n) die zweifache Uberlagerung
der Gruppe SO (n). Wir betrachten einen Atlas [U;, a;;; des Biindels Q mit
den Ubergangsfunktionen

a,j: U‘mUj _’SO (n).

Sind b}, b}: U;nU; — Spin (n) die entsprechenden Ubergangsfunktionen der
Spin - Hauptfaserbiindel, so gilt

QOh-l- = gOh-z- =

und daher erhalten wir mit ¢;;:= o(h )" UinU; - Z, Ubergangsfunktio-
nen einer zweifachen Uberlagerung X X. Konstruktiv kann man diese
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Uberlagerung folgendermassen erhalten: Sei R das Tensorprodukt der Z, -
Hauptfaserbiindel 4;: P; - Q. Dann wirkt SO (n) x Z, natiirlicherweise auf R
und wir erhalten ein Hauptfaserbiindel (R, n, X;SO(n)xZ,). Dann gilt
X =R/SO(n). Sei E:= X x z, R! das assoziierte Vektorbiindel. Wegen
b3 = c;;b}; existiert eine Isomorphie
B: E®QS' - 52,

wobei S = P; X g, 4 das assoziierte Spinorbiindel ist. Den zweifachen Uber-
lagerungen A;: P, - Q entsprechen FElemente o'c¢H'(Q;Z,), deren
Einschrinkung auf die Fasern gleich dem nichttrivialen Element von
H'(SO(m: Z,) sind. Somit liegt ¢'—0¢? im Bild von =n*: H'(X: Z,)
— H'(Q: Z,) und wir konnen diese Differenz als ein Element der Kohomolo-

giegruppe H' (X ; Z,) von X auffassen. Fiir die erste Stiefel - Whitney - K lasse
w, (E) des Biindels E gilt dann

w, (E) = o' —a?.
Weil ' komplexe Vektorbiindel sind, erhalten wir mittels § die Isomorphie
S?=E®S! = E‘®S!, wobei E° die Komplexifizierung von E sei. Ist somit
E° ein triviales Vektorbiindel, dann sind die zu den gegebenen Spin-
Strukturen assoziierten Spinorbiindel isomorph. Wegen 2c, (E°) = O tritt dies

zum Beispiel immer dann ein, falls H2(X ; Z) keine 2-Torsionen besitzt. Ist
andererseits dim (X) < n, so betrachten wir das Vektorbiindel

W = R xSO(mx/2 R” = Q xSO(m Rn = Pl xSpmlm R" = PZ xSp'n(nl Rn'

Die Cliffordmultiplikation u: R"® A4 — 4 induziert einen Homomorphismus
u: W®S' - S? mit der Eigenschaft, dass aus p(w®s) =0 die Gleichung
w=0 oder s=0 folgt. Auf Grund von dim (X) <n hat jedoch das
Vektorbiindel W einen nirgends verschwindenden Schnitt, der somit eine
Isomorphie S! = S? liefert. Ist also dim (X) <n, so sind die assoziierten
Spinorbiindel S' gleichfalls isomorph.

Beispiel. Sei X = P°> der reell-projektive Raum der Dimension 5,
dessen zweite und vierte ganzzahlige Kohomologiegruppe jeweils isomorph
zu Z, ist und deren nichttriviale Elemente x, beziechungsweise x2,
x,eH*(P%:Z), sind. Sei Q=P xSO(3) das triviale SO(3)-
Hauptfaserbiindel. Wegen H! (P°; Z,) = Z, hat Q zwei Spin - Strukturen und
die Uberlagerung X — X = P ist §°— P°>. Auf Grund des Satzes von
Borsuk - Ulam (vergl. [6]) ist E° = S° x4, C ein nichttriviales Biindels, also
gilt ¢, (E) = x,. Wir zeigen, dass die zu den Spin-Strukturen assoziierten
Vektorbiindel S! und S2 nicht isomorph sind. Das erste Biindel S' ist trivial,
weil Q die Spin-Struktur P, = P° xSpin(3) besitzt. Wire nun S? gleichfalls
ein triviales Biindel, so wiirde wegen dim (S') = dim (§?) = 2 die Gleichung
2E° =2, also 2¢,(E) =0 und c?(E°) =0 folgen. Aber c?(E°) = x3 # 0 und
daher sind S' und S? nicht isomorph.
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Wir betrachten jetzt eine Riemannsche Mannigfaltigkeit X der Dimen-
sion n und das assoziierte SO (n)-Hauptfaserbiindel (Q, =, X). Sind zwei
Spin - Strukturen von Q gegeben, so definiert der kanonische Zusammenhang
im Z,-Biindel X — X eine kovariante Ableitung

VE: '(E)— I'(T* X ®E).

Sind D;: I'(S’) > I'(S") die den gewihlten Spin-Strukturen entsprechenden
Dirac - Operatoren, so gilt

ﬂ(l ®,~£D|) =D, p.
Tatsdchlich, ist ein Atlas |U;, a;;; des Hauptfaserbiindels Q gewihlt, so
entspricht einem Schnitt Yy e '(E®S!') ein System von Funktionen

Yi:Ui»R'®4=4 mit ¢i=7~(cijhilj)'/’j’
wobei »: Spin(n) - GL(4) die Spinordarstellung ist. Wegen
Wi == bi)¥; = 2(bj)Y;

ist dann der Schnitt By e'(S?) gleichfalls durch das System y,: U, -4
gegeben. Weil nun der Dirac-Operator mittels des Levi-Civita-
Zusammenhanges von Q sowie der Cliffordmultiplikation definiert ist, folgt
dann

Bo(1 &, D,) = D,op

unmittelbar aus den entsprechenden Formeln fiir die kovariante Ableitung
(vergl. [7)).

Wir wenden uns jetzt dem Fall zu, dass E° ein triviales Vektorbiindel ist
(zum Beispiel falls H2(X ; Z) keine 2-Torsionen hat). Dann kann ein Schnitt
e€ I'(E°) der Lange 1 gewdhlt werden und mit

VE(e) = we(t)e

erhalten wir eine geschlossene, rein imagindre 1-Form w®, dw®=0. lhr
entspricht ein imaginires Vektorfeld ir®. Mittels # und e e I'(E°) identifizieren
wir $2 mit S' und fassen somit D, als einen Operator im Biindel S! auf.
Dann gilt

Satz 1. (D,)* zerfillt in die Summe (D,)* =(D,)*>+A,+A,, wobei
Ay = -2V, und A, die Multiplikation mit

Ay = —i div () +]r¢|?
sind.
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Beweis. Sei ein Punkt xe X und ein orthonormales Reper sy, ..., s, im
Tangentialraum T, X fixiert. Wir wihlen glatte Funktionen g,, ..., g, mit
dg;(s) = 6;;. Dann gilt (vergl. [5])

(1 ®V£ D,)(e®|//)(x) = e®D1 ¥ (x)+ ._il Vf;,(e) ®(D1 (9:¥)—g: D, l/l)(x)

=e®@D, Y (x)+ Z": Vﬁ(e)@grad (9) ¥ (x)
i=1
=e® (DY +it*Y)(x),

wobei - die Cliffordmultiplikation bezeichnet. Somit schliessen wir D,
= D, +it°, woraus
(D2)* = (Dy)* +i(Dy1°+1°-Dy) +1°

folgt. Wir miissen demnach
Dy-t*+1°-Dy = =2V  —div (t°)
zeigen. Es gilt jedoch

Dl'te'¢+te'Dl'¢ = ZS"'VS‘,(re"/’)"}'Zte's,"Vsl_lp
=Z_{si'(Vs,— te)..l,-'-si.te.vsi¢+re.sl'.Vli¢}‘
Zerlegen wir den Vektor t° in seine Komponenten,
te =Zt"sl,
i
so folgt s;'t?+1°'s; = —2¢ und dann
Dty +tDy -y = Zs,sV,', ey -2V, y.

Das Vektorfeld ¢ entspricht jedoch einer geschlossenen 1-Form und daher
gilt (V.1 5,0 =< V,j t%, s;>. Dann aber erhalten wir

ZS,-'V,'. t = Z <Vs‘, te, Sj> s,"SJ
i i,Jj

= —Z <V’l. re, si>+ Z <VS,° te’ s]>sl..sj

i#j

—div () + ¥ (P 1% 555 = <P 1 sD)si°s;

i<j
= —div (),

womit der Beweis von Satz 1 beendet ist.
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3. Ein Beispiel. Sei I' ein Gitter in R" mit der Basis v,, ..., v, und sei
e, ..., e, die Standardbasis von R". Wir betrachten '

A=det(vy,...,v,), Ai(x)=det(vy,..., 01, X, Visq,s--2s V)
und '
Ay =det (vy, ..., V-4, €, Visy, .0y V).

Die Trivialisierung &; = 9/¢x; des SO(n)- Hauptfaserbiindels des Torus T"
= R"I liefert uns eine Spin-Struktur P = T"xSpin(n) und damit ein
Spinorbiindel. Dem Quadrat D? des Dirac-Operators entspricht dabei der
Laplace - Operator 4. Die Spin - Strukturen des Torus kdnnen mittels Folgen
der Gestalt (g4, ..., &), & =0, 1, nummeriert werden und das zugehorige
Biindel E° ist E°=R"x,.C, wobei die Darstellung I' - GL(C) durch
(X kiv)z =(—1)"z gegeben ist, wo a = Y k;¢;. Ein Schnitt e im Biindel E* ist
demnach eine Funktion

e:R">C mit e(x+) kv)=(—1\e(x).
Wir wihlen

Aj(x))

e(x) = 1 exp(ma, )

J
und erhalten

PE (¢) = (JZ i, (~ l)’”‘%)e.
=1

Gemiss Satz 1 errechnen wir das Quadrat des zur Spin - Struktur (¢, ..., €,)
gehdrenden Dirac - Operators:

£g0mmt 2ri n?
(» DV =4 —Tkz(- 1Y*re; Ay 5&*‘:‘72":(;(— 1y*ke; Ajk)z'
oJ
Die Funktionen e, (x) = exp(2mi {v*, x)), wobei v* das duale Gitter I'*

durchlsiuft, bilden eine Basis von L2(T"). Ist v* die zu v; duale Basis, so gilt

Damit erhalten wir insgesamt

Satz 2. Sei I' ein Gitter im R" mit der Basis v,, ..., v, und der dualen
Basis v¥, ..., v¥. Die Spin-Strukturen des Torus T" = R"/I" werden durch die
Folgen (g, ..., &,), & = 0, 1, klassifiziert und das Quadrat des Dirac - Operators
einer solchen Spin - Struktur ist durch die Formel () gegeben. Die Eigenwerte
dieses Operators sind

4n?jv*+Y 1g, v,‘|2, v*erl*,
j

und der zugehorige Eigenunterraum ist 22 - dimensional.
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FoLGerunG (vergl. [1]). Nur der zur kanonischen Spin-Struktur des
flachen Torus gehdrige Dirac - Operator hat einen Kern.
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