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Une remarque sur I’équation des erreurs dans la solution
approximative des équations différentielles

par Z. MikKorAJskA (Krakow)

Envisageons le systeme d’équations différentielles

1 22t
(1) — = (=,
(o0 Y=Y,,..., Y., f=1f1,...,fn) avec la condition initiale
(2) Y(20) = Yoy, % = a.
Nous désignons les valeurs de la solution approximative de 1’équation (1)
aux points ®,,®,,...,2, de lintervalle [a,bd], ou 2, = x,+kkh pour
E=0,12,...,n, ©, = b, par la formule suivante
(3) Y1 = Py Yy, 0y f)  pour k =0,1,...,n—-1,
Yo = Yo-
On a
b—a T, —o
h = = 07 Ye =Yy Ymey P =Dyy.eny P
n n

Moyennant certaines hypdthéses sur @ et f nous allons évaluer la différence

(4) 9o (@,) —Yall = o(h)

ol ¢,(z) est la solution de 1’équation (1) satisfaisant & (2) et y, est défini
par (3).

HyrotuESES H. La fonction f(x,y) est continue pour xe[a,b] et
satisfait & la condition de Lipschitz

(5) If (@, y)—f@, Y)I<Lily— Y| pour xe[a,b].

Il existe une constante C > 0 et p > 2 telle que pour chaque solution ¢ (x)
de Uéquation (1) on a

(6) (@) = ¢(h7 QJ(mk)’wk’f)‘*'r(h, ¢) pour k=20,1,...,2-—1
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ou
(7) lir(k, @)l < CR®
et
(8) x, = ®y+kh =a+kh pour k =0,1,...,n—1.

THEOREME T. Les hypothéses H étant admises on a

Ch? - (e"Pn=%0) 1)
(9) @0 (@) — Ynll = ll@o(B) —¥,ll < 1
Ch? ~
b (M0 —1) < OB

Démonstration. Envisageons les fonctions ¢,(x) satisfaisant 2
P’équation (1) et & la condition initiale '

(10) . oe(@) =95, k=1,2,..,n—1.

On a
n—1

(11) 190(®) = 4l < 3 195 (8) — @51 O] + 191 (B) — ¥l
i=1

Evaluons

llps (B} — ;-1 (D).
De 1’équation (1) et de I’hypothése (5) on tire

llp; (@) — 951 (@) < Lllgs (@) — ;2 (@)l pour j =1,2,...,n—1,
d’ou
(12) oy (@) — @i (@) < llgs (@) — 9y, (@) €5 pour > o
et, a cause de (10) et (6), on obtient

lp; (@) — @y @) < |l — DBy @51 (®;_1) 5 %1, f) =7 (hy @;_,)|| €5
d’ol, en vertu de (10) et (3), il vient

s (@) — @i (@) < llr (h, @)l|e™="%)  pour @ > a;.

D’aprés (7) on a donc
(13)  lg;(@) — g1 (@) < CRPeX*~%)  pour z>w;,j =1,...,n—1,
b étant égal a x, on a, en vertu de (6), (3) et (10),
#n—1(8) —¥ull = ll@n—1(@n) —Yall

= !|¢(h: Pn_1(Tn_1), a’n—nf) +7(hy @noy) — P(hy Yp_1y Ty f)”
= [r(h, gp_))ll < CB?
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et par suite, a cause de (13) et (11),

n n
lpo(B) —yall < ChP ' €-n=23) = Ch? T Lin—)h
j=1 j=1
hp n—1 JZh Chp ( ﬂLh l) _ (eL(b—a) _ 1) ‘
=C 2 € = eLh 3 _m_ :

ppur

étant borné il existe une constante C telle que

Lh

Ch ~
(M~ 1) T < C pour tout ky>=>h >0,

et par conséquent
“‘PO (mn) —ynH < Chp—l .

Remarque 1. Dans le cas m = 1 I’hypothese fy (@, Y) < 0 implique

@5 (@) — @51 (@) < llg; (%) — @;_1 (®))]]  pour x> w;
et par suite '
|90 (D) — Y| < nCh? = CRP~'(b— a,)

Dans le cas ol fy(x, Y) < —pu on obtient

d )
. [o; (@) — @;_1(2)]® = 2f y (5;) ('P;i(m) _"Pj—l(w))z

< —2ule;(@) — @1 (2) ]2,
done

| (@) — i1 (®)] < |o;(®;) — @j_a (@) 67 pour @ > w;,
d’olr il résulte que
(1— e—n(b—a))

T < ChP-1,
—€

(14) |90 (b) —¥,| < CR?

Remarque 2. Dans le cas d’un systéme d’équations (1) on obtient
les évaluations (14) si I’on suppose qu’il existe une constante u > 0 telle
que la forme quadratique

m m
D D@, Yy, Yo memy < 2#2771

t=1 j=1 i=1

Remarque 3. La fonction ¢,(x) étant continue il est évident que
la suite de solutions approximatives

U0y -y Ynt
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satisfaisant & la condition

n (b—a)
Y1 = Q(_’I’b—’ ?/Za wZLf)? 3/:)1 =Y

(ou z;, = ®y+kh, = 2+ k(b—a)/n) converge vers g@,(x) dans le sens
suivant:

Pour chaque z«¢[a, b] et chaque z; — 2, limyy existe et

n—>00

limyZ, = po(a).

n—r00
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