H. STEINHAUS i 8. TRYBULA (Wroclaw)

POMIAR PRZEZ KOLEJNE POROWNYWANIE

1. Jak nalezy podzielié odcinek (0,1)> na k czefei Sy, S,, ..., Sk,
by z informacji, ze we8;, ocenié liczbe z z mozliwie najwieksza dokla-
dnoécig ? Jak dobraé¢ odwazniki, by z dang dokladno$eig ocenié ciezar
kawalka stali w mozliwie najmniejszej iloci wazen ? A jak znowu zna-
lezé najekonomiczniejszy sposéb wazenia i oceny, jesli znana jest mate-
rialna strata wynikajaca z kazdego mozliwego bledu w ocenie, a kazde
wazenie kosztuje okre§long ilo§é zlotych ? — Zagadnien tego rodzaju
mozna by wyliczyé wiele. Celem niniejszej pracy jest proba znalezie-
nia rozwigzan kilku takich typowych problematéw metodami teorii gier.

Sformalizujmy pierwsze zadanie. Nalezy podaé podziat S = (8,, S, ...
.oy 8x) (k dane z géry) odcinka (0,1) na czefci 8, 8y ..., Sk i funk-
cje z =f@¢) (¢+ =1, 2,...,k), gdzie z jest oszacowaniem iksa, wyniklym
z informacji, ze wxeS;. Podziat S i funkeje z = f(¢) nalezy tak dobraé,
zeby orzeczenie z bylo mozliwie najlepsze. Orzeczenie jest tym lepsze,
im mniejszy jest absolutny biad |z-—z|.

Ten postulat zamienia zagadnienie na gre czlowieka, dobierajg-
cego S 1 f a nie wiedzgcego jakie jest x, przeciw naturze, ktéra to 2 wy-
brata; przy tym czlowiek przegrywa do natury kwote réwng bledowi
orzeczenia. Rozwigzemy to zagadnienie za pomocg koncepcji minimaks,
to znaczy okreflajac tak S i f, zeby maksymalny blad, jaki moze spo-
wodowaé¢ natura przy danym 8 i f, byl niewigkszy, niz maksymalny
blagd przy innych 8, f. System taki bedziemy nazywali najlepszym w sen-
sie minimaks.

TWIERDZENIE 1. System (8°, f°), gdzie 8° jest podziatem przedzialu
{0,1> na réwne odcinki, a ocena f°(i) jest rowna $rc “owi i-tego odcinka,
jest majlepszy w sensie minimaks.

.Dowéd. Jest widoczne, ze dla systemu (8°, f°)

(1) w—2| < 1/2k.

Zauwazmy, ze na jakiekolwiek & czeéci podzielimy odcinek <0, 1), diu-
godé najdtuzszej czesci bedzie co najmniej réwna 1/k. Zauwazmy dalej,
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ze jezeli wiemy, iz punkt x nalezy do pewne] cze$ci odcinka <0, 1), to
zadna ocena nie moze zagwarantowaé bledu mniejszego niz polowa diu-
gofci tej czesci. Jezeli wige zastosujemy jaki§ podzial § odcinka <0, 1)
na k czefei, to moze si¢ zdarzyé, ze punkt x znajdzie si¢ w najdiuzszej
czefel tego podziatu i wtedy zadna ocena nie zagwarantuje bledu mniej-
szego niz 1/2k. Jefli jednak zastosujemy system podziatu i oceny, zde-
finiowany w twierdzeniu, to na mocy (1) btad bedzie co najwyzej rowny
1/2k. System ten gwarantuje wiec najmniejszy btad, czyli jest najlepszy
ex definitione.

2. Nasze zagadnienie pierwotne mozna postawié inaczej: uznad,
ze blad w szacowaniu warto§ci 2 powoduje strate W i szacowanie uznadé
za gre, w ktorej nalezy te strate zminimizowaé. Jezeli zgodzimy sie na
to, ze strata zalezy tylko od bledu |x—z| i ro§nie wraz z bledem, to zna-
lezione juz rozwigzanie (8°,f°) bedzie nadal najlepsze w sensie mini-
maks. Wynika to z faktu, ze wla§ciwie jest obojetne ezy bedziemy mini-
mizowaé blad absolutny W,(jlx—=]) = [#—2|, czy tez dowolna jego
rosngea funkecje W(|z—=2|) — wartodci ekstremalne zostang osiggniete
dla tych samych wartosci argumentu |[z— z|.

3. Gdy mamy informacje, ktéra daje aprioryczne prawdopodobien-
stwo o@(f)dt lezenia iksa w (¢, ¢+ dit), mozemy rozwigzanie uzaleznié¢ od
funkeji W i od gestodei ¢(t). Trzeba wtedy znalezé system (S8, f), ktory
minimizuje wyrazenie

) k
(2) 18, f;9) = D [ W(it—f(&))e()dt.

=1 8;
W przypadku W(u) = 4%, oceng¢ z = f(i), optymalng ze wzgledu na
o1
podzial S i rozklad ¢, tatwo znalezé z warunku(?) W =0 (1=1,2,
..., k). Bedzie nig
[tp(t)dt

S,
3) | fli) =S ——.
S{tp(t)dt

Optymalny podziat S znajdziemy wstawiajac do I(S,f;¢) zamiast f(%)
Prawg strong wzoru (3) i minimizujae tylko po podzialach. Nie bedziemy
8ig zajmowad szczegélowo tym zagadnieniem, gdyz dotyezy ono przy-
vadku, w ktérym znany jest rozklad ¢(f). Rozwigzanie bedzie zalezato
-0d @ i pozostawmy je tym, ktérzy majg konkretne rozklady wziete z prak-
tyki. Gdy ¢(f) = 1, tj. gdy aprioryezny rozklad jest jednostajny, czytel-
nik znajdzie rozwigzanie w ustepie 6.

(1) Przy ustalonym ¢ traktujemy f jako zmienna.
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‘4. Czasami nie chodzi nam o oceng wartosei », ale tylko o ograni-
czenie tej wartodcli w mozliwie najmniejszym przedziale. Sci§le méwige,
trzeba znalezé podzial optymalny w sepsie minimaks, gdy strata W
zalezy tylko od dlugosci czeSei S;, w ktérej znajduje sie punkt a,
1rofnie wraz z ty dlugocia. Rozwigzaniem jest podziat 8°, gdyz
max W(d(8;)) = W(max d(§;)), & to osiagga minimum, gdy wszystkie
8; 83 przedziatami o réwnej dlugosci. (Przez d(8;) oznaczylismy dlugosé
czedei 8;.) W tej grze strategia cztowieka jest podzial 8, a strategia natury
warto§é x. Warto$é ta jest czlowiekowi nieznana i natura moze ja wybrad
dowolnie. Zalézmy, ze natura dysponuje mechanizmem losowym, ktéry
z prawdopodobienstwem ¢(#)di wyrzuca liczbe zawartg w przedziale
(t, i+dt) (0 <t <1). Natura uruchamia swoj mechanizm i otrzymuje
jaka$ liczbe z. Czlowiek podaje podziat 8 = (8,, 8;, ..., 8;) i ptaci natu-
rze dtugosé tej czesci S;, w ktorej znalazta sig liczba z. W praktyce teka
procedura znajduje swoje odzwierciedlenie w fakcie, ze czlowiek majacy
okre§lié jakg$ wielko§é x (np. lekarz mierzacy temperature pacjentéw)
z réznymi czestodciami trafia na rézne jej wartosei. Znajae 81 ¢(f) mozha
wyrachowaé warto§é oczekiwang straty

k
B(W) = i,:Yl,‘P(wesaw(d(si)).

Traktujac rozkiad okre§lony przez gestosé ¢(t) jako strategie natury,
a oczekiwang warto§é straty B (W) jako strate W', otrzymamy nows gre
(strategie czlowieka pozostawiamy bez zmiany). Pokazemy, ze 1° jezeli
funkeja W jest rosngea i wypukla, to dla nowej gry najlepsza w sen-
sie minimaks strategia czlowieka pozostanie nadal podzial 8° i ze 2°
najlepszg strategig natury jest rozkiad jednostajny.

Oto dowé6d: Pokazemy najpierw, ze dla podziatu 8° wartod§é ocze-
kiwana E(W) nie zalezy od rozkladu.

k k
(4)  E(W) = ZP(meSi)W(d(Si)) = Y P(@e8)W(1[k) = W (1[k).
i=1 i=1

_ Jefli. jednak funkcja W jest rosngea i wypukla, to dla rozkladu
jednostajnego zachodzi nier6wnosé

k _ k k
(5)  BW)= Y P@eS)W(as) > X pW(pd > W (D p) >
i=1 t=1 t=1

k
>W( min M pi) =Wk

Dy+...+Pp=1;27

(p; oznacza tu P(xedl;)).
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Przypudémy teraz, ze podzial S° nie jest najlepszy w sensie mini-
maks. Jak juz wiemy, oczekiwana wartosé straty dla podzialu 8° jest
zawsze rowna W(1/k). Musiatlby wigc istnieé¢ podziat S rézny od 81 taki,
zeby dla tego podziatu i dla kazdego rozkladu oczekiwana wartosé straty
byla mniejsza od W(1 /k Wobec nieréwnosei (5) jest to niemozliwe.

Poniewaz podzial S8° gwarantuje czlowiekowi oczekiwang strate
réwng W(1/k), wige zadna strategia natury nie moze jej zagwaranto-
waé wiekszego oczekiwanego zysku. Na mocy (5) oczekiwany zysk
natury jest przy rozkladzie jednostajnym co ‘Dajmniej rowny W1 /k
Rozklad ten ]est wiee jej najlepszag strategia. ' .

5. Zastosujmy wyniki otrzyma,ne w poprzednich ustepach do naste-
Ppujacego zagadnienia: Checemy wyznaczyé warto§é =, o ktérej wiemy
tylko, ze lezy w przedziale {0, 1) (wyobrazmy sobie, ze » jest zrealizo-
wane np. jako cigzar lub dlugosé preta mosieinego), przez poréwnanie
(np. przez poréwnanie na wadze z innymi przedmiotami o znanym cig-
zarze). Chodzi o najwlaéciwsze dobranie owych przedmiotéw poréw-
nawcezych, tj. takie, ktére by pozwolito ocenié liczbe » z mozliwie najwigkszg
dokladnodcig.
~ Scisle méwige, mamy dana z géry hczbe n aktéw poréwnawczych
'Na.lezy okre§lié cigg n funkeji #; = g;(e1,€5y ..., 61) (1=1,2,...,0n;4¢,
jest -state), gdzie '

0, gdy e2<t
e = ’ (t=1,2,...,n; 1, = gy).
1, gdy o>

(Zakladamy, ze poréwnanie nie da nigdy # = #; — skrupulatni niech zato-
%y, 76 g; Przyjmuja wylaczoie warto$ei wymierne, a « jest niewymierne.)
Majac' system poréwnywania g = (g1, g2, -..» Yx) WyzZnaczamy liezbe «
w spos6éb nastepujacy: Poréwnujemy # z ¢,.-Z rezultatu tego poréw-
nania, tj. wartosei zmiennej e;, otrzymujemy liczbg poréwnawezg t, =
= gs(e,). Poré6wnujemy z z ¢, i otrzymujemy warto$é zmiennej e,, .2 wiee
1 liczbe poréwnaweza @, = gs(eq, €:), i tak kolejno, az poréwnamy =z
=g (€1 €ayeny €nly) 7 rezultatéw por6wnar -otrzymamy cigg n
‘nieréwnogci. Wyznacza one pewien przedzial, w ktérym znajduje sie
liczba 2. o

Okre§lmy jeszcze funkcje h(e,, e,, ..., 6,); Napiszemy z = h(e,, é,, ...
.4y €,) 1 nazwiemy # oszacowaniem iksa wyniklym z » aktéw poréw-
nawezych. Uklad (g, ) = (g1, gay -+ 0n; k) Nazwiemy systemem pordw-
‘nywania i oceny. Jezeli przyjmiemy postulat, ze orzeczenie z jest tym
lepsze, im mniejszy jest absolutny blad |xz—z|, to otrzymamy gre czlo-
‘wiekd przeciw naturze — czlowiek wybiera (g, k), natura wybiera z.
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TWIERDZENIE 2. Jeseli w wysej zdefiniowanym zagadnieniu chcemy
dobraé g i h tak, teby zminimizowad |x—z|, to optymalnym systemem w sen-
sie minimaks bedzie

(6) t1=1/2’ ti:O, 6132...61:_11 (i=—‘2,3,...,%),

(M) 2 =h(e, ey ...,6,) =0,¢6...61

Przy okre§laniu #; i # uzyliémy pisowni diadyeznej. Ukiad (6), (7)
jest po prostu sformalizowaniem nastepujacego postgpowania: Poréw-
nuje si¢ 2 ze §rodkiem przedzialu (0,1 — jezeli okaze sig, ze x leiy
w lewej polowie, to nastepnie poréwnuje sie « ze frodkiem lewej, jezeli
lezy w prawej, to ze §rodkiem prawej polowy. Po ¢ poréwnaniach (¢ =
=1,2,...,m) x jest zlokalizowane w pewnym przedziale o dtugosei
1/2° powstatym przez sukcesywne polowienie przedzigiu <0,1) ¢ razy.
Za ocen¢ z bierzemy §rodek przedziatu, w ktérym zlokalizowano x po
n pordéwnaniach.

Dowéd twierdzenia: Kazdy system szacowania (g, k) okre§la liczbe
¢, i kaze poréwnywaé x z ta liczbg. Gdy wiec n = 1, to trzeba znalezé
taki podziat odeinka (0, 1) na dwa przedziaty <0, ¢,), (t,, 1) i taka oceng 2,
ktéra by minimizowala max |z—z2|. Zagadnienie takie w ogolniejszej

x

postaci rozwigzaliémy na poczatku naszej pracy. Dla » = 2 otrzymu-
jemy nie 2, lecz 4 przedziaty, z ktérych kazdy ofrzymaliSmy przez
podzielenie kazdego z dwoéch przedzialéw, otrzymanych w przypadku
n =1, na dwa podprzedziaty. (Mozna by wprawdzie pomysleé¢ system,
w ktérym po poréwnaniu iksa z ¢, i po otrzymaniu, np. ze ¥ < t,, poréw-
nuje si¢ # z t, >1,, ale oczywifcie taki system nie moze byé¢ najlepszy,
gdyz otrzymany rezultat z < ¢, mozna wydedukowaé juz z pierwszego
poréwnania.) Ogélnie, dla dowolnego = otrzymamy 2" przedziatdw,
z ktoérych kazdy otrzymuje sig przez sukcesywne podzielenie kazdego
z poprzednio otrzymanych przedziatéw na dwie czefci, przy czym pro-
cedure te przeprowadza si¢ n-krotnie, zaczynajac od. catego odeinka (0,1).
Zagadnienie sprowadza si¢ wige do znalezienia takiego podzialu 8 odcinka
{0,1> na 2" przedziatéw §; i takiej oceny z = f(i) (i =1,2,...,2"),

by na podstawie informacji, ze wzeS;, zminimizowaé max |f(i)—a|.
zeS;

7Z twierdzenia 1 wynika, ze przedziaty te muszg byé r()wnejj diugosei
i f(¢) muszg byé ich §rodkami, co wladnie moéwi twierdzenie 2.

- Praktyezng ilustracjy twierdzenia udowodnionego przed chwila
jest nastepujacy sposéb wazenia przedmiotéw. Mamy przedmiot, o kto-
rym wiemy, ze wazy nie wiecej niz m dekagraméw. Jak nalezy dobraé
cigzarki, zeby po ustalonej ilodci » wazenn mozna byto ocenié cigzar przed-
miotu z mozliwie najmniejszym bledem ? Kazde wazenie jest poréwny-
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waniem cigzaru przedmiotu ze znanym cigzarem. Na mocy twierdze-
nia 2 kazdym optymalnym — w sensie minithaks — ukladem cigzar-
kéow bedzie taki, ktéry pozwala zrealizowaé liczby poréwnawecze mi;,
przy czym ¢; 83 dane wzorem (6). Takim ukladem jest m/2,m /2, .

.., m(2". Co wigcej, uklad ten wsréd wszystkich ukladéw op’oymal-
nych skilada si¢ z najmniejszej ilodci cigzarkéw — mozemy bowiem we
wzorze (6) polozyé ¢, =0 (4 =1,2,...,n); wtedy ¢ =1/2° i juz do
zrealizowania tak skonstruowanych wartosci i, potrzeba co najmniej
n ciezarkéw. Jak, majac 6w optymalny uklad okre§lamy w » aktach
cigzar przedmiotu podaje nastepujacy przyklad. Mamy przedmiot,
ktéry wazy co najwyzej 16 dkg. Uzywamy cigzarkéw 8,4, 2,1 deka-
graméw. Kladziemy przedmiot na szale, & na przeciwng ciezarek 8 deka-
graméw; jezeli przedmiot przewazy, dotozymy 4 dekagramy na szale,
ktora poszla w gére, i kolejno zawsze nastepny ciezarek na szale idacs
w gére, az do ostatniego cigzarka. Niech sytuacja na wadze bedzie
z+2+1 po lewej, 84-4 po prawej i niech prawa szala bedzie w gorze.
Z tego, ze 1 lezy po lewej, wynika, ze lewa szala byla w gérze przed doto-
zeniem jedynki, a wiee mamy z+2 < 814, z+4+2-41 >844, a wiee
9 <2 <10, czyli »=9,6 dekagraméw, z bledem mniejszym od 1 /2 deka-
grama.

Czesto zdarza sie inna sytuacja. Dopuszezalny biad b i maksymalny
cipzar przedmiotu m sg dane z géry, a chcemy znalezé uklad cie-
sark6éw, ktory pozwala okreflié ciezar przedmiotu z bledem mniejszym
niz b w najmniejszej ilodei n, wazen. Istnieje wiee optymalny uklad cig-
zarkéw, ktéry pozwala po n, krokach okreflié ciezar przedmiotu 2 z ble-
dem mniejszym niz b. Wtedy uklad m/2,m/2°, ..., m/2" tez zdola po
n, krokach okresli¢-z z blpdem mniejszym niz b, gdyZ, jak juz wiemy,
gwarantowany blad jest dla tego ukladu najmniejszy. Ukiad ten jest
Wwige réwniez optymalny W nowym sensie, Liczbe n, znajdziemy z warunku
m2MH < b < m[2™, t]. ny = [logy(m(b)] (?).

Jezeli mamy ustalong liczbe n ciezarkéw i chcemy zwazyé ¢ dkg
towaru (¢ — liczba naturalpa), to nalezy jeszeze inaczej okre§lié opty-
malny vuklad. Niech v bedzie taka liczbg naturalng, ze dany uktad pozwala
zwazyé w okragtych dekagramach 1,2,...,» dkg towaru.i nie pozwala
zwazyé v+1 dkg. Gdy przyjmiemy postulat ze uklad jest tym lepszy,
im o ]est wigksze, to, jak dobrze wiadomo, optyma.lnym ukladem bedzie

1,3,3%,...,8" i wtedy v, = 1+4+3+32+...+3"! = (3"—1)/2. Sa dwa
I'Odza,]e kupcow ci, ktérzy wazg przedmloty 0 nleznanym ciezarze —
powinni oni uzywaé ukladu {2°7%} (s =1, 2, n) (m zawsze mMoZna

" (") [r] oznacza tu czesé calkowity liczby r.

Zastosowania Matematyki IV 14
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ograniczyé z géry przez 2°, gdzie s jest liczbg calkowita) — i ei, ktérzy
odwazaja z goéry okre§long ilo§é towaru — powinni oni uzywaé ukladu
(3'). Gdy klient zazada ¢ (< v,) dkg kawy, bedzie zawsze mozna zre-
alizowaé ¢ na szalach przy pomocy ukladu {3°}, a potem nasypaé kawy
az do réwnowagi.

6. Jak pokazaliSmy przy dowodzie twierdzenia 2, zagadnienie tam
rozpatrywane sprowadza sie w istocie rzeczy do zagadnienia optymal-
nego podziatlu i oceny, rozpatrywanego na poczgtku pracy. Z ustepu
2 wynika wiee, Ze znalezione rozwigzanie (6), (7) bedzie nadal najlepsze
w sensie minimaks, gdy bedziemy minimizowaé nie blad absolutny
lz—z2|, lecz dowolng jego funkecje W(|lxz—z|), jeSli tylko zalozymy, ze
ro$nie ona wraz z bledem. Gdy mamy informacje, ktora daje aprioryczne
prawdopodobienstwo ¢(t)di lezenia iksa w (¢, ¢+ dt), rozwigzania bedziemy
szukaé tak, jak to podaje ustep 3, kladae tam k = 2". Gdy aprioryezny
rozklad jest jednostajny, tj. gdy ¢(t) = 1, podamy to rozwiazanie expli-
cite.

Zacznijmy od orzeczenia z bez aktu poréwnawczego. Bedzie ono
réwne 1/2 przy jakiejkolwiek stracie W rosngcej wraz z bledem. Poka-
zemy mianowicie, ze p = 1/2 minimizuje warto§é oczekiwana straty

1
E(W) =JW(|t—p|)dt. Istotnie, jesli np. p > 1/2, to

(8) [ W(t—pl)di— [ W(t—4|)dt =

12 1

W(p—t)dt—i—fW(t—p)dt—f WE—t)di— [ W(t—hde

12

[
S

1-p 1/2

W (w)du+ [ W(w)du—2 [ W(u)du =

l

P 1/2 »
= [Wu)du— [ W(u)du = [ IW(u)—W(u—p~+})]du > 0.
1/2 1-p 1/2

Jezeli rozbijemy odcinek (0, 1) na k przedziatéw (a;_,, a;){(? =1,2,..., k,
a, = 0, @, = 1) 1 za oceng wartoSci # bedziemy brali §rodki tych prze-
dzialéw, to dla rozkladu a priori ¢(f) = 1 oczekiwana warto§é wyplaty
bedzie réwna
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Pokazemy, ze osiggnie ona minimum, gdy przedziaty (a;.;, a;) beda
miaty jedna;kowag dtugo§é. W tym celu oznaczmy A; = a;—a;_, (4 =
=1,2,..., k). Wtedy

ZJWU“%ﬁ
mZ][ ( )d —fW —1 /2k|)du]

w
—2 2 j dv—af W(?J)dv] —

ki

a3 [l (5s)a-

i=1 (i— 1)lk

i=1
172k

:22 f o) do— 2 ) fW(v

] 12k 7' 45,02

A,L>1/Ic ,L<1jk ki
1~ 1 4 1
Yl X )i -
=2 3 () v Y )
4i; >1Hc Aij.?<11]c

4 1y (1)
N 2;(2 2k)W(2k) =0

Z wzoru (8) wynika, Ze najlepszg oceng punktu # w stosunku do roz-
kiadu jednostajnego jest wybér rodka tego przedziatu, w ktérym znaj-
duje sie punkt #. Z (9) wynika, Ze najlepszym podzialem dla rozkiadu
jednostajnego jest podziat na jednakowe odeinki. Kladge wige k= 2"
i korzystajac z uwagi w dowodzie twierdzenia 2 otrzymamy teze, Ze
relatywnie najlepszym ukladem (g, k) do rozkladu jednostajnego jest
ukiad (6), (7).

Pozostaje zagadnienie liezby n. Przypudémy, ze i-ty akt poréw-
nawezy kosztuje 1(i) zlotych (i =1,2,...), a strata zwigzana. z ble-
dem |¢—z| wynosi W(jz—=2|) zlotych. Ile ma byé aktéw poréwnaw-

n
czych ¢ Minimaks kaze braé n = n,, kt6ére minimizuje W(1/2"*') —1—21(?2).

Dla W(u) = u i 1(¢) = a > 0, ny = [logy(1/a)—1], gdy a < 1/4 ing =0,
gdy a >1/4.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Praca wplynela 5. 9. 1957
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X. MTARHXAYS u C. TPEIBYIA (Bponuas)
H3MEPEHUE HVTEM IIOCJHEINOBATEJBHBIX CPARHEHHI
PE3BIOME

Ipepsaymas crarba fJaeT pemeRne HECKOIbKAX UPAKTAYECKAX BONPOCOB
u3 obnacTi NPEONMMMEHHHX UBMEPEHHN HeKOTOPHX BEJNMYMH METONAMH TeOpMY WIp.
Hampumep, cpaBHEBaeM HeKOTOPYI0 HeHsBeCTHY Bemwdumny «e<0,1> mocaemo-
BaTeIbHO C HB3BeCTHHIMM BeJaMumHaAMU 1.8, ..., ;. Ha ocHose sTuHX cpa-
BHEHUIT ompefexseM npubiMménHoe sHadeHme z' Beamumne z. Hago BHOpaTs yHk-
uun ty, g, ..., 8 u oueHry z’ TakmM obpasom, urobm W(|z—=2'|) upuEEMAamO
HofiMeHbIIee 3HAUEHHMe. ITY BalaUy MOKHO pACCMATPHMBATL KAK UIPY UeJOBEKA
npotus npupome. B oaroit mrpe demoser BwIOupaer t, 1y, ...,t, W z', a npu-
poxma Bubupaer x. YemoBek mIaTMT mpupome Wz —z'|). HokasrBaeTcsa, uTO
ecaim W ecTp Bospacraomas QYHKOUA NEpeMeHHOU |z—z'|, T0 Halmyumeidf B CMH-
Cie MHHWMAKCA CTpaTermelf JJIA 4Yeq0BEKA ABIAETCHA CIefywuad: f) = 1/2, &, pasro
cepenude mHrepsanos <0,1/2) umu (1/2,1> B sasmcuMocTH oY Toro, B HOTOpOM u3
BTHX MHTEPBAJNOB JIEMAT &, U T. [.; ' PABHO CepefMHe MHTEPBAJA, MOIYIGHHOTO [OCIe
n waros. Ecau & ects cayvalinad BeAWYWHR € DPaBHOMEDHHIM pAaCTmpemeleHIeM,
TO Ta e CaMaA CTPATeTMs HaeT MHEHEMYM OKHIAEMOr0 BHAYEHUA [W{x—2z"D].

Jlaerca HECKONBKO NMPAKTHYECKUX CAE[CTBH »THX (M nopoGHEX) pes3yabTaToB.

H.STEINHAUS and 8. TR YB UL A (Wroclaw)

MEASUREMENT BY SUCCESSIVE COMPARISON

SUMMARY

The paper gives the solution, by the methods of the theory of games, of
a few practical problems in the sphere of approximate measurements of cer-
tain quantities. E. g., we compare successively an unknown quantity we<0, 1)
with known quantities #;,%,...,%,. On the basis of the results of those com-
parisons we give the approximate value of . The functions ¢, 4, ..., %, and
the estimate »’ should be chosen 8o as to minimize W (|z— z’|). This problem
may be regarded as a game of man against nature, in which man chooses
t1,%,...,0n and z’, and nature chooses x. Man pays to nature W (| = x']).
We prove that if W is an increasing function of the argument |z— 2’|, then
"the best strategy in the minimax sense for man is ¢ = 1/2, f, equal to the
centre of the segment <0, 1/2) or (1/2,1>, according to whether the point «
is in the first or in the second of those intervals, etc., and &’ is equal to the centre
of the segment obtained after » steps. If x is a random variable with & uni-
form distribution, then the same strategy minimizes the expected value of
(W (Je—a'])].

A few practical consequences of those and similar results are given.
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In the sequel we employ the coefficients and the determinant of the
first fundamental form which we have computed to be

A, ) =Va+Fly(n)], B(& q) =y (n)V1+(xén),

C(&, 1) =y (VB + (@xén)+ Ly(n)]; % = f (k).

2. The equations of equilibrium of the conoidal shell. We shall
apply the general equations of the
equilibrium of a thin shell in arbi-
trary ecurvilinear coordinates. These
equations written in invariant form
may be found in [6]. For our pur-
pose it is not necessary to write them
down. Let us denote the fechnical
components of the stress tensor by
8, T,, T, (fig. 2) and the components
of the exterior loads in the fixed
coordinate system Oxyz by X*, Y%,
Z*. In the sequel we shall not 18, ]=1821=$ ZM1-270)
use the variables X*, Y* Z* but Fig. 2
the following functions of them, re-
garded as funections of &, #:

X(&,n) = OX*y Y (¢, n) = CY*’

(1.8)

(2.1) X
26, m) = 0|7~ X —eta |,

In our case the equa,tibns of the equilibrium of the conoidal shell
are the following ones:

0 [B o8
w1a—§(le)+$1W+X = 0,

0 [y'A o8
2. — = —+ Y =0
(2.2) an(B T2)+?/ a§+ ’

A 1
&y' =T+ 2ny'S+—2Z = 0.
B %

Eliminating 7, from the last two equations, we get

¢ d 1
. i _ o r _ ’ - 14 =0
EGE WS g (V8) =28~ 2+ EY =0,

(2.3)
, A o 1 d (B s



