W. KRYSICKI (Eéds)
0O POLACZONYM ZAGADNIENIU BAYESA I BERNOULLIEGO

W podreczniku Caloul des probabilités (Paris 1912, Chapitre IX.
101-102, str. 160-163) H. Poincaré zajmuje si¢ nastepujacym zagad-
nieniem: Dwoich szachistéw gralo ze soba n-t+m partii; pierwszy wygral
» partii, drugi m partii; je§li n>m, to mozna przypuscié, ze pierwszy
gracz jest silniejszy. Jedli beda graé nastepna partig, pierwszy bedzie
miat wigcej szans do jej wygrania. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze
gracz pierwszy wygra nastepng partie?

Juz po napisaniu mej pracy, zwrécila mi uwage H. Millicer-Gru-
zewska, e zagadnienie opracowane przeze mnie jest uogélnieniem eyto-
wanego zagadnienia Poincaré’go.

1. Uogolnione zagadnienie Poincaré’go. Zaléimy, ze w ciagu =
jednakowyeh i niezaleznych dodwiadeczen, o stalym lecz nieznanym
prawdopodobieristwie p (p#0, p#1) zajicia w poszezegélnym do§wiad-
czeniu, zdarzenie sprzyjajace zaszlo a razy. Woéwczas gestosé prawdo-
podobienistwa a posteriori P,(p), przy zalozeniu, ze gesto§é prawdopo-
dobienistwa a prior: jest stala, wyrazi sie wzorem Bayesa

p*(1—p)"*

(1) P (p)= 7 ;
[ (1—s)*ds
czyli
G o O L .
(2) Pp) =y P P)

Wyznaczymy teraz prawdopodobieristwo, ze w N nowych takich samych
doswiadczeniach dane zdarzenie zajdzie § razy.

Prawdopodobienistwo, ze w N do§wiadczeniach niezaleznych o sta-
lym prawdopodobienistwie p dane zdarzemie zajdzie g razy, daje wzér
Bernoulliego

b .
(3) PIN Bipl= g L= 2)" 7
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a prawdopodobieristwo & posteriori, ze nieznane prawdopodobienstwoe p
jest zawarte w elementarnym przedziale o dlugodci dp wyraza sie iloczy-
nem P, (p)dp; wobec tego prawdopodobieristwo lgcznego zajdeia dwéch
wymienionych zdarzeni zaleznych jest

(4) P,(p)dp- P[N,Blp].

-Poniewaz p moze si¢ zmieniaé w granicach od 0 do 1, wige dla obli-
czenia poszukiwanego prawdopodobienstwa, ktére oznaezymy przez
P[N,B;n,al, nalezy scatkowadé wyrazenie (4) w przedziale {0,1):

ya]m o EDINL g g ai—as
P[N:feo”’:a] L'(n )'ﬂ'(_N )' f ds,
co po obliczeniu daje
(n+1)! NN a+Hl(n+N—a—pf)!
al(n—a)! YN — B (n+ N+1) ~

(D) P[N,Bin,al=
2. Ekstremum funkeji P[N,8;n,«] przy stalych »,«,N.

(n—l—]) N!
~F(B),

Niech P[N,B;n,al= '(w— ot (n+ NI 1)

gdzie

{a+ )t (n+ ¥ — a—ﬂ)[
BU(N — B '
Obliczymy F(f-+41) i zbadamy stosunek
F(p+1) _ (a+ B+ 1)(N—p8)
FB)  (n+N—a—B)(+1)

Latwo wykazaé, ze stosunek ten jest niemniejszy od 1, gdy

F(g)=

(5) p Tl

skad wysnuwamy nastepujace wnioski:
1. Jezeli (N+41)a<n, to P[N,B;n,a] jest funkecjg malejaca g przy
statych #,a,N, to znaczy dla =0 osiaga najwiekszg wartosé

(n+ 1) (n+ N — a)!

P[N,0;n,a]= (m—a)l(n+ N+
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2. Jezeli a=n, to P[N,B;n,n] jest funkejg rosnges przy statych
n,N, to znaczy dla =N osiaga najwiekszg wartosé

w4+ 1

P[N,'N;n,"b]=jv,+”+“1 ’

przy czym, przy statym N i f=N, prawdopodobienstwo to rodnie ze
wzrostem u.

3. Jezeli a%n i (N+41)a/n=Fk jest liczba naturalna, to P[N,B;n,a]
osigga e sama najwieksza warto§é zaréwno dla f=k—1 jak i dla g=k.

4. Jezeli (N-+1)a/n nie jest liczbg naturalng, to P[N,f;n,a] osiaga
najwigkszg wartosé dla f=E[(N+1)a/n]. '

Oto dla przykladu wartosci 8;, dla ktérych zachodzi ekstremum obli-
czone przy pewnych wartodciach #,qa,N:

n e | N : Bo

§ !
20 3 19 2lub3
20 3 20do25| 3
20 3 %do32| 4
31 3 9 | 0
31 3 104019 1

3. Zagadnienia graniczne. Nasuwaja si¢ tutaj nastepujace zagad-
nienia graniczne:

1. Zakladajae, ze ilo§é » doswiadezenn rofnie nieograniczenie wraz
z a W ten sposéb, ze stosunek

(6) Z—ps (PO, PeED)

pozostaje staly, obliczyé graniczng warto§é prawdopodobienstwa

. o N . (41D a+ B (n+ N—a—B)!
(0 I PLN, A5y el= oy 1 I = et N1 1)!

traktujage N,B jako stale.
Po zastosowaniu wzoru Stirlinga w posbaci

(8) k=Ko "y 2nmk @12 0< <1



O polaczonym zagadnienin Baeysa i Bernoulliego 176

do wszystkich czynnikéw wystepujacyeh pod znakiem granicy we wzorze
(7), po przeksztalceniach przy zachowaniu warunku (6) i przejéciu do
granicy przy wartosciach N,B stalych otrzymujemy nastepujacy wzor
graniezny:

Nt

(IT) nliglo P[N,B;n,al= mpg(l'— P

OfrzymaliSmy wzér Bernoulliego przy prawdopodobienstwie danym
przez wzér (6), co jest wynikiem granicznym zupelnie zgodnym z intuicja.
2. Zakladajae, ze B i NV rosng nieograniczenie w ten sposéb, iz sto-
sunek
£ P (Po#£ 0, Py#1)
N — L0 07— VY 0 -

pozostaje staly, obliezyé

(9)

. o 1) NlatB)l(n+ N—a—p)
ﬁfﬂP[N’ﬁ’"’“]" al(n— a)! Alrl_f?a BUN—B(n+N+1)t

Granica ta — jak mozna bylo przewidzieé — jest réwna zeru: jest to
bowiem prawdopodobienistwo (przy stalych n,a), ze przy N—oco na N
doswiadezen zajdzie dokladnie § dodwiadezen sprzyjajacych, przy czym B
spelnia warunek (9); jest to wige jedna szansa na N, gdy N->oco. Wy-
znaczymy teraz rzad zbieznodci do zera wzgledem 1/N; w tym celu sta-
wiamy zagadnienie nastepujace:

Nalezy znalezé taks liczbe rzeczywista w40 oraz taksg funkeje
G(n,a,P,), zeby przy spelnieniu warunku (9) zachodzila réwnosé '

lim {N“P[N,B;n,al}=G(n,a,Py) 5= 0.
N-oeo

Rachunki, przeprowadzone réwniez przy uzyciu wzoru Stirlinga (8),
dajs nastepujacy wzér graniczny:

(4 1)t

dn—a)t P5(1— Pg)"~*.

(I1I) Lim {N'P[N,B;n,al}=-
N

4. Warto$é oczekiwana zmiennej losowej 8 przy stalych n, a, N.
Wartosé ta wyraza sie na podstawie definicji wzorem

(n+1)IN! j tatplnt N—a—p)

al(n—a)l(n+N+1)! & BN — B)! p-

(10) E@)=
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Aby obliczyé sume szeregu po prawej stronie wzoru (10) korzys-
tamy ze wzorul)

I'(p+1)I'(g+1) ¢ 40
a
I'(p 4- ¢+ 2) Jz “

prawdziwego dla p>—1, ¢>—1, przy czym obszar D okredlony jest
przez nieréwnosei >0, y>0, #4-y<1. Dla wartodei naturalnych p i ¢

[ [aPy*awdy =
D

plq!
2Py ldndy = —
[ Jrytaatdy = oo s,

Nie trudno wykazaé, na podstawie ostatniego wzoru, ze

T (@ AR LN —a—p)
= BB

B=

N a+,5 n+N—a—ﬁ

=(n+ N+ 2) {az[jJZ ﬂ"—(—j’“ ﬂ)': zﬁda;dy]}z=l.

Prawsg strone ostatniego wzoru napiszmy w postaci

(n+N42)! n—a
(11) W {asz[z ﬂ'(N Al wz)fy™- ﬁ]m ] di“z.l}z_l

~ Ale suma ujeta w nawias pod znakiem calki podwoéjnej jest réwna
(@24 y)", wobec czego wyrazenie (11) przybiera postaé

_(n+N+2)!

(12) (N—1)!

[ @y ey de dy.
D

Te¢ calke obliczamy wedlug wzoru

f{ 2 dpdy= 1 I'(p+1)I'(g+1) ,
“"‘+ ) (p+q+2—p) F(p+q+2)

)5

slusznego przy p>—1, ¢> —1, u<p +¢+2. Wynik podstawiamy do
WzZoru (12) a wyrazenie w ten sposéb otrzymane do wzoru (10) zamiast

1) Zobacz np. . M. Puxur u U. C. Fpagmreiisn, Tabauysn unmezpaaos,
cymm, pados u npouseedenuit, MockBa 1951, str. 247, wzér 3.935 3.

2) I'. M. Quxrenroasn, Hypc dufepenyuarvnozo u unmeapasbrozo ucuuc:
aenusn, Mockea 1952, Tom III, str. 480.
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sumy tam zawartej. Po uproszezeniach ofrzymujemy ostateczny - wynik
w postaei '

at1

n-+42

N.

(Iv) B(B)=

Interesujace jest to, ze wspélezynnik przy N w otrzymanym wzorze
jest dokladnie réwny wartoSei oczekiwanej zmiennej losowej p W za-
gadnieniu Bayesa

. a-+1
13 E == P d =
(13) (p) 6fp (PVap=

gdzie P,(p) dane jest przez wzoér (3). I ten wynik jest zgodny z infuicja:
jezeli wartodeia oczekiwang zmiennej losowej p jest ulamek (13), to
wykonujgc nows serig N dodwiadezeri o tym samym prawdopodobien-
stwie p, nalezy istotnie spodziewaé sig zajdcia sprzyjajacej ilodei zdarzen
wyrazonej przez wzér (IV).

Praca wplynela dnia 22. 12. 1953 r.

’

B. KPBICHI K HH (JFogav)

O COBMECTHOM IIPOBJIEME BEHECA H BEPHYJJIH

PESIOME

CobnThe ¢ HOCTOAHHOH BepOHATHOCTHIO P (Pp7#0, p#1) cocromnocs a pas B 7.
HE3aBMCHMHX OXMHAKOBHIX ONNTaX. KaKoBa BEPOATHOCTH, YTO COCTOMTCH OHO S pas
B N HOBHX TaKHX-e ONHITAX, €CH BCe B3HAUEHHA BeNMUMHH p GHANM POBHO BEpoO-
ATHH ? .

Orser:
. _{n+ ) NYa+ Bl{n+ N—a—B)!
PN, psm,al= al(n—a)!BH(N= Bl (n+ N+ 1)t~

HccnenoBaHo SKHCTpeMasibHOe 3HaueHMe P U pemieHo ABe NpejeibHHE 3ajadd.
Haxounen ompepmeneHo Marematmdyeckoe oxmpanue E(B) npu »,a, N HOCTOAHAHX, IT0-
Jyyaf cHeXyWOUi pesyabTar:

a1
n+2

E(f)= N.
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W. KRYSICKI (L6dZ)
ON THE COMBINED PROBLEM OF BAYES AND BERNOULLI

SUMMARY

A certain event with a constant probability p (p#0, p£1) of occurence has
occured a times in n independent identical experiments. What is the probability of
its' occuring B times in N new, identical experiments if all values of p are equally
probablet ’

The answer is

(n+ 1) Nl(a+ )l (n+ N — a— B)!
al(n—a)l YN - B)t{n+ N4+ 1)1

P[N,B;n,a]l=

Next the extremum of the expression P was examined and two limit
problems were solved. Finally the expected value E(f), with constant =»,a,N,
was determined and the result obtained was

a+t+1 N
n+2

E(p)=
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