I. KOZNIEWSKA (Warszawa)

PIERWSZY ABSOLUTNY MOMENT CENTRALNY
DLA ROZKEADU POLYI

1. Dogodng miarg rozrzutu zmiennej losowe] jest jej pierwszy
absolutny moment centralny. W niniejszej pracy wyprowadzono
wzOr (2) na pierwszy absolutny moment centralny zmiennej loso-
wej o rozkladzie Poélyi, a wige w szczegolnosci dla zZzmiennej losowej
o rozkladzie dwumianowym i hipergeometrycznym.

Nalezy zaznaczyé, ze wzor na pierwszy absolutny moment
centralny znany jest dla rozkladu dwumianowego, przy czym dowdd
jego opiera sie na twierdzenin Eulera dla funkeji jednorodnych?).
Przeprowadzony w niniejszej pracy dowod jest prostszy, nie wycho-
dzi bowiem poza zakres rozwazan kombinatorycznych.

2. Przypomnimy kilka okreslen z rachunku prawdopodobien-
stwa.

Okreslenie 1. Przez pierwszy absoluiny moment centralny

dowolnej zmiennej losowej X o » punktach skokowych x, i skokach
iy, gdzie P(X=u,)=p; >0 dla k=0,1,...,n, rozumie si¢ wyrazenie

:31: Zlm - mklpky
k=0

w ktorym m =F(X) oznacza wartosé oczekiwang zmiennej losowej X.

Okreslenie 2. Méwimy, Ze zmienna losowa X o punktach
skokowyeh k=0,1,...,n i skokach p,, gdzie P(X=k)=p,>0 ma
rozklad Pdélyi, jesli

k—1 n—Fk—I1
[1(p+ia) J] (g+ia)
n i=o0 =0
(l) Px= (k) TTh1 - T
[1(1-+ia)

1 J. V. Uspensky, Introduction to Mathematical Probability, 1937, str. 177.
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przy czym p-g=1, a>—1, a pierwszy gorny iloczyn dla k=0
oznacza 1.

W szezegdlnym przypadku, gdy pammetr a==0, rozklad Poélyi
jest rozkladem dwumianowym, wéwezas bowiem .

k n.—k

ne=(y)r'e

W przypadku gdy a=—1/N, rozklad Polyi jest rozkladem
hipergeometrycznym. Wowczas

e 3T

p=() =0

n—1 Y
h 4 (1“ ¥)
3. Udowodnimy
TWIERDZENIE. Pierwszy absolutny moment ceniralny f, 2mtienne]
losowej X, majacej rozktad Polyi, wyraia si¢ wzorem

(2) By =2rplg+ (n—r)a],
gdzie r=E(np)+1 (r jest entier z np powiekszone o 1).
Dowéd twierdzenia opiera sig na trzech lematach.

Lemat 1. Dia dowolnej zmiennej losowej X o punktach sko-
kowyeh k=0,1,...n i skokach py, gdzie P(X=Fk)=p,>0, pierwszy
absolutny moment centralny daje si¢ wyrazié wzorem

E(m)
(3) ,_22m k) pp=2 2 (k—m)p

k=TH(m)+1

Istotnie, pierwszy absolutny moment centralny zmiennej X
rowna sie wedlug definicji -

n
pr= 2 |m— k| py,
K<
za$ pierwszy zwykly moment centralny ma postaé
3 =k2 (m—k)p,=0.
=0

KaiZde z tych wyrazen rozkladamy na dwie czesci w sposdb naste-
Pujaey:
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E(m) N

fr=Y (m—k)ype+ 3 (k—m)py
[ k=Tm)+1
BE(m) _'_';

= Z('m-—k)pk—f— 24 (m—k)py.
F=0 k= T(m)+1

Dodajgc te rownodei stronami znajdujemy

E(n:,)
(4) ﬂlz"kz (m —k) py,

=1
a odejmujgc je stronami otrzymujemy
(5) Br=2 Y (k—m)p,.

k=E(m)+1

7 wzoréw (4) i (5) otrzymujemy natychmiast wzér (3).

Lemat 2. Dla wszystkich naturalnych n oraz s takich, ze n>s-+1,
zachodzi tozsamosé

. Y )
(6) =9 () =+ D ()

Istotnie, podstawiajac po kazdej stronie wzoru (6) wartosei
okreslone symbolami, otrzymujemy

(n—s8)n! (s+1)n!
sln—s8)! (s+1)1(n—s—-1)

Lewa strone tej réwnosci skracamy przez (»--8) a praws przez
(84-1) i otrzymujemy po obu stronach

n!

gl{n—sg—1)!

Lemat 2 zostal zatem udowodniony.
Lemat 3. Dla kazdego s=1,2,...,n

8-—1
(7) kZ Pi(np — k)= sp g+ (n—8)a],
=0
gdzie p,=P(X=k) jest okre§lone wzorem (1).
Dowéd lematu przeprowadzamy przy pomocy zasady indukeji
zupeine;j.
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I tak, dla s=1 mamy

n—1 n—1

" ill(q+ ia) " i=]0(q+w)p
Ponp = 0);:1—*’“*’ mp=\) g =
I—{(l +ia) ’[!)(1—{—@'(1)
o Pl ta+ialg+ (n—1)e]
) L - =mlet(—Dal
| [T (1 +ia)

Zakladamy teraz prawdziwodé wzoru (7) dla s=38,. Obliczymy
sume 8,41 wyrazéw, korzystajac w przeksztalceniach z lematu 2:
Sy
N pr(np — k)= 8D [ g+ (1 — 80) a1+ Py (P — $5) =
k=0
=P, 504+ S — $p)a—+ NP — &)=
=P, | — 8aP+ 30(1— $) @+ np] =Py (0 — 80) (P + So2) =

8p-——1 n—=sg—1
-~ [lw+ia) J] (g+ia)
- (:/) = n—l1 e (?'l» — 8,) (p+ E a) =
o ]_]0 (1+7ia)
"(p“lr{'-'a) " I_}“' (g+ia) g+ (n— 8, —1)a]
' i=0 i=0 B
=t 1{, 1) _

[T+ ia)

—(80+ 1) Py al @+ (n— sc— L),

a t0 jest prawa strong wzoru (7) dla s=s,+1. Tym samym lemat
Zostal udowodniony.

Dowéd rozwazanego twierdzenia, a mianowicie wzoru (2},
otrzymujemy jako natychmiastowy wniosek z lematow 1 i 3.

I tak, na podstawie lematu 1 poszukiwany pierwszy moment
absolutny centralny rozkladu Poélyi, dla ktérego wartos$é oczekiwana
m jest mp, wyraza sie wzorem

E(np)

(8) 3, =2 D (np— k) Py
k=0
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Stosujge do wzoru (8) lemat 3 otrzymujemy

E(np)
fr= 2% (np — k) pr= 2rp,L g+ (n— 1) al,

gdzie r=E(np)+1.

Twierdzenie zostalo zatem udowodnions.

Wniosek 1. Dla rozkladu dwumianowego, wyraiajgcego sie
wzorem

. (0 _
P(X=k)=()p*q,
pierwszy absolutny moment centralny réwny jest
n ,
0 k n—r+1
pr=2r () v

przy r=HE(np)+1.
Wniosek 2. Dla rozktadu hipergeometrycznego, wyrazajaeeqgo

gie wzorem
k—1 P n—=~i——1 i
M=) 1 (o)

n=>0 n=0
i—1 i Y
1 —
'iI:_Iﬂ ( N )

pierwszy absolutny moment centralny ma postaé

== (]

) n—7
przy r=E(np)+1.
Instytut Matematyczny Polskie] Akademii Nauk

( Praca wplynele dnia 5. 12. 1952 r.)

H. KOBHEBCHKA S (Bapmabu)

ABCOJIIOTHBIN [EHTPAJBHBA MOMEHT [EPBOIo JTOPAJKA
JJIHA PACHPEJNEJEHNUA HOJHA

PE3HOME

YaoOHot xapaKTepHCTMKOM YKIOHEHMA CIy4yallHOH BEJIMYMHBL OT CBOGro
cpejHero 3HaueHus ABJIfAeTcA ee alCONIOTHHI UEeHTPAJbHBIY MOMEHT IIEPBOIQ
nopagka. B npeanaraemoft cratee nodayuena dgopmyiia (2) gas abeodworHOoro
LHEHTPANLHOr0 MOMEHTA MePBOTO MOPALKA A cay4yaifiolt BeaAuYMunl TonyUueHAOR
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no pacnpegexennio Ilomus, u TeM caMBM B YACTHOCTH JJIA CaydaltHO# BeTHINHK
¢ 6MHOMMANBLHEM M THIEPreOMETPUYECKHM pacupejelleHHAMH.

Ciegyer OTMETHTh, uTo GopMyJsa ANA a0COTOTHOFO HEHTPAIBHOTO MOMEHTA
nepsoro nopsigka oGmensBecTHA JJIA OHHOMHANLHOTO pacnpefeleHMd, [OKa-
34TENBCTBO 3Ke ee OCHOBAHO HA TOMAECTBe Ditllepa IIA OJHOPOAHBIX QyHHIUHA').
JlokazaTeldscTBO B OpejilaraeMoii cTaThe Npole, TaK KaK He BHXOAHUT 3a mpe-
mHeau KOMOUHATOPHHX pacCyXIeHmi.

I. KOZNIEWSKA (Warszawa)

THE FIRST ABSOLUTE CENTRAL MOMENT FOR POLYA’S
DISTRIBUTION

SUMMARY

A convenient measure of the spread of a random variable is its first abso-
lute central moment. In the present paper the author works out formula (2) for
the first absolute moment of a central random variable having Pélya’s distri-
bution, i. e. particularly for a random variable with a binomial and hyper-
geometrie distribution.

It should be pointed out that the formula for the first absolute central
moment is known for a binomial distribution, its proof being based on Euler’s
theorem on homogeneous functions?). The proof given in the present paper
is simpler, as it does not go beyond combinatarical considerations. '

1) J.V. Uspensky, Introduction to Mathematical Probability, 1937,
str. 177,



