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Propriété limite de la dérivée transversale de la matrice
du potentiel généralisé de simple couche relatif
au systéme parabolique

par S. CAKAEA (Warszawa)

1. Introduction. A. Piskorek (v. [2], (21)) a démontré qu'une com-
binaison linéaire de dérivées partielles d’ordre M > 2 du potentiel de
simple couche & densité continue, dite dérivée transversale, donnée par
la formule:

N n M 1
@ (ETE, ), =D D ax, 2 U‘;f ) c0s (70, ),

n TM-—
B=1 fy,.nip=1 M-

a=1,..,N

posséde pour la variable du temps ¢ < const, la limite suivante:

(2) I DT (X, )] = —bo(P, 1)+ f f [ DRI (P, 15 Q,7)p(Q, 7)dQdr

en tout point P de la surface S. Le point X tend vers le point P de la
fagon suivante:

N 1; x|
X-pP| X Pg| M2

(2a) =0, pour M>2,

% est ’exposant de Liapounoff (v. [2], (29)). Px est le point de la sur-
face S le plus rapproché du point X = (m, ..., Zn).

?l ;]‘M

Dans la formule (1), les fonctions Aqs (X, t) désignent les coeffi-
cients du systéme parabolique:
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(3) (Pu)e = Z 2 Z Ag™E, 1) day 0wy, a

p=1 k=0 Fy..,jrp=1
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ol 9 désigne la matrice des opérateurs différentiels de ce systéme et u la
colonne des N fonctions inconnues, c’est-a-dire:

M n

" 9
3a) 9= {Z 2 , Aib""h(x 1) —mM8—— — —E} B =1. . N
o k=0 fienfe=1 ’ ’ )3%---9-’% ot™)? yB=1,..., N,

K= {aaﬂ}a.ﬂﬂl,-.-.Na 6«5 = |3: Z - g: U = {“G(X’ t)}a-l.---.N .

Le systéme (3) et ses coefficients vérifient les conditions (2)-(7),
(v. [2], p- 171). D’aprés ces conditions les coefficients sont continus dans
la couche Q' x[0 X o], et ils sont soumis aux conditions de Holder.
Le systéme (3) est parabolique au sens de Petrowsky. La surface S rem-
plit les conditions de Liapounoff. 2’ est une région de E, contenant la
région 2 avec son bord 8. Dans la formule (1), (x;,, %p) désigne I’angle

entre ’axe z;, et la normale 7p dirigée vers le domaine £, dans lequel

est situé le point X.
Le potentiel U(X,t) de I'expression (2) est donné par lintégrale:

¢
(4) UX,t)= [ £ [1(x,19,7)9(Q,v)dQdr,

U(X,t) est 1la colonne de N fonctions données par les intégrales de sur-
face suivantes:

t N
(4a) U X, 1) = [ L [ D ra(X,4,Q,7)9:(Q,7)dQdx .
0 B=1

Dans la formule (2) intervient I'(X, {; @, ), la matrice des solu-
tions fondamentales du systéme (3), dont les éléments figurent dans
la formule (4a) sous le gigne de ’intégrale. Les N fonctions de la colonne
@(Q, 1) = {Pa(Q, T)}a=1,..,.n dite densité de simple couche, sont détermi-
nées, bornées et intégrables sur la surface S.

2. Nous allons examiner la limite de 1’expression de la formule (2)
pour ¢{—>oco. Dans ce but on admet que les limites:

(5) lim A%(X, 1) = A~™X),
(6) ‘l_ig%(X, 1) = @p(X)

existent uniformément dans 2’, et aussi on admet le domaine d’inté-
gration £’ et les coefficients du systéme (3) assujettis aux inégalités
suivantes:
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ffffZNaa(X Y, £dYas<b<1,
@ p=1

(7)
ffffZNﬁ“(Xv Y, {dXdeE<b, a=1,..,N,
o " o

pour toutes les valeurs 6 >0 et X e, Y e2'.
On déduit de la formule (7) que la région 2’ ne peut pas étre grande.

Les fonetions L'Tap(X , Y, &) forment la matrice des dominantes de noyaux
d’un systéme d’équations intégrales de Volterra (v. [3], (2,2) et [1], (3,4)).

3. Etude des fonctions de la formule (2). Nous allons démontrer le

THEOREME. Les hypothéses (2)-(7) de Varticle [2] et les hypothéses (5)-(7)
étant admises, nous avons pour m > M:

(8) lim flim D V(U (X, 0]} = —46 (P)+ [ [ DI F(P, Q)6 (Q)3Q
S

{—+o00 X—-P

o ﬁ(P, Q) est la matrice (v. [1], (1,7)), des solutions du systéme elliptique
limite des équations:

flu 7k a uﬂ —
(9) ('pu)ﬂ = 2 ; 2 ; 2 ; A ('X) awj; aw“: 0 *
A=1 k=0 j1,..., Trem=l

Démonstration. Soit Sg la partie de la surface § découpée par
la sphére K de centre P et de rayon r,. Décomposons pour ¢ > T l'inté-
grale de la formule (2) en sommes de 3 intégrales:

(10) ff e (Q,r)der—ff T 0:00(9,7)aQar +

n ff dP(P t Q,r) ?(Q, 7)dQdr + ffde(P t @, 7) 2(Q,)dQdx

t—-T S-Sk

d -
TR0 4IP, 0+, 1), (272 = 2%7).

Nous allons démontrer que:

(11a) limlim J(P, ) = 0,
T—o00t—>00
(11b) lim lim lim J,(P, 1) = f al'(P,Q) o 0170
700 T—00 {00 dT

*

(11c) limdJ(P,t) = 0.
re—0



224 8. Cakala

D’aprés les formules (25), (26), (69) et (72’) de l’article [3], nous
avons:

(12) Jy(P, 1)
o A[W (P, t; Q, 7)] A[W?(P,1; Z, 60)]
=of [gf{ aTr ff” aTys (N(Z"’;Q”H

n f f f f N(Z, 6; IT, §) N (I, E;Q,r)dﬂdf‘)dZdﬁ} ?(Q,7)dQ d
8 = 0,(P, 1) +iy(P, 1) +i3( P, 1) ,

RN(Z, 6;IT, £) est la matrice des noyaux résolvants N,(Z, 6; IT, &) dé-
terminés dans le travail [3], p. 252. Les éléments N (Z, 0;Q, ) (v. [3],
(72)), de la matrice N(Z, 0;Q,r) du systéme d’équations intégrales de
Volterra (v. [3], (22)), vérifient les inégalités:

const

|Nes(Z, 65 @, 7)| < (t—‘r)“llZan+M(1—ﬂl)—h1’

(13a) .
1—JT}<‘u1<1; t—z < T, = const,

(13b)  |Nu(Z,6;Q, r)|>6%, t—t>1T, (v.[1], (12,2)).

|ZQ| désigne la distance euclidienne des points Z et Q.
Les éléments de la matrice de la dérivée transversale de la quasi-
solution admettent les limitations aux singularités faibles:

const . (1 o 1) i
(t _T)MIPQIn-Flu—l—Mu—x' ’ K M ! ?

AW (P, 4, 9)]| _

4
(142) l iTp

(v. [2], (84)) et (v.[2], (22), (34)),

const
(t . T)(n+ M-1)/M?

AWG (P, 49,71 _
dTp

(14Db) | t—r > T,.

Dans le travail [1], (v. (11,4) et (9,4)), H. Milicer-Gruzewska a dé-
montré les propriétés suivantes des intégrales de la matrice des noyaux
résolvants:

L’intégrale

(15a) f do'ffmeﬁ(x 6 Y, 0)dY, Xe@ t>T, 0<t<i—T
&

=1
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converge vers zéro avec 1/T, et ’intégrale

¢ N
@sb)  fao [[[ D 1R(X, 8 T, 6)dY, XeQ, t-t=6>0
T & p=1

existe uniformément pour chaque 6 >0, a =1,2,..., N,
En profitant des limitations (13a)-(15b), nous allons démontrer la
propriété (11a). Grace & la limitation (14b) nous avons:
t—T

. d
(16)  |iy(P, t)| < const f (t—r)(”IM—l)"M f f dQ->0; t,T->00.
0 S

En décomposant I'intervalle d’intégration de la variable 6 en deux
intervalles: de 7 & (t+7)/2 et de (t+7)/2 & {, et en tenant compte des
limitations (13a)-(14b) nous avons:

i—-T (t+0)2

(17)  lis(P, t)| < const of )MM a— f f f = le

¢
fff|ZQIn+M“_"‘) hy COHStJ T)nlM f f aQ f ieg)#x

(t+v)/2 (t

az
. fff IPZln—1+M(1-.u)-x- -0, pour ¢, T—>o0.
QI

Nous avons alors:

(18) lim lim §,(P, 1) =0,
T—0o -0
(19) lim lim 4(P, %) =0.

P—sco t—o00

En décomposant dans la fonction ¢,(P,t) D’intervalle d’intégration
par rapport & 6 en deux intervalles: de v & (t+71)/2 et de ((+7)/2 & 1,
et lintervalle d’intégration par rapport & & en deux intervalles: de ©
& (047)/2 et de (0+7)/2 & 0, nous avons alors:

t-T (t+1)/2 R Z,6 ]
o - [T ][0 o,
0 S T (o ¥

X fffﬁt(z, 0; IT, )N (IT, &; Q, v)dIT +

o [anf [0 ([ [ e[ [ [ iz, 0,05

(t+1)/2 (z+0)/2

X (T, & @, v)lT| 9(Q, 7)aQdkx = (P, 1) +7a(P, ) +s(P, ).
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Aprés avoir changé ordre des intégrations par rapport aux va-
riables £ et 6, resp. IT et Z, dans la fonction 4,(P, t) et en tenant compte
de (14b) nous avons:

t-T A t+7)/2

. d
(21)  |jy(P, t)| < const f (t-—‘r)(”IM'”"M J | aq f dE x
0 S T
(t+o)/2

[, gQ,am [ ao [ f [z, 01, 014z
Q 3 Q€

Grace a (15b) l’intégrale du noyau résolvant existe. En tenant compte
de D’inégalité (13a) et aprés avoir intégré la variable T on a:

(22) lim lim §,(P,t) =0.

T—o0 t—00

Dans la fonction j,(P,t) ’accroissement des paramétres & —7 de la
fonetion N (17, &; Q, 7) est:

E—1 >

2 71~
D’aprés (13b), £—7 > T/4, on a:

0+t t—7 2
4

©@3)  [is(P, 1) <constf MMH dQ f 0 x -

(t+0)/2

xff”d[wz'o(;;’,:; Z, e)]le f dgfffm(z 6; IT, &)|dIT .
@&

0+7)/2

Comme dans la formule (22) nous avons:

(24) lim lim j,(P,t) = 0.
T—>00 {=+00

Pour j,(P, ) on a la décomposition:

(25)  julP, t)—f [ f f{deW“(dPT; z,01,

S (@+0/2 o

(t+31)/4 (z+6)/2

x{f + f }fffm(z, 6; IT, &) N (IT, & Q, ) At AZ A9 (Q, 7)AQ dx

T (¢487)/4
= RB,\(P, 1) +R2(Pr 1.

L’accroissement &—7 dans la fonction R,(P,t) est £—7> (I—1)/4
> T/4.
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On a done:
-1 ¢
(26)  |R,(P,1)| < const f —nIM fdQ f dao x
) S @+ )2

Xf,”ld[WZﬂ(P 4 2, 0)] ,

)2
T, dffff 1N(Z, 6; T, &)\ aIT .

(#+3v)/a @

En tenant compte de (15b) nous voyons que l’intégrale du noyau
résolvant existe. A cause de 1’inégalité (14a) les autres intégrales exi-
stent. Aprés avoir intégré par rapport & la variable T nous avons:

(27) lim lim R,(P,t) = 0.

T>00 00

En changeant dans la fonction R,(P,?) 'ordre des intégrations par
rapport aux variables r et 6, et ensuite par rapport a Q et Z, nous avons:

t— T2 Z.6
(28) R,(P, t)=f defffdfw (P42, 0)] 37
e

dTp

20—t (t+37)/4

” f fff‘ﬁ(z 0; IT, £)N(IT, £; Q, 7)dlTdp(Q, 1)dQ dr +

(t+37)/4

+ Jdefffdfwza(fl,;z 6)]dzf fff fgffm(z,o;n,e)x

t-Tp2
XNI, & Q,7)dlTdEp(Q, T)dQdr = Ry (P, t) + Ry 2(P, t).

Changeons dans R, (P, t) 'ordre des intégrations par rapport & r et &,
et aussi par rapport a I et . D’apres (13a), (14b) et (15b) nous avons:

(29) lim lim Ry (P, t) =0.

T—o0 {—»o0

En changeant dans la fonection R, z(P,t) ’ordre des intégrations
par rapport & £ et v, et aussi par rapport &4 @ et II, on obtient:

A[W?* (P, t; Z, 0],
aTp

(30)  |Ry2(P, t)| < const dof’ fl

t-Tj2
4

{f dgffflm(z 0; I, 5)|dII[ dt‘J \N(IT, §; Q, 7)|dQ +

+f a [ [ [z, 051, na fe & [ [1¥uT, 69,0140 +

14 TV
t-371 i—T

+ f dfo IR(Z, 6; IT, &) &Il | dszu\r(n @, 0)1dQ)

(48—1)13
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En tenant compte de (13a)-(14b) et (15a), 6—&> T/4, nous
obtenons:

(31) lim lim Ry2(P,%) =0.
T—+00 00

En vertu de la décomposition (28) et des formules (29) et (31) on a:
(32) lim lim R(P,?) =0.

T—oo {—»00

Les formules (27) et (32) dennent:
(33) lim lim §,(P,t) =0.
T

La décomposition (20) et les formules (22), (24) et (33) donnent:

(34) lim lim i,(P, 1) = 0.

T—o0 {(—00

En tenant compte de (12), (18), (19) et (34) on obtient:

(35) lim lim Jy(P,1) =0.
T—00 >0
Nous allons étudier la fonction J4(P,t) (v.(10)). En admettant
T > T, = const, on décompose 'intervalle d’intégration de la variable 7,
de t—T & t—T, et de t—T, & 1. Alors on obtient les intégrales Jsi(P, t)
et Jso(P,t). Dans la fonection J3q(P,t) ’accroissement des paramétres
t—t<Ty. On a (v.[2], p. 84), donc:

f
(36)  |Jsz2(P, )| < const f (tf:*)"' f f [PQ[”'lf?m_“‘)_"' -0,
Sk

t—-To

pour 7,—>0.

L’étude de D’intégrale J;.(P,?) est analogue & la preuve de la for-
mule (11a). L’intégrale J, (P, t) existe et converge vers zéro avec r,—>0,
car t—7 > T,. A cause de cela et de la formule (36) on a:

(37) lim J4(P, 1) = 0.
re—>0

Enfin nous allons étudier la fonction J,(P,t) de la formule (10).
En posant t—7 = 0, —dr = df, nous constatons que la variable 0 est
finie. La variable du temps ¢ intervient seulement dans les coefficients
de la solution I' et dans la fonction ¢(@,t). C’est pourquoi on peut
passer & la limite pour ¢->oo sous le signe de l’intégrale et aussi sous
le signe de la dérivée transversale.
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Alors

(38) lim lim J(P, 1) = Jim f f air(p ’g’ s 0yagas

T—o0 (—o0 0 S-Sk

=ffdib[f1‘*w, 2, 6) 38 5(@)aQ
S-Sk 0

d[r(P s 01d0

S-Sk
en vertu des résultats du travail [1], (v. (1,7)).
Pour obtenir la formule (11b), il faut passer & la limite pour 7,—0
(v. [1], (3,3)). On a alors:

70—0 T—o00 (=0 dT

(39) lim lim lim J,(P, t) = f LB Qg 0140
S
Les résultats (35), (37), (39) et (6) donnent la formule (8), e¢.q.f.d.

Travaux cités

[1) H. Milicer-Gruzewska, Propriété de la matrice du polentiel généralisé de
simple couche du systéme parabolique d’égquations, Rend. Circ. Mat. Palermo, Serie II,
11 (1962), p. 1-25.

[2] A. Piskorek, Propricté limite de la dérivée transversale du potentiel de simple
couche relatif aw systéme parabolique, Ricerche di Mat. 11 (1962), p. 170-191.

[3] W. Pogorzelski, Propriétés des solutions du systéme parabolique d’équations
auw dérivées partielles, Math. Scand. 6 (1958), p. 237-262.

Regu par la Rédaction le 5.7, 1963



