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Les propriétés des solutions non négatives
d’un systeme parabolique d’équations

par J. CHABROWSKI (Katowice)

Considérons le systéme parabolique d’équations de la forme

1) L@, .., ")

n n N
= 2 a‘?i(t, w)“ﬁw,‘l‘z b?(tr $)“£¢+2 Olt"(ty m)ut_u:c =0,
i,j=1 i=1 i=1

k=1,.., N, dont les coefficients sont définis dans une couche H: 0 < ?
< T, reE, (E, étant I'espace euclidien & » dimensions). Les propriétés
des solutions non négatives d’équations paraboliques (en particulier
I’'unicité du probléme de Cauchy dans la classe des solutions non négatives)
ont été traitées dans [1], [4], [9] et [12]. Dans la présente note nous mon-
trons que ces résultats s’étendent aux solutions du systéme (1).

Nous supposons dans la suite de ce travail que les coefficients du
systéme (1) sont bornés et holderiens par rapport aux variables (i, )
dans H, ainsi que toutes les dérivées du premier ordre des coefficients
b¥t, 2) (k= 1, ..y Ny2=1, ..., n) par rapport aux variables z; (j = 1,...,%)
et les dérivées du second ordre des coefficients ajj(t,2) (k=1, ..., N;
i,j=1,...,n) par rapport aux mémes variables. Nous supposons en
outre que les formes quadratiques

A% = ) ak(t, v &g,
1,7=1

k=1, .., N sont uniformément définies positives, c’est-a-dire qu’il existe
un nombre a, > 0 tel que A"(S) > a,|&|* pour (¢, ) € H et pour tout vecteur

E= (&, .ony &n), o1 & = 215%.

Ce la supposé, il existe une matrice des solutions fondamentales
{Ii(t, 5%, 9)}, 9,5=1, ..., N du systéme (1), dont la matrice transposée
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en tant que fonction du point (z, y) est 1a matrice des solutions fondamen-
tales du systéme adjoint & (1), (¢, o), (r,y)e H, v<t, (voir [10], 7],
chap. 9, sec. 5). Nous supposerons toujours que

(2) cit, ) =0

pour (¢, z)eH et ¢ #k (i, k=1, ..., N). L’auteur a démontré (voir [6],
théoréme 2.1) que sous les hypothéses (2) tous les éléments I';(t, z; 7, 9)
de la matrice des solutions fondamentales sont non négatifs; d’ailleurs
tout systéme du second ordre parabolique au sens de I. Petrovsky, tel
que tous les éléments de la matrice fondamentale sont non négatifs, doit
étre de la forme (1) (voir [6], théoréme 2.2). C’est pourquoi nous con-
sidérons seulement les properiétés des solutions non négatives du systéme
de la forme (1).

§ 1. Avant de passer & nos théorémes nous introduisons encore
quelques définitions.

Une solution {ui(t, )}, ¢ =1, ..., N, du systéme (1) dans H est dite
non négative lorsque w¥(t,z) >0 pour ({,x)eH et ¢ =1, ..., N.

Une fonction f(¢, ) est dite réguliére par rapport au systéme (1)
dans un ensemble @ C H, si elle est continue dans ¢ et admet des dérivées
Saes fouzyy fe (1,§ =1, ..., n) continues a lintérieur de G.

Une suite de fonctions {ui(t,x)} (¢ =1, ..., N) est dite solution du
systéeme (1) réguliére dans @, si toute fonction ui(t, x) est réguliére dans G
et satisfait & (1) & Dintérieur de G.

THEOREME 1. 8¢ {u(t, x)} (i = 1, ..., N) est une solution du systéme (1)
non négative et réguliére dans H, alors

N
Al . .
3) J D ity 51, y)uie, y)dy < witt, o)
Ep i,7=1

pour 0 <t1<t<T,xekEs 2=1,..,N.

Démonstration. Soit kg = hr(x) une fonction continue dans E,
telle que hg(x) = 1 pour |x| < R, hg(x) = 0 pour |z} > 2R et 0 < hr(z) < 1
dans E,. Posons

N
ublt, o) = [ D) I'(t, @3 7, y)w(z, y) ha(y) dy .
Eqa =1
La suite des fonctions {u‘(t, x)—uk(t, #)} (i =1, ..., N) satisfait au

gystéme (1) pour (¢, x)e (v, T) X E, et de plus

wlz, T)— lim uk, ) = u'z, Z)— ha@) u'(r, ) = 0
¢, z){7,7)
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pour Z e By, i=1, ..., N (voir [7], chapter 9). Observons que les fonctions
u’(t, #) — uk(t, ) sont bornées inférieurement dans [z, T]x E,, done il
résulte du théoréme 1 de [3] que

u‘(t, ) = ufg(t, x)

pour (¢, ) e[t, T] X En, 2 =1, ..., N. En vertu du théoréme de Lebesgue,
en passant & la limite avec R—co nous obtenons les inégalités (3).

Dans la suite il nous conviendra de nous référer & une limitation
inférieure de la solution fondamentale I'k(t, x; 7, y) de 1’équation para-
bolique

(3) L' = D ality @) vae+ D, bi(E, ©)vs+ c(t, 2)o—0,= 0

=1 i=1
établie par P. Besala (voir [1], lemme 2, ou [2]). Fixons un point 7 ¢ Ep

et un nombre ¢ (0, T]. A tout ¢ (0,7) on peut faire correspondre des
nombres positifs A = A(?, %), v = v(f, T) tels que

(4) I'v(t, Z;7,9) = Aexp(""’li—ykz)

pour (t,y) e[0,t—e] X E,.

Nous rappelons encore les limitations des éléments de la matrice
fondamentale du systéme (1), dont nous faisons usage dans la démonstra-
tion du théoréme qui suit. On sait ([7], chap. 9) que

- x—y?
(%) Tis(t, @57, y) < M(t—1)""exp (—M_l t—il )
2 ) I
s 3 %, 9)| < M=) exp (522,
—az 4 ~(n+2 z—y|?
Er Ity 25 v, 9)|, E_Tt]"i,-(t, z;1,y)| < M(t—1) (n+ )/zexp (_”I t_ﬁzl )

pour (i, x), (r,y)eH, <, k=1,...,n; ¢2,j=1,...,N; M et u sont
des constantes positives.
Posons

H(8) = (u—as)'?.

11 est facile de vérifier que pour chaque a> 0 il existe un nombre
3 = 8(a) tel que

(6) Iy(tyz; 7, y)exp(alyl®)

2
< M(t—7) " exp 0%;) |rv|2]exp [— (t—rfl_('?(t—f)l?/l“ﬁ(!:lflt))]
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pour t—r <4, 0 <v<t< T. Le nombre §(a) est choisi de fagon qu’on ait

8(8) = (u—ad)'® = ﬂ

c’est-a-dire § = u/2a. Supposons qu’on ait |z| < K, ou K est un nombre
positif, 0 <t < i< T, 0 <t—7 <. En posant R = 3K, l'inégalité |y| > R

entraine l'inégalité
x
Bt—)ly|— 5 > ]/gzx,

d’ol, d’aprés (6), il résulte que

()  Ty(t, z; 7, 9)exp(alyl’) < M(t—r)’"’zeXp(2K2a)eXP(—(t—t)"gf) :

La limitation (6) pour la solution fondamentale de ’équation para-
bolique a été établie par M. Krzyzanski (voir [9], lemme 3).

THEOREME 2. Nous supposons que {u(l,z)} (¢=1,..,N) est une
solution du systéme (1) réguliére et non négative dans la couche H. Soient ¢, t
des nombres arbitraires tels que 0 < e < T—=, 7> 0. Il existe un nombre
d,(e,7) > 0 tel qu'on a dans la couche (v, 6,] x E, les égalités suivantes

N
(8) ui(t, z) = fZ Tty o5 7, y)wi(z, y)dy ,
Eq j=1
1=1,..,N.
Démonstration. Introduisons les fonetions
N
(9) Wty o) = [ D) Ity o 7, y)wilz, y)dy
En j=1

t=1,.., N. On sait que
(10) I(t, 5 7,9) < Tty x5 7, 9)

k=1,..,N (voir [6], théoréme 2.3), ou I%(t,z;r,y) est la solution
fondamentale de 1’équation (3). D’aprés le théoréme 1 nous pouvons
écrire les inégalités

(11) [ ryt, =5 v, yywir, y)dy < wit, ©) < wilt, 2)
En

pour (t,z), (v,x) e H, t>17,i=1,.., N. Nous appliquons l’inégalité (4),
en posant =0, =T et 0 < e¢< T—r, donc il existe des constantes
positives A et » telles que
(12) [ exp(—vigryus, yyay < 429

En
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pour 0 <s<T—¢ t=1,...,N. Il résulte de la dérniére inégalité et
de (11) que

T—-s
[ as [ exp(—viyP)ul(s, y)dy < oo,
T En

(13) .

[ s [ exp(—vly®)ais, y)dy < oo,
T Enq

t=1, ..., N. Posons a = v et choisissons un nombre 4(») de fagon que
Pinégalité (7) soit satisfaite. Nous allons démontrer que {%i(¢, )}
(¢=1, ..., N) constitue une solution du systéme (1) réguliéere dans la
couche (v <t < é,) x E, et satisfaisant aux conditions initiales

(14) Uty 2) = u¥(r, x)

pour zekB,, ¢=1,..,N, ou 6 = min(é(»)+v, T—¢). Fixons zeE,
et posons ‘

N
Wit m) = [ D) I'istt, w57, y) hely)wi(r, y)dy + -

Egn j=1

N .
+ [ D) Tty 25 7, 9) (1 — ha() wilz, y)dy = I, + o
Egy =1
t=1,..,N, ou kg est la fonction définie dans la démonstration du
théoréme 1. Choisissons R de fagon qu’on ait || < K, R= 3K (voir
I'inégalité (7)). D’une part, en vertu de la propriété de la matrice
{I'i;(t, x; T, ¥)} (voir [7], chap. 9) nous avons

}im J, = hr(z)uit, 2) = ui(r, z).

D’autre part, d’aprés les inégalités (7) et (12), & chaque > 0 on
peut faire correspondre un o suffisamment petit tel que 0 <i—z < p
entraine J, < 7.

En s’appuyant sur les inégalités (7) et (12) on peut facilement montrer
que les dérivées ui,z,,u:;,, wj (i=1,..,N, l,j=1,..,n) se calculent
en dérivant sous le signe de l’intégrale (voir [9], démonstration du théo-
réme 1). Il en résulte que {%¥t, z)} (¢ =1, ..., N) constitue une solution
du systéme (1) dans la couche (7, d,] X E, et satisfaisant aux conditions
initiales (14). La suite des fonctions #%(t,s), 1= 1, ..., N constitue une
autre solution du méme probléme. Ces solutions satisfont aux inégalités (13).
D’aprés le théoréme 6 de [7] (chap, 9. sec. 5), le probleme de Cauchy
admet au plus une solution. On a donc %t, ) = ui(t,x), ¢ =1,.., N
dans [z, 6,] X Ex, c’est-a-dire les identités (8).
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TaEOREME 3. Soient {ul(t x)}, {wz(t ac)}, i1=1,.., N, des solutions
du systeme (1) non négatives et régquliéres dans H ui(o, w) = ug(O :v) dans E,,
i=1,..,N. Alors ui(t, z) = ui(t, ) pour (t, vyeH, t=1,..,N.

Démonstra.tlon. D’apres le théoréme 1 et (10) nous avons

N
f I'(t, »; =, y)“{(fi y)dy < fz Ti(t, z; 7, y)u{(fy W) dy < u{(ty z)
E En i=1
pour0 <r<t<T,zxeE,,i=1,..,N,l =1, 2 Appliquons I'inégalité (4)
(limitation de P. Besala) en prenant t=1T, e= T/2, T= 0; alors
ui(T, 0

fuz‘(r, y)exp(—7lyl)dy < —'(T’—)

En
pour 0 <7 < T/2,1 =1, 2. Posons v(t, ) = wi(t, ®)—uxt, x), i = 1,...,N.
Les fonctions v¥(¢, ) sont des solutions réguliéres du probléme de Cauchy
L¥o', ..., ™) =0, v*0,2)=0, k=1, .., N. Les dernidres inégalités et
|'v'| < u{+ui entrainent

T2
[ @ [ 1oz, y)lexp(—viyPdy < oo,
0 En

t=1,..,N, donc d’aprés le théoreme 6 de [7] (chap. 9, sec. 5) nous
avons v%t,2) = 0 dans [0, T/2] X E,. Enfin nous appliquons la méme
argumentation dans la couche [T/2, T] X E,.

§ 2. Nous passons & un procédé permettant d’établir 1la répresentation
d'ane solution du systéme (1) régulidre et non négative, sous forme de la
somme d’intégrales d’éléments de la matrice fondamentale par rapport
aux mesures non négatives.

Dans ce but nous adoptons la définition suivante de la convergence
d’une suite de mesures my(E), p = 1, ..., définies sur les ensembles mesu-
rables boréliens de E,: nous disons que la suite de mesures {my(E)} con-
verge vers la mesure m(E) 8i, f(x) étant une fonction continue & support
borné, on a

lim ff(w)mp(dw) = ff(m)m(da:) .
P00 p E

THEOREME 4. Soit {u¥(t, x)} (¢ =1, ..., N) une solution du systéme (1)
réguliére et non négative dans la couche H. On a dans la couche (0, 6,] X Ey
(8, étant comvenablement choisi) les égalités

N
(15) uit,w)= [ D Ity z; 0, 9)y/(dy),

Eq 1=1

t=1,.., N, ot ¥y gsont des mesures mon mégatives.
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Démonstration. Comme dans le théoréme précédent nous prouvons
I’existence des nombres positifs § et M, tels que

ui(T, 0)

(16) [ iz, vrexp(— promay < 57

En
pour 0 <7< T2, j=1,..,N. Il est facile de vérifier que pour g’ > g
les intégrales (16) sont uniformément convergentes par rapport a v « (0, 7'/2]
(voir [9] lemme 4). Nous pouvons donc supposer que les intégrales (16)
sont uniformément convergentes. Nous faisons correspondre, pour tout
s € (0, T/2], & chaque ensemble E (borélien) de E, les mesures

mi(E) = Ef u'(s, y)exp(— Byl dy ,

t =1, ..., N. Les mesures mﬁ(E) sont, d’aprés (16), uniformément bornées

par rapport a s e (0, 7/2]. 11 existe done, d’aprés le théoréme du choix,

une suite {s,} telle que lims, — 0 et que les suites {m:,,(E)} sont conver-
P—>00

gentes vers des mesures m%FE) non négatives. Posons 4, = min(7/2, §,)
(6, est la constante intervenant dans la conclusion du théoréme 2).

Soit (£, #) un point arbitraire de la couche (0, 3,} X E.. Nous pouvons
supposer que 8, < t. Introduisons les fonctions

() = Ii(t, o5 85, y)exp(Blyl*) ,

1,j=1,..,N,p=1,2,.. En vertu de I'inégalité (5) les fonctions Wi (y)
sont continues et uniformément bornées dans E,. D’aprés le théoréme 2
et la définition des mesures m,, on a

N N
Ay [ D wiyymiay) = [ Y Tiiit, o sp, y)u'(sp, v)dy = 4’2, @) .

Eq j=1 Ep j=1

D’autre part, en vertu de la convergence uniforme des intégrales (16),
pour chaque n > 0 on peut choisir un nombre R, < 0 de fagon qu’on ait

f m:,,(dy) <7.
k>R,

Il résulte du théoréme 3 de [9] (sec. 8) que

N N
a8) lim [ D Wiymidy)= [ D, Tult, z; 0, y)exp(Bly')m’(dy)
—® En 1=1 En 7=1
Or, en prenant [exp(f|z[®)-m/]= y;, on déduit de (17) et (18) les
égalités (15).
Nous faisons usage de la limitation inférieure de la solution fonda-
mentale de ’équation (3) établie dans [8], p. 83.
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Dans la couche H l'inégalité
(19) le—y* <b(t—1),
ol b est un nombre positif, entraine 1'inégalité
(20) Tty w57, 9) > M(b)(t—7) ",

k=1,..,N, M(b) étant une constante positive.
THEOREME 5. Soit {u(t,z)} (¢ =1, ..., N) une solution du systéme (1)
réguliére et mon mégative dans la couche H. Si

(21) lim %#(¢,z) =0
t—04

pour z £y, j=1,..,N, y? étant des points de E,, on a dans la couche
(0, 8,] X Enp les égalités

N
u¥(t, x) = ZAi'FH(t7 r; 0,97,
i=1

i=1,..,N, A; étant des constantes positives.

Démonstration. D’aprés le théoréeme 4 on a dans la couche
(0, 6,1 x E, les égalités (15). Nous allons démontrer que les égalités (21)
impliquent, pour tout domaine borné D de E, ne contenant pas le point %7,
1’égalité 57(D) = 0. Dans ce but considérons un point z e D. Soit Q’ le
cube

. b 1/2

t=1,...,n. Nous supposons que le nombre ¢ est assez petit pour qu’on
ait @’ C D. On a pour 3’ € @’ I’inégalité (19), avec T = 0, ce qui implique (20).
En vertu de (20) et (15) nous avons les inégalités

M®Q) < [ I, w5 0, 9)(dy)
En

N
< fZ Ip(t, 25 0, y)?’l(dy) < uj(ty )
En1=1
pour 0 < t < é,, d’ou il résulte

i
(22) im?@) _ o
-0 Q|
j=1,..,N, Q] éant la mesure lebesguienne de Q’, égale & (4btn™")
Il en résulte que la dérivée symétrique rectangulaire de 9?(E) est nulle
en tout point x de D. Il est évident que 97(E) est une fonction continue
de E dans D (dans ce sens qu’elle tend vers zéro avec le diamétre de E).

nf2
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En vertu des théorémes du n° 51 4 la p. 60, du n° 95 a la p. 97 et du n° 62
a la p. 68 de l'ouvrage [12], on a (D) = 0. Il en résulte que a y/(E)= 0
si 'ensemble F est borné, borélien et ne contient pas le point 47. Donc,
en vertu de (21), on a

N N
wilt,m) = [ X Tii(t, @; 0,9)yi(dy) = D yi(y?)Tii(t, %5 0, 97) ,

En j=1 i=1

yi(y7) étant la masse assignée par la mesure y/(E) au point y’.
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