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Sur une famille bi-paramétrique de schémas
des différences finies pour P’équation parabolique sans
dérivées mixtes

par MARIAN MAtEC (Cracovie)

Résumé. Dans la note, on montre que e schéma des différences finies implicite
pour une équation paraboligue de la forme

o u 0% 3%)
om, "7 Omy " 822’ 9k

ou
(1) 'a_zo‘=f zoy wl' esey wn, u',

avec les conditions aux limites
U(Byy Bys ooes Bn) = @(Tg, By eeapTy) Pour ;=0 (2 =0,1,...,7),
W(@gs Bys voes Tpn) = P4(Tgs Tys 200 Tp)  POW Ty =0 (i =1,...,7)
est convergent.

Le schéme implicite mentionné dépend de deux parametres et on I’obtient en
remplacant dans 'équation (1) la dérivée par rapport & z, par une différence ascendante,
les dérivées du premier ordre par rapport & ,, ..., %, — par une combinaison linéaire
des différences centrales & deux niveaux temporels voising des coefficients g et 1 — p,

et les dérivées du second ordre — par une combinaison linéaire &4 deux niveaux
temporels voisins des coefficients w et 1—w.

1. L’explication de nombreux precessus relatifs au transfert de masse
et de chaleur repose sur la résolution d’une équation partielle du type
parabolique (généralement non linéaire} qu’on effectue pour une décom-
position donnée de la fonction cherchée aux limites du domaine établi
(on parle alors d’une condition 2 la limite de premiére espéce). Cependant,
l'obtention d’une solution exacte est d’ordinaire impossible. On utilise
de préférence les méthodes des différences finies, qui dans le cas des équa-
tions différentielles non linéaires, nécessitent la résolution de systémes
d’équations algébriques, en général aussi non linéaires. Il faut noter que
dans de nombreux cas, les schémas explicites sont trés commodes, car ils
conduisent & des systémes algébriques simples, oll dans chaque équation
il n’y & qu'une seule inconnue par rapport & laquelle ’équation donnée
peut &tre résolue. Les schémas explicites ont cependant un défaut — leur
convergence est garantie si, entre autres, lerapport %/h% ne dépasse pas une
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certaine constante dépendant du second membre de’équation différentielle.
Nousg pouvons indiquer des processus physiques concrets [2] pour lesquels
un pas spatial réel k admis conduit & un pas temporel % irréellement petit.
Pour de tels problémes les schémas explicites deviennent inutiles et il
s’avére nécessaire de chercher d’autres schémas qui, étant convergents,
donneraient en méme temps une plus grande liberté de choix des pas % et k.
Bien qu’ils conduisent & des systémes algébriques (d’ol résultent de plus
grandes difficultés de caleul), ils peuvent étre utilisés dans des “situations
difficiles”, c’est-a-dire quand on ne connait pas de solution exacte et ou
un schéma explicite ne peut pas étre employé.

Dans la présente note, on montre que le schéma implicite (voir (4.3))
pour une équation parabolique de la forme

(1.1) au f ou it o0 0%
. —— = By Byyeany By Wby —y 0un
amo 0 1) b] ) ? aml’ b am”" ami ] H ami
avec les conditions aux limites
U(Byy Byy -eey By) = @By Tiy -ovy Tp) pour ;=0 (¢=0,1,...,n),

(1.2) .
UW(Bgy Dyy oovy By) = PlBoy Byy .0y @) DPOWT By=0 (i =1,...,m)

est convergent (théoréme 1).

Le schéma implicite mentionné dépend de deux parametres et on
P'obtient en remplag¢ant dans 1’équation (1.1) la dérivée par rapport & z,
par une différence ascendante, les dérivées du premier ordre par rapport
A #,...,%, — DPar une combinaison linéaire des différences centrales &
deux niveaux temporels voisins des coefficients p et 1 —p, et les dérivées
du second ordre — par une comnbinaison linéaire des différences centrales
pour la seconde dérivée & deux niveaux temporels voising des coefficients
w et 1—o.

Notons que si ¢ = w = 0, le résultat obtenu est identique & celui obtenu
dans [1]. Le nétre géndralise aussi celui obtenu dans [2], oit Pon consi-
dérait les schémas des différences finies dans lesquels ¢ = w-et oit I'une des
conditions concernant le second membre de 1’équation (1.1) avait la
forme
of

— < L = const

(1.3) 0<—

N

en chaque point de I’hyperparallélépipede analysé, tandis que dans le
théoréme 1 donné ci-dessous on n’exige que |3f/du| < L.

2. Considérons dans l’espace R'*" un ensemble de points nodaux dont
les coordonnées sont

(2.1) 2g0 =myk, oMi=mh ({@=1,...,n)
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ot my =0,1,..., Ny m =0,1,..., N ({=1,...,n), 0<k =1/N,,
0<h =0c/N, N, e¢ N sont des nombres naturels.

Nous désignerons le point nodal (xi®, z71,..., o) par ™ ou I
= (mgy, m) = (Mg, My, ...y m.”). Dans 1’ensemble
(2.2) = [0,z]x[0, oT"
nous considérons éga]ement les points nodaux générés par les suites d’indices
suivantes:

(2.3) (M) = (Mg, Myy «ovy My_y, My+1, Moipyy «oey M) (2=0,1,...,n),

— 4 (MY = (Mg, My, ooy My_y, My—1, Mgy, ..., My,) (2=1,...,n).
Nous supposons quh chaque point nodal ¢ ¥ on a fait correspondre
un nombre 2™ et nous introduisons la notation

2?0 — % (6O _ )

(2:4) v = %}[e(v“mm)—v-‘<°‘m))+<1— o) (v —p= 130y,

i 721; [0 (9(00D) _ 908D 1 =i(00)) 4 (1 __ o) (43D _ M 1 o= %20y
(t=1,...,m)
ou g et w sont les nombres réels quelcoﬁques et soit
(25) ”élII — ('Dgﬁ . vﬂ[n), ’Uﬁ!II (,DMII . ,DMnn)

3. Dans tout notre travail nous supposerons que les conditions suivan-
tes sont satisfaites:

1° la fonction scalaire f(xz, u, q, w), @ = (@9, V1, ..., 2,), ¢ = (g1, ..
veey @)y W = (Wy, ..., w,) est de classe C* dans I’ensemble D = H x R'**"
(voir (2.2)) et satisfait dans cet ensemble aux conditions
3f af af

—i I, 0 <@ i =1,...

6’!6 24, S <g< awi (4 yeeey M) )
(L, T, g, @ sont des nombres);

2° les nombres ge [0, 1], we [0, 1] ainsi que les pas k et % sont tels que

(3.1)

]

91" (1—w)g (1—o)T 2(1—om@ 1
2 S - > T EM — ¢
(3. 2) 0, B 9 0 h2 7 0

3° la fonction scalaire w(z) est de classe C? dans Vengsemble E et
vérifie ’équation différentielle

o ( ou ou 0% o%u

33) ——— o ow T s weIntE
(3:3) 7 Y m  dmy) a ! B, PONT PR
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ot les conditions aux limites

u(x) =q@z) pour &; =0 (¢ =0,1,...,%,xekH),

(3.4)

w(z) = y;(®) pour 4; =0 (1 =1,...,%,ve H).

4. Désignons par v la valeur de la solution u(z) du probléme diffé-

rentiel (3.3), (3.4) au point nodal #¥<¢ F généré par une suite d’indices
M = (my, my, ..., m,). On peut montrer que
10 M o, Af , MI , MIIy | M
w = f(z™, v’ y Ug g W ) T Nouy

lime,, (k) =0, (k) = max|qX
h~0 M

(4.1)

pour tous les points nodaux # ¢ IntE, et
(4.2) w7 =g (2’) pourmy; =0 (i =0,1,...,n),
' wM =y (2™) pour m; =N (i =1,...,7n)
pour tous les points nodaux x'e E.

Les grandeurs «»™°, «M, «¥ sont définies pour w*! comme le sont
les grandeurs ™9, M1, oM pour o™ (voir (2.4), (2.5)).

La formule (4.1) résulte de (3.3) puisque u(z) est une solution de
classe C? de ’équation (3.3) et le second membre de (3.3) est de classe
0.

Nous définissons 'approximation v* de la solution du probléme (3.3),
(3.4) au point nodal z¥e¢ E comnte il suit:

0M0 = f(z, o™, o1, o¥TT)  pour oMe It B,
(4.3) o™ = gi(a™) pourm;, = 0(i =0,1,...,n z™eR),
o™ = g;(a™) pourm; =N (i =1,...,n, 2™eE).

La formule (4.3) détermine une famille bi-paramétrique de schémas
des différences finies puisque nous admettons que pour toutes les vale-
urs g, w (pe (0, 1] ou we (0, 1]), my(my = 0,1, ..., Ny—1) le systéme (4.3)
posséde exactement une seule solution, si tous les nombres v sont connus.

5. Leyum 1. 8i les nombres R™ (mg = 0, 1, ...) satisfont auw inéga-
lités

(5.1) R < ER™+4e (mg=0,1,...)

et & la condition initiale B’ = 0 o R™° = %(R’”O“—R’”o) (my = 0,1, ...),
0 < k& = const, 0 < K = const, il vient

(5.2) R™ g-l%(emmo_l) (mp = 0,1,...),

La démonstration de ce lemme s’opére directement par induction
mathématique.
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6. LExiME 2. 87 les conditions du section 3 sont satisfaites, les approwi-
mations v™ vérifient le systéme (4.3), tandis que les nombres w™ satisfont
aux conditions (4.1) el (4.2) ainsi qu’a

(6.1) rM=uM—pM, sMo=maxr?, M =minr™, RM=max|r¥|
m m m

pour des indices M = (mgy, m) = (Mg, ..., my,) tels que 2™ e B, alors s* =2°
=R'=0 et

(6.2) s < LR™ + &y, (h), 2™° = —LR™ —¢,,(h)

pour my, =0,1,..., Ng—1.

Démonstration. Les conditions s* =2 = R’ =0 résultent de
(4.2) et (4.3), car M = w*M —»M = 0 lorsque my =

Nous prouverons la premidre des inégalités (6.2). Les grandeurs s™o*!
et s™0 sont atteintes en certains points nodaux'de ’ensemble E, done

sm0+1 — ’.m0+1,a —_ ,'.O(A),
(6.3)

smo — ,rmo,b — TB,

ol #1¢ B, s%¢ BE. De la définition s™° =%—(s”‘°+l—s”‘°) et de (6.3) il
s’ensuit que
1

1 1
med —  (gOW) _pdy g T (el 0By A0 T (A By
(6.4) $ ]\G(T )+ 7 1) 7°+k( )

En tenant maintenant compte des relations (4.1) et (4.3) ot en appli-
quant le théoréme de la moyenne, nous obtenons

(65) ™ = -+ f(ar, urty wl, ) — f(ot, v, o, o) 42 (4 %)

1 .
= r4 E'— — ) [ o (#(004) __ p—t(0(4))
ﬂ0m+ ) + aq‘l ( on ( 7 )_l_
1
+ (1 — o) (r'™ —r~ )] 4 E' ) [ (44O _ 27014 4
r— _Bw h?

+ 9.—1!(0(4))) + (1 _ w) (9.1'(:1) _ 2’..4 4 7.—1'(.4))] + _;'6_(,.4 "‘TB)

ot les dérivées sont prises en des points convenables ( —).



H2 M. Malec

- Fn groupant convenablement les expressions du second membre de
I’égalité (6.5) on a

of

(6.6) ™8 = oL (— )4
S 22 () ()| e oy
+%; o (=) () )+
+%,-: 1—;—3’— T (=25 ()| osa—r)
+[2(1’; ) Z :@];{( - %](rB__’.A).

Notons que des conditions (3.1) et (3.2) résultent les inégalités

w of o of - g ol
- =)+ )z =2
haw,,( )+2aq,.( ) h 2 0,
w @ 0 w r
N f (—)'—f‘—f(—)?—g—g—?‘):
L 0w, 2 0g; h 2
1—o of 1—o of (1—w)g (1—ol
. — (= —— (=)= - =
(6.7) h awi( )+3 aq,.( ) 3 2 %
l—w & 1—p @ l—w 1—o)1
o ) loed )00 Bodl,,,
L Owy 2 dg; h 2
2(1—w) of (— __1_<2(1—.m) —iSO,
h? ow; k h* k

tandis que (6.3) entraine

(6.8) ,,.i(O(A)) — 04} <0,

p=i4) _pB <

,.—i(O(A)) — pO4) <0,

, P—ri>0

P4 _ B L0,

(i=1,...,n).
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Compte tenu des inégalités (6.7) et (6.8) nous obtenons dans (6.6),
0
(6.9) < 7+ DA < Dl ()

(voir (4.1)). Mais |r4| < R™ (voir (6.1)), donc
(6.10) SO L R™ g, (B) (Mg =0,1,..., Ny—1).
La démonstration de la premiére des inégalités (6.2) est ainsi terminée.

La démonstration de la seconde inégalité (6.2) est tout & fait analogue.
Le lemme 2 est donc prouvé en entier.

7. LEMME 3. Si les nombres B™ sont definis par la formule (6.1) et les
hypothéses du lemme 2 sont satisfaites, alors
(7.1) RM' S L' B™+e,(h)  (my =0,1,..., Ny—1)

et B° =0, ol &,,(h) est défini par la formule (4.1).

Démonstration. La condition R® = 0 est satisfaite en vertu du
lemme 2.

Afin de montrer (7.1) notons que R™ = max(s™, —2z™) pour m,
=0,1,...,N,—1. Dong, en vertu du lemme 2 on a
(7.2) R™® < max(s™?, —2™°%) < L-R™ +¢,,(k) (my=0,1,..., Ny—1)
ce qui termine la démonstration du lemme 3.

8. THBoREME 1. 87 les conditions du lemme 2 (section 6) sont satisfaites,

1° Derreur de la méthode des différemces finies (4.3) peut étre estimée
comme il suit:

h
(8.1) < e g1y (my = 0,1,..., W)

dans tous les points nodaux de Uensemble H,
2° la méthode des différences finies (4.3) est convergente, c’est-a-dire

(8.2) lims™ = 0.
>0

Démonstration. Comme (8.2) résulte de (8.1), il suffit de montrer
(8.1).

Des lemmes 3 et 1 on obtient

w (]

(8.3) R’"ogfel;ﬂ(e”‘"‘ﬂ—l) (mg = 0,1...,N,).

Mais il résulte de la définition (8.1) que || < R™, donc

£ga

8.4) <2 1) (g = 0,1, ..., W),

Aingi 1a démonstration du théordme 1 est achevée.
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