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Das Iterationsverfahren
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In fritheren Mitteilungen [1], [2] (}) wurde die von Kamke verwen-
dete Beschreibungsweise von Eigenwertaufgaben auf natiirliche Bigen-
wertprobleme ausgedehnt. Es ist von grundlegender Bedeutung, Ver-
fahren zur numerischen Losung natiirlicher Eigenwertprobleme anzugeben.
Obwohl solche Lésungsverfahren der von Lehmann entwickelten Eigen-
werttheorie entspringen, soll hier im AnschluBl an die Untersuchungen
in [1], [2] das Iterationsverfahren fiir natiirliche Eigenwertprobleme
entwickelt werden. Neben dem bereits beschriebenen Ritz-Galerkinschen
Verfahren [3] steht uns damit ein zweites Néherungsverfahren zur Lé-
sung natiirlicher Eigenwertprobleme zur Verfiigung. Mit der Untersu-
chung des Iterationsverfahrens wird zugleich die Ausdehnung der Kamke-
schen Eigenwerttheorie auf natiirliche Eigenwertprobleme abgeschlossen.

1. Formulierung des Iterationsverfahrens, Schwarzsche
Konstanten und Quotienten. Vorgelegt sei wie in [1] das natiirliche
Eigenwertproblem

My— ANy =0,
Wiy)=0, j=1,..,k,
B'(y) = 1B}(y), j=1,..,2m—k.
Ausgehend von einer beliebigen streng zulissigen Funktion vy(x), fiir die

(Vgy Do) 7 0 gilt, wird eine Folge {v,(x)} von Funktionen aus Z mnach
der Iterationsvorschrift

(1) Moy = Nvp—y
Wivn) =0, j=1,..,k,
(2) RF(0n) = R (1), §=1,..,2m—k

konstruiert. Setzen wir das Bigenwertproblem als eigentlich definit in Z
voraus, kann A= 0 kein Rigenwert sein. v,(x) gehort zu Z und ist, wie

() Die in [1], [2] angegebenen Voraussetzungen, Bezeichnungen und Sitze wer-
den als bekannt angenommen.
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in Satz 1 gezeigt wird, eine streng zuldssige Funktion, fiir die nicht
gleichzeitig Nv, =0 und Ry (v,) = 0 fiir alle j gilt.

Die Ausnutzung dieser erst in Satz 1 bewiesenen Aussagen fiihrt
uns zu der Brkenntnis, daB die obige Randwertaufgabe fiir allen =1, 2, ..,

eindeutig ldsbar ist.
Mit Hilfe der Iterationsfolge {v,(z)} definieren wir Schwarzsche

Konstanten
(3) ag = (vg, Vp—i)y, O0<Li<k, k=0,1,2,..
Die Zahlen a; sind von der Wahl dqs ¢ innerhalb der angegebenen Gren-
zen unabhingig; denn es gilt wegen (1), (2) und den in [1] angegebenen
grundlegenden Verkniipfungen fiir die natiirlichen Produktbildungen
0k = [01, Vg i]— R (0= 2(v4)

= (V1 Vp—i+10— RY (v 1) 2 (1)

= (04, Vp—isr) s+ (R (D) — R (02-0)} 2(00)

= (V—141, Vel

= (Wp—i+1y Vip— R (01) ¥(Vp—141)

= [Op—i41; Vimt]— RM(00) £(Vpi41)

= (Was41y Vim1)y— (R (00— R(0:-2)} 2 (01 s41)

= (Vi—1, Vk—141)N -

"

Damit kénnen wir fiir die Schwarzschen Konstanten
(4) Qg = (Vn, Un)N ,
(6) Aont1 = (Vny Vnt1)w

schreiben. Dem obigen entnehmen wir auch die Glltigkeit der Dar-
stellungen

(6) @on = (Vny Vnt1)M

n=20,1,2,..

n=0,1,2,..
(7) ton+1 = (Vn+1y Unt1)M .

SATz 1. Die Funktionen v,(x), vy(x), ... der Iterationsfolge einer in Z
eigentlich definiten Aufgabe verschwinden im Grundintervall nicht identisch
uwnd es kann nicht gleichzeitig Nvi=0 wund R} (v:)= 0 fiir alle j und
1=1,2,.. gelten.

N Beweis. Wire o,(2) =0, miiite wegen (1), (2) Ny,=0 und
Bji (v) = 0 fiir alle § sein. Das wiirde zu

(Vg5 Vo) = [0y Vo] — R (vg) () = 0

fithren, was unserer Annahme (v,, vo)n 7 0 widerspricht. v,(z) ist damit
eine streng zulissige Funktion. Wire weiterhin Nv, = 0 und R (n) = 0
fiir alle §, ergidbe sich wegen (B)

@y = (Vg V1)n = {Vg, VD— "RN(”l) £(v)=0.
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Das steht zu (7) und der eigentlichen Definitheit des Problems im Wider~
spruch. Dann folgt auch die Behauptung fiir alle n..

Satz 2. Ist das natiivliche Eigenwertproblem eigentlich definit in Z,
sind die Schwarzschem Konsianten mit ungeradem Index positiv. Ist das
Problem sogar wvolldefinit in Z, sind sdmitliche Schwarzschen Fomstanten
positiv.

Der Beweis ergibt sich aus (4), (7) und der -eigentlichen Definitheit
bzw. Volldefinitheit.

Die Schwarzschen Quotienten einer in Z elgenthch definiten Auf-
gabe werden durch die Gleichung

— Qop—
(8) fin =~ 1, n=1,2,..
2n+4-1

definiert. Ist die Aufgabe sogar volldefinit in 'Z, berechnet man besser
die Schwarzschen Quotienten

aq—
(9) pn = ;n‘, n=1,2,..

Sarz 3. Ist das Eigenwertproblem eigentlich definit in Z, sind die
Schwarzschen Quotienten u, positiv und nmehmen monoton ab. Bei in Z
volldefimiten Aufgaben gilt diese Aussage sogar fiir die Schwarzschen Quo-
tienten .

Beweis. Die Posltlvhelt der Schwarzschen Quotienten folgt aus
Satz 2 und (8), (9). Wegen der Schwarzschen Unglelchung ist weiter bei
volldefiniten Aufgaben

{20} = {(Vny Vas1)}? < (Vny V) (Vnt1s Vnt1)M = Gan—1Gzntr sy
{Aon+1} = {(Vny Vp+1)8}? < (Vny Vn) N (Vn+1y Vnt1) 3= Gondonsts .
Aug diesen beiden Gleichungen fOlgt Hon+1 5 Hony Honte < Hen+1 und die

Monotonie der Folge {u.}). Ebenso ergibt sich mit der eigentlichen De-
tinitheit der Aufgabe

{@an+1}2 = {(Vny Vnte)m}® < (Vny Vn)br(Vni2; Vnia)r = Q2n—1Q2n+8
und damit g4 < fn.

2. Beziehungen zwischen den Fourier-Koeffizienten. Im
Gegensatz zu [1], [2] denken wir uns die Eigenwerte der Grdfle ihrer
Betriige nach geordnet

0 < |2 < |4 < ...

Mehrfache TFigenwerte werden entsprechend ihrer Vielfachheit gezihlt.
Nach [1] existieren unendlich viele Eigenwerte, bei volldefiniten Auf-
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gaben sogar nur positive Eigenwerte. Die zugehérigen Eigenfunktionen
y4(z) sollen im folgenden stets entsprechend der Gleichung
0 fir 4#9§
(10) (y,y)y=1 1 fir <=3, sgnk>0,
-1 fir =94, ‘sgnik<O0,

orthonormiert sein. Fiir beliebige streng zuldssige Funktionen v(z) gilt
die Gleichung
(11) () ya)w— Ae(v, Y1)y = 0.

Definieren wir die Fourier-Koeffizienten ¢ der Iterationsfunktion v()
im Sinne von [2] durch die Gleichung

(12) ¢ = gy(vn, yi)v, & =880k,

finden wir wegen (1), (2), (11), (12) und aus [1] bekannten Beziehungen
fiir die natiirlichen Produktbildungen

1 1 M
¢ = m(’ﬂm ?/.t)M4= m(?/h Un)M M Tl Y1y Vn)— Tl ‘-R (vn) 2(y1)
1

=%(y¢, Un—1)¥ — 77 L (R (o) — R (001} £ (1)

1 1 -
= m(yt, Up—1)N = Tc( 1) .

Bezeichnen wir die Fourier-Koeffizienten der Ausgangsfunktion v,(z)
mit ¢, gilt die Gleichung '

(13) c‘«"’ = 1— Cy = —01,

die uns die Folgerung gestattet:

Sarz 4. Ist die Ausgangsfunktion v,(z) der Iterationsfolge orthogonal
zu dem r—1 ersten BEigenfunktionen y,(2), ..., Yr—1(2)

(14) 6t = &i(Vg, Y1)y = O, 1=1,..,r—1,

sind alle Funltionen der Iteratiomsfolge zu diesen Figenfunlitionen ortho-
gonal. Wenn vy(x) 2ur r-ten Eigenfunktion yx) nicht orthogonal ist

(15) ¢r = &r(Vgy Yr)v #0,

sind auch alle ibrigen Iterationsfunktionen zu y.(@) nicht orthogonal.
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3. Konvergenz der Folge der Schwarzschen Quotienten.
Fiir in Z eigentlich definite Aufgaben gilt nach [2]'die verallgemeinerte
Parsevalsche Gleichung, die fiir die Iterationsfunktionen vy(#), vs(®)

00

2 810" = (¥, Un)N

t=1
lautet (?). Wahlen wir die Ausgangsfunktion se, da8 (14), (15) gilt, kon-
nen wir die verallgemeinerte Parsevalsche Gleichung in der Form .

o0

2 £10167" = (g, Vn)w

i—r

gchreiben. Daraus folgt’ Wegen (3), (13).

o0 ) 9 0 2
. 63 _ O
an = (Vg Vn)y = &t Tn Qon+1 = (”or.”2n+l)N = 2P
fmp I i| ! f=r | "

Bilden Wir pn4; nur fiir volldefinite Aufgaben, finden wir

L L |

o i=r — _ =7
Hnt1= }" & et Pn+1— lr 2 o[ )Ar| D S T
Ty 11 imy Mil

Daraus ergibt sich die Konvergenz der Folge der Schwarzschen Quotienten.

Sa1z 5. Geniigt die Ausgangsfunktion der Iterationsfolge -den Bezie-
hungen (14), (15), konwergiert bei in Z eigentlioh - definiten . Aufgaben  die
Folge der Schwarzschen Quotienten {un} gegen das Quadrat des .r-ten'E'igm-
wertes Ar. Ist das Problem sogar volldefinit in Z, konvergiert auoch die Folge
der Schwarzschen Quotienten {un}, und zwar gegen den r-ten Ezgenwert Ar.

" Im allgemeinen wird die Ausgangsfunktion v(z) nicht zur ‘ersten
Eigenfunktion orthogonal sein. Dann konvergiert die Folge {iz.} gégen
das Quadrat des betragsmiBig kleinsten Eigenwertes und die Folge {us}
gegen den. kleinsten Eigenwert.

4. Konvergenz der Iterationsfunktionen. In [2] wurde ge-
zeigt, daB sich jede streng zulissige Funktion u(x ) in eine Fourier-Reihe
nach den Eigenfunktionen entwickeln 1i8t, wenn das Bigenwertproblem
eigentlich definit in Z ist (’)

)= 3 buyu(a) + dofa)

(*} In [2] wurde die vera.llgemeinerte Parsevalsche Gleichung unter der Voraus-
setzung der elgenthchen Definitheit in Z bewiesen. Man erkennt aber, daB sie auch
fiir Funktionen aus Z fiir in Z eigentlich definite Aufgaben richtig ist. Das gilt anch
fiir die unten verwendeten Entmcklungsshtze

(*) Beachte die Bemerkung in FuBinote (3).
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by bezeichnet die Fourier- Koeffizienten der streng zuldssigen Funktion
(%), dy(w) eine in Z* gelegene Nullfunktion. Ist die Aufgabe im Sinne
von [2] abgeschlossen oder im verallgemeinerten Sinne definit, ver-
schwindet die Nullfunktion identisch. Wir wollen zeigen, daB wir fiir
iterierte Funktionen auf diese zusitzlichen Voraussetzungen verzichten
kénnen.

SArz 6. Die Nullfunktion in der Fourier-Entwicklung nach Higen-
funktionen einer in Z eigenilich definiten Aufgabe verschwindet filr die
tterierten Tunktionen v (), vyx), ... identisch.

Beweis (Siehe auch [4]). Wegen (5), (7), der verallgemeinerten
Parsevalschen Gleichung und (13) finden wir

o0
(16) (IU'H'IJ 'Un+1)M = (’vﬂ1 l"ﬂ+1)N — 2 & a(ﬂ)c£ﬂ+1) Z M' | {c(‘n.+1)}2
i=1 iﬂl

Schreiben wir
D
wp(®) = Va(@)— D, o y(a),
=]

148t sich mit (10), (11), (12) die Giiltigkeit der Gleichung

»
(Wpy W)t = (Ons1y Vs)u— D, |2l {oPH 1)
fa=1

bestidtigen,” aus der mit (16)
_lim (wp) ’wp)M =0
efolgert werden kann. Wegen der Schwarzschen Ungleichung ist dann

auch fiir beliebige v ¢ Z _
hm (Wp, 'D.)M-.-—T- 0.

Bezeichnet di**(») die Nullfunktion in der Entwicklung von (),
gilt damit

A8, o>~ R¥ )2 (@) = 0.

Die Willkiir von o(#) fithrt zum identischen Verschwinden von df**"(w).
Mit (14), (16) gilt damit fir v (2) der Entwicklungssatz

(17) On12() = Zc‘“*"y(m n=10,1,2, ..

{w=p
Ist
Al = 1Arss] = .. = [Apipa| < |Aranl
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kénnen wir fiir (17), zusammen mit (13),

1 A’, n+1
Unt1(®) = P {cr’!/r(w) + .ot Crip—1Yr4p-1(2) + Crip (2:‘) Yr+n(®)+ }
r B
schreiben. Daraus ergibt sich die gesuchte Konvergenz der Iterations-
folge. ‘

Satz 7. Die Aufgabe sei eigentlich definit in Z. Die Ausgangsfunkiion
der Iterationsfolge mdge (14), (15) geniigen. Dann konvergiert die Itera-
tionsfolge {vn+1(%)} gegen ein Linearaggregat der Higenfunltionen yr(®), ...
ey Yryp—1(®). D bezeichnet die Vielfachheit des Eigenwertes Ar.

5. AbschlieBende Bemerkungen. Die angefiihrten Uberlegungen
zeoigen, wie zwangsliufig sich die von Kamke entwickelte Eigenwert-
theorie auf natiirliche Eigenwertprobleme ausdehnen 148t. Es diirfte
klar sein, daB auch weitere fiir Aufgaben mit Kamkeschen-Randbedin-
gungen bekannte Siatze auf natiirliche Eigenwertprobleme iibertragen
werden konnen. So ist es z.B. mbglich, Einschliefungsséitze, Verfahren
zur Bestimmung der héheren Eigenwerte und Aussagen iiber das in-
homogene natiirliche Eigenwertproblem anzugeben. Das ist so offen-
gsichtlich, daB ein Eingehen darauf nicht gerechtfertigt erscheint. Wir
beschlieBen daher die Entwicklung der Kamkeschen Eigenwerttheorie
fiir natiirliche Bigenwertprobleme.

6. Belspiel. Wir betrachten das natiirliche Eigenwertproblem
y'(@)+Ay(®) =0,
y(1)=10, ¥'(0)=—2y(0).
Die Iterationsvorschrift lautet:
Vy(#) = —Vp_a(x)
(1) =0,
”;L(O) =5 "—‘Iv-n,—1(0) .

In [1] ermittelten wir die natiirlichen Produktbildungen. Die Schwarz-
schen Konstanten bestimmen sich aus den Gleichungen

tan = [ {oa(w)Pdo+ (0a(0)) = [ vh(2)vn1s(0)do,
0 0

1 1
Qgn+1 =fv,.(a;)v,,+](w)dm+ ¥n(0) Vn41(0) = f {Va+1(@) P dao .
0 0

Es ist leicht zu bestdtigen, daB die Aufgabe volldefinit in Z ist.
20*
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Ausgehend von der Funktion
v(2) = 120 (2-1),
‘die offenbar zu Z gehort, bestimmen wir die Iterierten
v, (@) = 20 (—at4 32*-- 62— 8),
vy(2) = 28— bat— 2023+ 8042 4-1602— 216 .

Wegen der Volldefinitheit der Aufgabe werden die Schwarzschen Quo-
tienten g4+ berechnet. Wir finden:

4y = 0,74074,  py = 0,74021, gy = 0,740176,  p, = 0,740174 .

Die Anwendung des EinschlieBungssatzes von Krylov und Bogo-
liubov wiirde nach den einzelnen Schritten zu folgenden EinschlieBungen
fithren:
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