H. STEINHATUS (Wroclaw)
PODSTAWY KONTROLI STATYSTYCZNEJ

Celem tej noty jest wyjasnienie pewnej kontrowersji, ktoéra po-
jawia sie w nauce o prawdopodobienstwach od samych poczatkéw
tej dyseypliny w XVIII wieku, a ktorg kojarzymy z tak zwang -
vegulq Bayesa'). Sprawa prawdopodobietstwa przyczyn — taki jest
termin techniczny — nalezy do teorii i mozZe sie wydaé dziwne,
ze chcemy ja traktowaé tutaj zasadniezo na tle szczegdlowego za-
gadnienia praktycznego, jakim jest statystyczna kontrola jakosei.
Bierze si¢ to stad, ze kontrowersja dotyczy postepowania, a nie
twierdzeri teoretycznych; nie istnieje ona w zakresie matematyki
czystej. Nikt nie watpi o poprawnosci wzoru Bayesa na tak zwane
prawdopodobienstwo a posteriori, tak jak nie mozna nie zarzucié
koneepcji przedziatu ufrnosci przyjetej przez Splawe-Neymana
i jego szkole. Ale w praktyee kontroli statystycznej ta koneepcja
‘niemal zupelie wyrugowata postepowanie oparte na obliczaniu
prawdopodobienstw przyezyn. Wprawdzie w kotach przyrodnikéw
i lekarzy uzywa sie czesto wyrazu ,,prawdopodobienstwo” w zna-
czeniu zakazanym przez nowg szkole, jednak nie swiadezy fo na
rzecz starej doktryny, bo ® tyech przypadkach mozna zaréwno
napotkaé¢ blad istotny polegajacy na nieznajomosei klasyeznego ra-
chunku prawdopodobienstwa, jak blad formalny polegajacy na nie-
znajomosei terminologii.

-

1) Por. np., co méwi W. Feller (An introduction io probability theory and
its applications, 1 (1950), str. 85): ,InZynier ma przy kontroli jako&ei do
czynienia z jedng maszyna, a nie z nieskoficzong populacja maszyn, z ktérej
te jedna wybrano na chybil-trafil. Poradzono mu uzywaé reguly Bayesa z tej
racji, ze jest ona logicznie do przyjecia i odpowiada naszemu sposobowi my-
§lenia. Plato uzywal podobnego argumentu dla udowodnienia istnienia Atlan-
tydy, a filozofowie do wykazania niedorzecznosci mechaniki Newtona... Wspél-
ezesna teoria testéw statystycznych i estymacji jest mniej intuitywna, ale
bardziej realistyczna. Mozna jg nie tylko bromié, ale i stosowad.” Ten poglad
znakomitego znawey rachunku prawdopodobiehstwa jest sprzeczny z teza
niniejszej pracy, ktoéra orzeka paralelizm starej i nowej teorii.
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Sformutujmy naszg teze. Nic latwiejszego w dzisiejszym stanie .
nauki, jak {cifle przestrzegaé poprawnosci matematyecznej i ograni-
czaé sie do wypowiadania zdan dajgcych sie uzasadnié lege artis. Ale
postepowanie, ktére tu ogélnie nazwalidmy kontrola statystyczng,

~ nie jest-identyczne z formulowaniem zdan. Zmierza ono do pewnego

celu i opiera sie na pewnych hipotezach co do badanego przedmiotu.
Gdy cheemy poréwnaé ze sobg dwa sposoby postepowania, musimy
zdad sobie sprawe z owego celu. Okaze sie, ze juz w samym sformu-
lowaniu celu tkwia owe hipotezy, od ktérych nie jest wolna ani
metoda klasyezna, ani koncepcja przedziatu ufnofei, a nawet trudno
sobie wyobrazié (jak sie okaze) inng metode, ktéra by byla wolna
od hipotez. Okaze sie takze, ze hipotezy metody klasyeznej nie
Sg ani o jote mniej naturalne od hipotez nowej. Zludzenie, jakoby
‘metoda przedziatu ufnofei byla wolna od hipotez, bierze si¢ stad, -
ze stawia ona sobie z géry pewne sztuczne zagadnienie, ktére roz- ‘
wigzuje poprawme Tg droga dochodzi ona do pewnego postepowa-
nix,” 0 ktérym mozna wypowiedzie¢ pewne prawdziwe sady, ale
te sady nie s3 bynajmmiej dowodem na to, ze. cel postepowania
‘zostal osiggniety lepiej niz przy metodzie klasycznej; za,dna, z metod
nie ma zasadniczego prymatu.

Bez przykladéw ezytelnik - mniej obeznany z tg problematyka
tylko z trudnodcia polgezy niniejszy wstep z konkretnym obrazem
sytuacji. Dlatego zaczniemy od starego, wprawdzie niedoskonatego,
ale uproszezonego jej przedstawienia na przykladzie odbioru partii
ziozonej z N sztuk towaru, ktérej przyjecie lub odrzucenie mamy
uzalezni¢ od rerultatu zbadania probki, czyli zbioru » sztuk wylo-
sowanych z partii. Partia sklada sie z dobrych i ztyeh sztuk; zakla-
damy, ze badanie rozstrzyga jednoznacznie, ¢zy zbadana sztuka
jest dobra, czy zla. Jakodciq partii nazywamy frakeje a dobrych
sztuk w niej zawartych; jest a = d/N, gdzie d oznacza liczbe do-
brych sztuk w calej partii. Zagadnienie polega na wyznaczeniu tak.
zwanego planu odbiorczego; tu ograniczamy sie do planéw typu
m|[n: mamy pobraé probke n sztuk i prayjaé partie, jezeli w prébee
znajdziemy co najwyzej m zilych sztuk, a odrzucié partie, jezeli
w prébee znajdziemy takich sztuk wiecej niz m. Zagadnienie re-
dukuje si¢ do wyznaczenia liczb m i n. Widaé natychmiast, ze
‘nie jest ono jeszeze dostatecznie okre§lone, bo kazda para takich
liezb catkowitych m,n, ze jest 0<<m <, daje plan m//n. Wpro-
wadZzmy postulat ‘R, ktéry zgda, by partia, ktéra data w prébee m
ztyeh, sztuk na » zbadanych, miala z prawdopodobieistwem 959, .
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jako$é wyisza nii o, taka zal, ktéra dala m 41 zlych sztuk,
miata z prawdopodobieristwem 95%, jako$é nizszg niz oy, Gdy
graniczne jakodci a, <<a, 89 z géry dane, bedzie mozna jedno-
znacznie okredli¢ plan m/[n  speliajacy postulat R, jezeli zalo-
zymy dodatkows hipoteze H, ktéry za chwile wypowiemy. To jest
metoda klasyczna. Wymaga ona obliezenia prawdopodobieristwa
przyezyn za pomoeg reguly Bayesa, a do tego potrzebna jest
znajomos$é tak -zwanych prawdopodobiehistw a priori. Hipoteza H
postuluje, ze prawdopodobietistwo a priori, to znaczy przed
zbadaniem probki, iz jakoéé « partii nie przekracza g, jest f (dla
kazdego f z przedziatu (0,1)).

Jest inna droga do sprecyzowania zagadnienia. Zamiast postu-
latu ‘® postawimy inny, P: Plan m//n. ma byé taki, by partia
o jakodci a, miala prawdopodobieristwo 95 %, iz zostanie przyjeta,
‘a partia o jakodei @, miala prawdopodobietistwo 95%,, iz zostanie
odrzucona. (Przedzial (al,az) nie jest niczym innym jak przedziatem
ufnosei w terminologii Splawy-Neymana.) To jest metoda nowo-
czesna, niemal wylacznie stosowana W zagranicznych normach
kontroli statystycznej. Nazmemy ja pmspektwanq (#), a poprze-
dnig retrospekiywng (‘R). ‘

J. Oderfeld zauwazyl, ze przedziat (al,az) ktory odpoma.da,
planowi m//n wedlug interpretacji  tego planu, jest zblizony do
przedziatu, ktéry odpowiada temuz planowi w interpretacji K.
Znalazl on takzie latwy sposéb konstrukeji planéw wzajemnie sobie
odpowiadajacyeh w obu metodach, tak zeby przedziat by} ten sam:
liczby m,n zmieniaja sie o jednostki2). Ale nas 1nteresu]e tu wiecej
jego trzecle Spostrzezenie: Ograniczenie sie w metodzie P do stwier-
dzenia, jaks decyzje da plan w przypadku pa.rtu 0 jakofei a; lub a,,
jest réwnowazne z pewny hipotezg a priori, to znaczy z pewna
informacja o partii przed podjeciem badania.

Praca Oderfelda zachecila mnie do rozwazan, ktére oglositem
(W tym samym zeszycie Colloquium Mathematicum) jako krétka
note®). Obie noty, mojego peprzednika i moja, mozna jednak uwa-
zaé tylko za rekonesans, a nie za wyprawe w ten teren, na ktéry
obecnie wkroczymy, a to dlatego, ze nie ma w nich mowy o celu

7 J. Oderfeld On the dual aspect of sampling pla/ns, Colloquium Ma.the
maticim  II. 2 (1951), str. 89-97.

*) H. Steinhaus, Quality control by sampling (A’ plea for Bayes' mle).
Colloquium Mathematmum II. 2 (1951), str. 98-108.
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postepowania, ,zWanegb kontroly statystyczng. Nie jest bowiem
zadaniem kontroli statystycznej stwarzanie sposobnodci do wygla-
szania pewnych orzeczen o charakterze probabilistycznym. Gdyby
tak bylo, to nalezalo by przyznaé prymat metodzie. (*?), bo plany -
obliczane t3 metodsy pozwa,la,jé formulowaé prosciej takie orzecze-
nia. Zawdzigezajg one jednak te zalete zwezeniu pola widzenia do
sytuacji, ktérej szbucznofé okazuje sie. dopiero po wytlumaeczeniu
empirycznego sensu orzeczel; ta naturalna i jednolita mterpretac]a
wymaga sklerowanla oka na swoisty cel postepowania.

§ 1. Cel statystycznej kontroh jakosSci i zwiazame z nig
straty. SKJ*) rozstrzyga, czy nalezy partie przyjaé, czy odrzucié;
pomijamy tu inné mozliwosei, bo chodzi tylko o wyjaénienie zasad.
Tak zwany plan odbiorczy wiaze te decyzje z rezultatami zbadania
sztuk prébnych, ktére moga byé tylko dobre albo zte (znowu roz-
myslna symplifikacja). Cale postepowanie powmno byé takie,

zeby Wymkag@ea, Z mniego strata gospodarcza byla minimalna.
‘ Stra,ta. sklada si¢ z dwéch dodajnikéw: 1° szkoda wynikajaca
z deecyzji, 2° koszt badania sztuk prébnych. Pierwszy dodajnik
bierze si¢ stad, ze badanie prébne nie da]e kompletne; informacji
0 jakofei partii. Gdyby$my znali jakoié a, moglibysmy ~zawsze
rozstrzygac trafnie. Jest mianowicie korzys$é gospodarcza z prayje-
cia partii zalezna od a; ta korzys¢ (wyrazalna w pieniadzach) moze
byé dodatnia lub medoda,tma, ale jest funkeja o. To sdmo mozna
powiedzieé o korzysci gospodarczej z odrzucenia. Zwykle jest tak,
ze korzy$é z przyjécia wzrasta wraz z a, korzy$é z odrzucenia maleje,
gdy o rosnie. Gdyby$my znali ¢, nie potrzebowalibysmy badaé
sztuk prébnych, gdyz zawsze zadecydowalibyémy o partii w sposéb
dajacy wiekszy korzydé (w razie réwnodei ‘przyjmowaliby$my tez.
parti¢). To bylaby trafna decyzja. Por6wnajmy skutki takiej decyzji
ze skutkami decyzp wskazanej przez plan odbiorezy. Idealny plan.
odbiorezy zawsze wskazywalby trafng decyzje. Z wyjatkiem pewnych
skrajnych przypadkéw, ktére sa bez znaczenia praktycznego, takich
planéw si¢ nie spotyka. Bierze si¢ to stad, ze plany takie wymaga-
Iyby tak wielkiej liczby sztuk prébnych, ze dodajnik 2° zamienitby
w kazdym przypadku caly korzydé gospodarcza na strate. Musimy
si¢ zatem liezyé w. praktyce zawsze z ewentualnogcia, ze plan wskaze
decyzje bledna, to jest przeeiwng do trafnej. Otéz szkodg wynikajaca

4) Ten skrét bzna,eza Statystyczna Kontrole Jakoéei.
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2 decyzji (przy odbiorze wedlug planu) ezyli dodajnikiem 1° nazy-
wamy roénice (ktéra jest zawsze nieujemna) miedzy korzyscis
z trafnej decyzji (odjemmng) a korzydcia z aktualnej decyzji (odjem-
nikiem). Z tej definicji wynika, ze gdy aktualna decyzja (ezyli de-
cyzja wskazana przez plan) jest trafna, to szkoda z decyzji jest
zerem. Jak si¢ oblicza w praktyce szkode z decyzji, gdy aktualna
decyzja jest bledna, pokazemy na przykladzie:

Zjednoczenie Przemysiu Fermentacyjnego ma wlasng fabryke
beczek. Fabryka posyla do browaru N beczek. Browar bada pewns
liczbe z nich na szezelno$é; w razie odrzucenia partii wszystkie
N beczek wrécg do fabryki i zostang przesortowane sztuka w sztuke,
Po czym partia zostanie uzupelniona i browar dostanie N szezelnych
beczek. W razie przyjecia pierwszej partii Zjednoczenie poniesie
szkode przez to, ze piwo wycieknie z nieszezelnych beczek; tej
szkody nie bedzie wcale w razie odrzucenia partii. W tym razie
jednak Zjednoczenie poniesie koszt przesortowania “calej partii,
koszt dwukrotnego transportu dobrych beczek i jednokrotnego
ztyeh; tej szkody mie byloby w razie przyjecia partii. W obu przy-
padkach browar bedzie mégt wyekspediowaé N beczek piwa; obli-
czenie korzysci z tego faktu dla Zjednoczenia Przemystu Fermen-
tacyjnego moze byé trudng kalkulacja, ale na szczedcie tutaj
zbedna; przy obliczaniu szkody z decyzji (ezyli 1°) ta pozycja
figuruje w odjemnej i w odjemniku i znosi sie. Szkoda B z utra-
ty piwa zalezy od liezby N(1— o) nieszezelnych beczek, koszt ¢
przesortowania partii zalezy od N, koszt U uzupelienia partii do
stanu N jest réwny wartosci N(1—a) Dbeczek nieszezelnych
(minus warto$é tej czedci materialu, ktéra mozna jeszeze zuzyé),
w koncu koszt 7T transportu jest kEN(1+4 a), gdzie %k oznacza
koszt transportu jednej beczki w jedny strone. Wszystkie wiel-
kosci B,C,U i T s znanymi funkejami jakofei a, 83 to funkeje
liniowe, ktérych wspélezynniki sg znane i stale — przyjmujemy
tu tez stalo§¢ liczby N. Jezeli. B -jest wieksze od C+U-4T,
odrzucenie bedzie trafng decyzja, w przeciwnym razie przyjecie
bedzie trafng decyzjg. Znak nieréwnodei zalezy od a i 1stmeJe
graniczne o =a oddzielajace partie, ktore nalezy przyjmowaé
(a>>@) od tyeh, ktére' nalezy odrzucaé (a<d). Zjednoczenie
Przemysiu Fermentacyjnego moze obliczyé to & raz na zawsze,
ale nie moze z tej wiedzy skorzysta¢, bo nie zna nigdy aktual-
. nego a. Szkoda z blednej decyzji wynosi zawsze JB—C—U-T|,
szkoda z trafnej — zero (jak stwierdzili$émy wyzeJ) Wobec tego
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szkoda z decyzji jest jedng z dwéeh znanych funkeyj prawdzi-
wej jakosci a, a mianowicie [B—C—U—T| lub 0. Ktéra z nich
jest w danym przypadku, zalezy od losu, albowiem od tego, jakie
beczki (i w jakiej kolejnosei) znajda sie w prébee, bedzie zalezalo,
czy decyzja wskazana przez plan odbiorezy bedzie trafna, eczy
bledna. Wobee tego szkode wynikajaca z decyzji (1°) oznaczymy
przez f(a,r), gdzie 7 symbolizuje parametr zawisly od losu; dla
pewnych wartosel v szkoda f(a,7) jest réwna .IB—O - U1,
dla innych — 0.

Blizsza analiza ekonomiczna prowadm do Wyrazen bardziej
skomplikowanych, ¢o jednak nie podwaza dalszych wywoddéw,
‘ kt(’)rezobe'j_muja nie tylko uproszezony przyklad.

§2. Koszt badania i sposéb pobierania sztuk do probki.
~ Koszt zbadania » sztuk prébnych jest W4-cn, gdzie W oznacza ko-
saty wstepne, a ¢ jest biezgcym kosztem badania jednej sztuki. Zau-
Wwazmy, ze przy poréwnywanin planéw odbiorezych W nie gra zadnej
roli, bo figuruje w kazdym planie (pomijamy plany, ktére decyduja
0 partii bez badania) i nie wplywa na to, ktéry plan okaze sie najko-
rzystniejszy gospodarczo. Przypud$émy, ze w przykladzie beczek
jest N=1000, a beczki s numerowane od 000 do 999. Niech obowig-
zuje plan 2//30 (por. wstep). Z listy zawierajacej numery od 000
do 999 bedziemy musieli wylosowa¢ 30 numeréw, napemi¢ wodg
30 beczek oznaczonych wylosowanymi numerami i stwierdzié po
24 godzinach, z ilu beczek woda wyciekta. Plan 2 /30 kaze przyjaé
partig, jezeli takich nieszezelnyeh beczek bylo 0, 1 lub 2, a odrzucié
ja, jezeli bylo ieh 3 lub wiecej. W tym przykladzie koszt badania
byt zmany, zanim je przeprowadzili$my — wynosi on W430c¢ i nie
zalezy od a. Przypudéémy jednak, ze mamy do dyspozycji aparat
zlozony z pompy i manometru, tak ze mozemy z szybkosdci spadku
cifnienia powietrza wtloczonego do beczki rozpoznaé, czy beczka
jest szeczelna, czy nie. Bedziemy badali po kolei wylosowane beczki:
i moze sie zdarzyé, ze juz wéréd pierwszych 10 znajdziemy 3 nie-
szezelne. Oczywiscie badanie dalszych 20 bedzie wtedy zbedne
i zaoszezedzimy 2/3 kosztow biezacyeh. Ta ewentualnos¢ moglaby
sie zjawié takze przy badaniu beczek woda, gdyby$émy badali je
po kolei, anie réwnoczesnie; oczywiscie rozciggnetoby to czas badania
do tygodni.i zamiast zmniejszy¢. zwiekszyloby koszty; przy badaniu
pheumatycznym kolejnodé narzuca sie przez to, ze mamy jeden
aparat, & badanie jest krétkie. Ten sposéb ezyni z kosztéw badania
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zmienna losows, bo liezba zbadanych beczek moze przyjaé kazdg
wartosé od 3 do 30; bedzie to zalezalo od tego, na jakich numerach
rozmieszezone 83 w partii beczki nieszezelne i jakie numery wylo-
sujemy. Musimy wobee tego poswiecié kilka sléw losowaniu.

_ Losowanie odbywa si¢ w sposdb gwarantujacy kazdej sztuce
w partii jednakowe prawdopodobienstwo, ze zostanie wylosowana.
W naszym przykladzie N=1000, wiec to prawdopodobienstwo
~ jest 1/1000. Rzugamy trzy kostki graniaste dziesieciodcienne; kazda
ma na $cianach cyfry 0,1,2,...,9, po jednej na kazdej écianie,
a na podstawach kostek sg cyfry I, II, III odréiniajace kostki od
siebie. Kostka I da pierwszg, kostka II drugs, a kostka IIT trzecig
eyfre. Tym sposobem kazdy rzut da nam jeden z numeréw od 000
do 999. Zwykla teoria planéw pojedynczych m/[[n przewiduje, ze
przy wyjsciu powtérnym tego samego numeru zapisuje si¢ rezultat
badania wylosowanej sztuki, tak jak gdyby to byla nowa sztuka,
choé bada sie ja tylko raz; ta zasada nie jest weale konieczna, ale
upraszeza ona teorie matematyczng, a na nasze rozwazania nie
ma Zadnego wplywu. Sprawia ona jednak, ze koszt badania bedzie
zawsze zmienng losowa; przy badaniu beczek sposobem hydvau-
licznym i przy planie 2//30 moze sie tez zdarzyé, ze naprawde zba-
damy tylko 10 beczek. Tak bedzie, gdy losowanie da przy 30 rzu-
tach kostkami tylko 10 réznych numeréw, bo wiedy tylko 10 beczek
napelnimy wodg. (Ta paradoksalna mozliwosé émadczy o tym,
jak daleko odeszla SKJ od intuicji laika.)

Oczywiseie, moina by okreflié plany pojedyncze inaczej i ro-
zumieé¢ symbol m//n W ten sposéb, ze pomija sie rzuty kostks, ktére
powtarzaja numery wyszle poprzednio — w przykladzie 2//30 rzu-
caloby si¢ tak dlugo, zeby wyszlo 30 réinych numeréw, a nie 30
razy. Teoria matematyczna takich planéw bylaby inna, ale i w tym
przypadku mozna uznaé koszt badania za zmienng losows korzysta-
jac z tego, ze pojecie zmiennej obejmuje stata. Przemawia za takim
ujeciem kosztu badania, ze przy niektérych badaniach zle sztuki
ulegaja zniszezeniu, a dobre nie; jezeli zte sztuki nie sg zupekie
bezwartosciowe, koszt badania staje sie zalezny od 110éc1 takich
sztuk w prébee.

Zwr6émy uwage na to, ze przy ustaleniu w umowie o dostawe
i odbiér' nie tylko planu odbiorezego, ale i sposobu.losowania, np.
. losowania kostkami, staje sie obojetne rozmieszezenie zlych sztuk
w partii w tym sensie, Ze nie moze ono ani zwigkszyé, ani zmniej-
szy¢ szans dostania si¢ do prébki ktérejkolwiek okreslonej zlej
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sztuki. Wobec tego przyjmiemy raz na zawsze, Ze, wszystkie sztuki
o numerach 0,1,2,...,(d —1) sg dobre (d = Na). Przy tym zatoze-
niu (ktére nie uszczupla ogélnosei) jako$é a i kolejnogé wylosowa-
nych numeréw determinuje kompletnie zaréwno koszta badania
jak decyzje, ktéry orzecze ustalony w umowie plan P.

Cheieliby§my tu nawiasowo wspomnieé o tym, ze ulepszenie
zwane analizq sekwencyjng, ktére pozwala na ewentualne skrocenie
badania (czyli zmniejszenie liczby sztuk prébnyech), a ktére wyja-
SniliSmy pobieznie na przykladzie beczek, daje sie bez zadnych
trudnodci wprowadzié do metody klasycznej. Zamiast tak zwanego
planu pojedynczego m/[n wprowadzamy przepis, ktéry kaze badaé
sztuki kelejno (w porzadku wylosowanych numerdw) i dla kazdej
liczby naturalnej » zbadanyeh sztuk obliczaé¢ z niej i z liczby
m zitych sztuk w§réd nich znalezionych prawdopodobienistwo
pi(m,n), Ze partia ma jakodé wyzszg niz a, i prawdopodobienstwo
pa(m,n), 26 ma jakodé nizsza niz a.; badanie koticzy si¢ na takim =,
dla ktérego ktoéras z liezb p,,p, przekroczy 0,95. Jezeli jest nig p,,
parti¢ si¢ przyjmuje, jezeli p, — odrzuca. Oezywiscie hipoteza H
metody (‘R) (por: wstep) zostaje utrzymana. Te uwage umieszezamy
tu dlatego, ze niektérzy statystycy nazywdja — za Abrahamem
Waldem — analizp sekwencyjng postgpowanie, ktére laczy metode
prospektywna () z postulatem najkrétszego badania. To budzi
bledne mniemanie, jakoby zaleta najkrotszego (a wiec najtanszego)
badania® byla istotnie zwigzana z nows metody i byla dowodem
jej wyzszodei nad klasyczna. Jest wprost przeciwnie: hipoteza H
pozwala sformulowaé w kilku slowach, jak to ueczyniliémy o pare
wierszy wyzej, metode retrospektywno-sekwencyjng; metoda pro-
spektywno-sekwencyjna Walda wymagata duzej pomystowosei, a jej
sformulowanie i wyprowadzenie po dzi§ dzien nie jest kompletne.
Dodajmy tutaj, ze Komisja SKJ Polskiego. Komitetu Normaliza-
cyjnego rozpoezynajac swoja dziatalnodé w 1947 r. sformulowala
metode retrospektywno-sekwencyjng jako mnaturalnie si¢ narzu-
6ajacy.

§ 3. Dalsze sformalizowanie zagadnienia SK]. Powtérzmy
konkluzje z poprzednich paragraféw. Strata zwigzana z SKJ
sklada sie z dwéeh dodajnikéw: ze szkody wynikajgcej z de-
eyzji i z kosztu badania sztuk prébnych. Pierwszy dodajnik
ma postaé f(a,7), gdzie parametr v symbolizuje zaleznosé od
losu, a posta¢ funkeji f jest znana, drugi, ktéry nazwiemy g(a,7),
jest takze znang funkeja tych dwdéch zmiennych. Wobec tego
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catkowita strata, jako suma tyeh dwdéeh funkeyj, takze ma po-
staé funkeji zmiennyeh « i v. Zauwazmy teraz, ze caly przebieg
SKJ jest kompletnie zdeterminowany, gdy (przy . ustalonym
planie odbiorczym P) dana jest jako§é partii « i cigg wylosowa-
nych numeréw, gdyz wszystkie zte sztuki majas numery od d wigecz-
nie do N wylgcznie. Wobece tego parametr losowy z zalezy tylko
od a i od ciggu wylosowanych numeréw: =g (a,t), gdzie ¢ symbo-
lizuje 6w cigg. Wstawiajac te funkeje ¢ za v w sume f4 g, wyrazimy
catkowity strate przez znang (przynajmniej teoretyczme) funkcje

8(a,t). Tutaj t symbolizuje ciag wylosowanych numeréw, ale mozna
bedzie ¢ uznaé¢ za liezbe, jezeli uda sie nam przypisaé kazdemu cig-
gowi numerdw reprezentanta liczbowego. To latwe zadanie tak
‘sie rozwigzuje dla N =1000 (i analogicznie og6lnie): Bez wzgledu
na to, ile losowan wymaga plan, mozemy wyobrazié sobie, ze maszyna
losujgea przy kazdym puszezeniu jej w ruch produkije nieskon-
czony ciag {v,} tréjeyfrowych numeréw. Temu ciggowi przypiszemy
liczbe ¢ dang przez rozwiniecie 0,v;0,0;...0;... odczytane w ukla-
dzie tysigezkowym. Chege, by tak okreflona odpowiedniodé miedzy
liczbami a eciggami byla jednozmaczna, musimy zatozyé, ze ma-
szyna nigdy nie da ciggu, ktéry by poczawszysod pewnego miejsca
skladal si¢ z samych numeréw 000. Poniewaz prawdopodobienstwo
wyprodukowania takiego ciggu jest zero, wiec to zatozenie w niczym
nie wpiynie na dalsze wywody. Wtedy kazdej liezbie z przedzialu
(0,1) bedzie odpowiadat cigg, a kazdemu ciagowi — liczba. Przy
tym odpowiedniodé ta ma nastepujacey wazng wladciwodé: |

Prawdopodobienstwo, se ciag numerdw ma dowolng wiasnodé W,

jest réwne mierze ( Lebesgue’a-Borela) zbioru tych ¢ ktore sq przypi-
sane ciggom numeréw o wlasnosct W.

Dowéd wygloszonego tu ,tmerdzem'a._ opiera, sie na zalo-
zeniu jednakowego prawdopodobienstwa wyjdeia kazdego z nu-
meréw od 000 do 999; w ogélnym przypadku (¥ dowolne) jest
analogiczny.

Dla wyjadnienia zwigzku mledzy ciggiem {vn} a decyz]@ Wpro-
wadzamy ciggi

(1) LyyBpgeeeyTy,
(2) P33Ty eesPpaeens

gdzie x, jest 1, gdy sztuka oznaczona numerem v, jest dobra,
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n

réw wiréd numeréw v,,vs,...,v, (ciag {r,} jest niemalejacy).
Plan odbiorezy bedzie zdefiniowany, gdy okredlimy cigg funkeyj

a jest 0, gdy ta sztuka jest zla; r, oznacza liczbe réinych nume-

(3) do,dl(wlirl),dz(w:_uwzirl §2) gy @ (@1yBayee g3 71y Fagenny Tn)yeeny

tak zwanych funkeyj decyzyjnych, dla wszystkich ciagéw (1) i (2).
Wartodei tych funkeyj sa nakazami <, B lub C, przy czym -

A= przy]@é partie,

(4) ‘B = odrzucié¢ partie,
€ =zbadaé¢ sztuke o numerze v,,; i Wykonac nakaz d,, +1

(n=0,1, 27 )

Funkeje d, maja spelmaaé na.stepuJagee relaeje

(5.1) jezeli dla ]a,kle]é pary ciagéw (1) i (2) jest d,%=C, to dla

‘ - tejze pary Jest dn+1_d »

(5.2) « jezeli dla jakiej§ pary ci@géw (1) i (2) jest 4,=¢C,
o a rn,H—.N to dla tejze pary jest,d +1$€ (n=0,1,2...).

Poniewaz kazde ¢ (0 << 1) okrefla jednoznaezmie {0,), & zatem
(1) i (2), wige mozna funkecje decyzyjne d, oznaczaé przez d,(t).

Stowna interpretacja postulatu (5. 1) Cng nakazéw uzy-
skanych z (3) przez wstawienie rezudtatéw losowania {,,. } 1 rezul-
tatéw badania {w} jest obliczalny i zgodny: dopéki pojawia sig
odraezajgca  deeyzja C, dopéty ~kontynuujemy badanie i uzysku-
jemy wartodei # i.7 potrzebne do powzigcia nastepnej deeyziji, a gdy
pojawi si¢ jedna z decyzy] kategoryecznych o lub B, to zbedne
jest dalsze badanie, bo wartodci wszystkich mastepnych d sg iden-
tyczne z tg decyzja, jakiekolwiek bylyby dalsze, nieznane « i r.

Slowna interpretacja postulatu (5. 2) Gdy liczba réz-
nych sztuk zbadanych zréwna si¢ z N (to znaczy, gdy poznamy
prawdziwg jako$é partii), to zjawia sie decyzja kategoryezna, o ile
nie zjawila si¢ wezesniej. .

Niesprzecznosé postulatéw wynika z trywialnych przykladéw.
Gdy np. wszystkie d, (n=0,1,2,...) maja warto§¢ «f, postulaty .
89 oczywiscie spelmione. Warto jednak podaé przykiad nietry-
wialny, a mianowicie uja¢ w schemat (3) sekwencyjny wariant
planu 2//30 z § 2. W tym celu przyjmijmy r,=0 i zauwazmy, ze
wiréd szbuk o numerach v,,v,,...,v, jest 7, réznych, a z nich jest
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@y, =k2 (T — Tm1) Ty,

[

n

dobrych i

%P

2 =

W= 2 ("% — Mo (1 — ;)

=

ztych. _

Nazwijmy » najmniejsze n, dla ktérego zachodzi jedna z re-
lacyj a,=28, 2,=3. Latwo spostrzec, ze dla n =+ zachodzi
tylko jedna z nich; jest oczywidcie »>3 (jezeli » istnieje).
, Okreflamy: d,=C dla n<7», d,= 4, gdy zachodzi pierwsza re-
lacja, d, =93, gdy druga, i d,=d, dla n>=v» Czytelnik latwo
sprawdzi, Zze tak okre§lony plan typu (3) spehia (4) i (5), a po-
nadto odpowiada sekwencyjnemu wariantowi planu 2//30 i to
takiemu, przy ktérym sztuki powtérnie wylosowane nie majy
wpltywu na decyzje.

Zwykle definiuje sie plany odbiorcze prosciej, bez uwzglednia-
nia ciggu {r,}; poprzestaje si¢ na funkcjach decyzyjnych zaleznych
od {x,}. Poniewaz zaleino$é od obu ciagéw obejmuje jako przypadek
szczegblny zaleinogé od jednego, wiee sama forma definicji (3) nie
jest uszezupleniem ogdélnodei. Jest nim jednak postulat (5.2), ktéry
uzaleznia plan od licznodei partii N. Slowna interpretacja tego
postulatu wyjadnia, ze jest to° przepis, ktéry znajduje zastosowanie
tylko wtedy, gdy sie okaze, zp zbadaliSmy calg partie. Wtedy jed-
nak najlepsza decyzja, jaka moinma powzigé, jest przyjecie partii,
gdy prawdziwa jakoéé (ktérag poznalidmy) jest niemniejsza niz a
okredlone w § 1, odrzucenie, gdy ta jakodé jest mniejsza niz a.
Poniewaz & jest znane a priori, mozna tak zdefiniowaé funkeje d,
w (3), zeby w owym wyjatkowym przypadku decyzja byla najle-
psza. Ten postulat nie ogranicza zupelie swobody definiowania
decyzyj w innych przypadkach. Wobec tego mozna ulepszyé kazdy
plan typu (3) speiniajacy (4) i (5.1) przez dodanie (5.2). Rozumiemy.
to w ten sposéb, ze dolaczenie (5.2) nie zmienia decyzji w zadnym
przypadku, z wyjatkiem jednego, w ktérym wylacza mozliwosé
blednej decyszji nie przedluzajge badania. Postulat (5.2) nie wehodzi
 bowiem w gre, jezeli byla decyzja kategoryczna d,, a jezeli jej nie
bylo, to i bez tego postulatu nastgpiloby badanie sztuki nr o,,,,
ktorym zadowala sie postulat. Postulat nie moze wiee nigdy
zwigkszyé calkowitej straty gospodarczej. Poniewaz jednak na-
szym celem jest wyszukanie planéw optymalnych pod wzgledem
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gospodarczym, wiec zastapienie kazdego planu P przez inny, co
najmniej taki dobry jak P, nie oddali nas od tego celu.

Zauwazmy teraz, ze postulat (5.2) gwarantuje decyzje kate-
goryezna w kazdym przypadku, w ktérym w ciagu {r,} pojawi
sie N. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze to si¢ zdarzy? Prawdo-
podobienstwo, ze okre§lony numer ¢° (0 <<v'<<N) nie pojawi sie
w skoliczonej serii v,,v,,...,v, ani razu, jest (1 —1/N)"; ze wogble
jaki§ z numeréw 0,1,...,N—1 si¢ w niej nie pojawi, jest nie-
wieksze niz N(1 —1/N)*. Stad prawdopodobiefistwo, ze w nieskon-
czonym ciggu |r,} zabraknie N, bedzie niewieksze niz

. 1\
- fﬂN(l N) !
ktéry to limes jest 0. Wobec tego zbi6ér liczb i reprezentujgcych
ciggi { n} nie wyeczerpujgce wszystkich numeréw w partii, ma miare
ZEerowy. Imlyml stowy: dla prawie wszystkich t claggl numeréw
symb011zowane przez t prowadzg — przy ustalonym N i ustalonym
planie badania P typu (3)(4)(5) — do kategorycznej decyzji.
Poniewaz koszt badania nie przekroczy nigdy kosztu badania
N sztuk, a wieec pewnej liczby skonczonej, a takze szkoda wynika-
jaca z decyzji jest ograniczona, wig¢e catkowifa strata jest ograni-
czong, nieujemngy funkeja zmiennych « i . Ta funkeja jest ciggla
wzgledem ¢ na zbiorze Z tych ?, ktére dostarczaja kategorycznych
decyzyj (a wiec na .zbiorze o mierze 1). Dow6d polega na tym, ze
przy ustalonym a oba dodajniki (szkoda z decyzji i koszt badania)
- zalezg tylko od ¢; jezeli t,¢Z, 2 ponadto ma tylko jedno rozwinie- |
cie, to istnieje takie n, ze d,(i,)s=C. Napiszmy istotnie nieskoficzone
rozwiniecie t,= 0,0,0,.. . 1 przypusémy, ze t’' lezy tak blisko i,
e jego istotnie meskonczone rozwiniecie nie rézni sie az do n-tego
znaku wlgeznie od rozwiniecia #, (tak musi byé przy dostatecznej
bliskosci). Wtedy bedzie d,(t')=d,(t;) dla k< n, a wobec d,(t)#=C
i(5.1) takze dla k> n; bedzie t'e¢Z, a ponadto zaré6wno decyzja jak
liczba sztuk zbadanych bedzie ta sama dla ' co dla #,; calkowita
strata bedzie zatem, jako funkeja ¢, stala w pewnym przedziale
otaczajacym t,, a tym bardziej ciaglta w t;, ¢.b.d.o.

‘Okazuje sig, ze calkowita strata S(a,t) jest przy ustalonym a
funkejg zmiennej ¢ okre§lony w pewnym zbiorze o mierze 1, ogra-
Diczong, nieujemny i ciggla w kazdym punkeie tego zbioru, a zatem
catkowalng wedlug  Riemanna wizgledem ¢ (0 <7 <1).
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. Jako§é a moze przyjmowaé tylko wartosei 0,1/¥,2/N,...,N/N.
Dla ulatwienia wprowadZmy konwencje (nie odbiegajaca od rzeczy-
wistosei), Ze a nie moze byé zerem. Okreslmy S(a,t) dla wszystkich «
od zera (wylacznie) do 1 (wlacznie): dzielac przedzial (0,1> na N
réwnych przedziatéw I, (k=1,2,...,N), zaliczmy do kazdego I,
jego. prawy koniec B, i przyjmijmy S(a,t) = 8(py,t), gdy ael,.
Okreflona w ten sposéb funkeja 8(a,t) jest (dla kazdego teZ)
ciggla wzgledem o z wyjatkiem N —1 punktéw. Ilekroé¢ bedziemy
moéwili, ze partia ma jako$¢ a«, bedziemy to rozumieli nie do-
stlownie, lecz w tym sensie, ze frakeja d/N dobrych sztuk w par-
tii spelmia nieréwnosé d/N =a> (d —1)/N. Dzieki tej umowie
i rozszerzeniu definieji funkeji 8 uchronimy sie od niescistosei
w dalszych wywodach, gdzie bedzie trzeba uwaza¢ a za zmienng
ciggly.

§ 4. Postulat minimalnej straty calkowitej. Jak zaznaczy-
lismy juz w § 1, celem SKJ jest zminimizowanie straty, ktéra
powstaje zaré6wno przy odbiorze partii zbadanej sztuka w sztuke,
jak przy odbiorze bez badania. W pierwszym przypadku strata
wynika z kosztéw badania, w drugim z decyzji o partii niewia-
domej jakosci. Pomyst SKJ jest naturalny: szukanie optimum w po-
stepowaniu posérednim, to jest' w zbadaniu prébki i uzaleznieniu
decyzji od wyniku badania. W poprzednich paragrafach okre§li-
lisSmy i scharakteryzowaliémy matematycznie funkeje 8, ktoéra
wyraza calkowity strate. Nie interesowaliSmy si¢ jednak jej za-
leznoscia od planu odbiorczego P. Teraz musimy strate zapisaé
w postaci S(P;a,t); S jest funkejonalem planu P, a dla ustalo-
nego P zamienia si¢ w znang funkcje dwéch parametréw: jakosei
a i parametru losowego ¢. Postulat zminimizowania S przez dobor
optymalnego planu P nabiera okreslonego sensu dopiero po pozby-
ciu sie¢ tych parametréw. Najprosciej byloby zazgdaé, zeby P
minimizowalo 8 dla kazdego « i t. Sg specjalne przypadki, w kté-
rych to jest mozliwe: partia towaru niezbednego, z ktérej odrzu-
cenia wyniklaby szkoda wieksza od kosztu przesortowania catej
partii, a ktérej jako§é ma male znaczenie dla odbiorcy; tutaj plan
P, okreflony przez d, = o dla wszystkich » (wedlug (3) ma zada-
ng wlasnosé, bo jest S(P,,a,t)< S(P,a,t) dla wszystkich a i
przy P +#P,. Wyjitkowosé tego przykladu jest wyrazna.

» Usunigcie parametru ¢ przez rozpatrywanie oczekiwanej straty -
E(8) zamiast prawdziwej, jest powszechnie przyjete. Dezyderat
minimalnej straty przyjmie postadé
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1
(6) [8(P,a,t)di = minimum ~ dla P =P,
0

z ktérego to warunku nalezy wyznaczyé P,. Jaki jest realny sens.
tego warunku? Wyobrazmy sobie, Ze odbieramy bezustannie te
samg partie wedlug tego samego planu P. Za kazdym razem aparat
losujacy dostarczy nam jakiej§ liczby t= 0,v9,...0,... (por. §3),
a wiec cigg odbioré6w wytworzy ciag {tn} takich liezb. Wlasciwodé
Zmiennej losowej t sformulowana w §3 okredla jej rozklad: jest
on réwnomierny, to znaczy, ze prawdopodobienstwo, iz wylosuje-
my t nalezgce do odeinka 0,7, jest T (dla kazdego T miedzy
0 a 1). Kazde ¢, ma taki rozklad réwnomierny, a poniewaz loso-
‘wanie przy danym odbiorze jest niezalezme od losowan przy
innych odbiorach, wiec #, sa wzajemnie niezalezne. Z tych wias-
nosei ciagu zmiennych losowych {t,] wynika, ze z prawdopodo-
bienstwem 1 ‘ :

n

.1 : 1
(7) lim = S(P,a,-tf)=fS(P,a,t)dt.
o

n—roo ni-l

Praktycznie mozna uwazaé za pewne to, co ma prawdopodo-
bienstwo 1, wiee eliminacja calki z (6) i (7) zamieni dezyderat mini-
malnej straty oczekiwanej na zadanie, zeby $rednia strata przy
nieskonczenie wielu odbiorach tej samej partii wedtug planu P,
byla co najwyzej taka, jak owa frednia przy odbiorach wediug
jakiegokolwiek planu P. To sformulowanie (oparte na znanym
wariancie (7) prawa wielkich liczb) usprawiedliwia dezyderat (6):
wyréwnanie gry prazypadku przez wzigcie fredniej straty przy
pomys§lanym powtarzaniu si¢ tej samej sytuacji jest naturalnym
zabiegiem i jest przyjete nie tylko w SKJ. Udaje si¢ on tutaj dzigki
temu, Ze uzywamy maszyny do losowania, ktéra wybiera kazdy
numer » z prawdopodobienstwem 1/N, co gwarantuje bez dodatko-
wych hipotez réwnomierny rozklad parametru ¢. (Ta réwnomiernosé
uzasadnia- ex post nazwanie calki w (6) oczekiwang straty E(S),
jednak pojecie oczekiwanej straty ma tu tylko werbalne znaczenie.)
Caltke (6) nalezy rozumieé w sensie Riemanna. Usunigcie parametru ¢
przez catkowanie nie daje jeszcze okreslonego sensu zgdaniu mini-
malnej straty, bo pod catka (6) figuruje jeszcze a. Zadanie (6) ma
na ogél przy kazdym a inne rozwigzanie P,, a poniewaz w praktyce
a jest nieznane, wige wyszukanie P, nie jest mozliwe bez eliminacji a.
(Znowu pomijamy ekscentryczne przyklady niezaleznosei straty od a.)
Zastosowania matematyki ‘ ‘ 2
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- § 5. Eliminacja jakoseci a. Przejdziemy po kolei kilka sposo-
béw. : ‘

I. Usaowamy o przez calkowanie. Dezyderat (6) przyjmuje'
postadé : '

11 '
(8) [[8(P,a,t)dadt = minimum  dla P =P,

00

% ktérego to warunku nalezy wyznaczyé P,. To zadanie ma zupel-
nie okreslony charakter i wyznacza P, we wszystkich niemal przy-
padkach spotykanyeh w praktyce, jakkolwiek trudnosei tech-
niczne efektywnego znalezienia tego optymalnego planu mogg byé
nieraz niemale. Jaki jest jednak tym razem realny sens warunku
minimalnej straty? WyobraZzmy sobie znowu, ze odbieramy wedlug
planu P coraz to nowe partie tego samego towaru, ale o réznych
jakoSciach «;. Zatéimy — hipoteza H, —,ze ciag [a;} ma ekwi-
partyeje, to znaczy, ze frekwencja wzgledna wyrazéw tego ciggu
padajgcych w przedziat (0,8) jest g (dla kazdego p miedzy 0 a 1).
Bedzie wtedy z prawdopodobienstwem 1 zachodzila relacja

n 11
9) - ﬁmEZS(P,a,,tf)=ff3(1>,a,t)dadt,

o0 54 00 | ‘
gdzie, tak jak w §4, cigg {tn} jest wytworzony przez aparat
losujaey. : '

Dow6d niniejszego twierdzenia polega na tym, Ze wobec réw-
nomiernosei zmiennej losowej i ciag [tn} ma ekwipartycje z praw-
dopodobieristwem 1, i ze ciagi {a,}, [t,} sa od siebie nieza-
lezne (co wynika z uzycia tego samego aparatu do losowania
przy kazdym odbiorze). Wobec tego punkty (a,,?,) maja z praw-
dopodobienstwem 1 ekwipartycje plaska w kwadracie (0<a<<1)
(0<i<1), to znaczy, ze frekwencja tych spofréd nich, ktére
padaja w prostokat (0<Ca<<p) (0<<I<CT) jest BT (dla kazdego
punktu (B,T) kwadratu). Ostatni krok dowodu wymaga po-
dwéjnej catkowalnodei riemannowskiej funkeji 8, ktéra to wias-
nofé¢ wynika z tego, ze mozemy kwadrat podzieli¢ liniami «= §,
(k=1,2,...,N) na N prostokatéw o podstawach I, (por. koniec § 3),
a . w kazdym z nich S jest state wazgledem a, jedyne za§
punkty niecigglodei sy to punkty nieciaglodei wzgledem ¢, ktére
razem daja zbiér o plaskiej mierze 0. Zaznaczmy, ze uzyty tu
wariant prawa wielkich liczb nie byt dotychczas stosowany w te-
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orii SKJ. Zwréémy takze uwage na to, ze wzory (6) i (7) i towarzy-
Szgce im wyobrazone procesy sg zbedne, gdyz mozna bylo od
razu wusungé obydwa parametry, jak zrobiono w (8), jed.nak
dydaktycznie byloby to chybione.

Eliminacja catki z (8) i (9) zamienia obecnie dezyderat mini-
malnej straty na zadanie, zeby érednia strata, przy nieskornezenie
wielu kolejnych odbiorach wedlug planu P, partyj o réznych jako-
seiach, byla co najwyzej taka, jak przy odbiorach tychze partyj
wedlug jakiegokolwiek planu P, przy czym zakladamy ekwipartycje
owych kolejnych jakosci. Nawiasowo zaznaczmy, ze hipoteza ekwi-
partycji H; wobec umowy wprowadzonej na koncu §3 zada, zeby
frekwencja kazdej z N mozliwyeh jakosei d/N (d=1,2,...,N)
byla 1/N. Zauwazmy takze, ze pojecie oczekiwanej straty w sen-
sie § 4 nie figuruje -w sposobie I obecnie omawianym. \

1I. Usuwamy o przez maksymizacje lewej strony (6) wzgledem
a, przez co dezyderat minimalnej straty przyjmuje postaé zgdania

‘ Ny
(10) max [ 8(P,a,t)dt = minimum  dla P =P,
0<a<] ‘
% ktorego nalezy wyznaczyé P,. Zauwazmy, ze (10) zada wyzna-
czenia naprzéd takiego a, ktore przy danym P maksymizuje ocze-

kiwang strate (czyli calke f 8dt); to a=F(P) jest funkejonalem

planu P i zamienia oczek1wan@ stra.t@ E(8) na funkCJona,l planu
P, 3 mianowicie na

(11) f S(P,F(P),t)dt,

ktéry to funkejonat nalezy zmlmlmzowa,é przez dobér P; P, jest
nazwg na P minimizujgce (11).
Zalézmy — hipoteza H, —, ze miedzy planem przy]egtym p
a jakodeia o dostarczanych partyj zachodzi zwigzek o= F(P)
(wyzej okredlony). Zastepujac caltke w (10) przez lewg -strone
wzoru (7) bedziemy mogli dezyderat minimalnej straty zamienié
na zgdanie, seby $rednia strata przy nieskonhczenie wielu od-
biorach partyj o tej samej jakosci wedlug planu P, byla co
najwyzej taka, jak £rednia przy odbiorach wedlug jakiegokol-
wiek planu P. (P, spelnia ten dezyderat z prawdopodobienstwem
1, bo takie jest prawdopodobiefstwo relacji (7).) To jest — tym
razem — realny sens warunku minimalnej straty. -
2
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III. Usuwamy o -przez ustalenie. Niech np. a=gq,. Dezyde-
rat (6) zamieni si¢ na warunek

1
(12) [ 8(P,ay,t)dt = minimum  dla P =Py,
0

shuzgey do wyznaczenia P. Niech hipoteza H, orzeka, ze wszystkie
partie majg jako§é u,. Przy tej hipotezie plan P, wyznaczony z (12)
realizuje najmniejsza sredniy strate przy kolejnych odbiorach.

" IV. Usuwamy o przez ustalenie i swmowanie skonczone. Przy
dwéech dodajnikach dezyderat (6) przyjmie postaé

1 1
(13) fS(P,al,t)dt—i—fS(P,ag,t)dtzminimum dla P=P,.
1} 0

Niech hipoteza H, orzeka, ze kazda partia ma jako$é a; lub a,,
przy ezym kazda z tych jakosei pojawia sie¢ w ciggu kolejno przed-
stawianych partyj z frekwencja 1/2. Przy hipotezie H, plan P,
wyznaczony z (13) realizuje najmniejsza Srednig strate przy kolej-
nych odbiorach.

V. Usuwamy a tak jak W ‘sposobie I, Jednak pod catky zamiast
S piszemy 82:

(14) f f 8%P,a,t)dtde = minimum  dla P =P,.
00 :

Plan wyznaczony przez (14) zrealizuje minimum £redniego
kwadratu straty przy kolejnyéh odbiorach, gdy przyjmiemy hipo-
teze H; = H,.

§ 6. Porownanie sposobow eliminacji parametrow i hipo-
tez H,-H;., XKazdy z dezyderatéw § 5, a wige (8), (10), (12),
 (13) i (14) okre§la pewien plan odbiorczy. Matematyezna po-
prawno$é kazdej z pigciu definicji planu P, nie wymaga zadnych hi-
potez. Kazda definicja okresla inny plan; nazwijmy te plany P,, P,,
Py, P, i P;. Na razie ograniczmy si¢ do pierwszych czterech
(P,-P,). Poniewaz — jak podkredliliimy we wstepie — zagadnienie
SKJ jest zagadnieniem optymalnego postepowania, sama Po-
prawno$é definicji planu nie rozwigzuje go bez okreflenia war-
. todei postepowania, ktore 6w plan przepisuje. Wartosé postepo-
wania oceniamy wedlug straty gospodarezej, jak to wyttumaezono
w § 1. Wyraza si¢ ona przez S(P,a,t). Chege pozbyé sie para-
metréw ¢ i a musimy rozpatrywad Sredmig strate przy ciggu od-
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bior6w. Taka ¢rednia istnieje i przy planie P; (j.=1,2,3,4)
spelnia warunek minimalnofei, jezeli przyjmiemy hipoteze H;. Tak
wi¢e nieuniknione jest przyjecie wiasciwej hipotezy, jezeli chee-
"my nadaé¢ postulatowi optymalnego postepowania treéé¢ podlegly
kontroli - do§wiadczalnej. Wobec tego poréwnanie sposobéw I-IV
redukuje si¢ do zbadania, ktére z hipotez H,-H, lepiej, a ktére
gorzej odpowiadajg rzeczywistodei.

Hipoteza H, jest matematycznie prosta, ale to nie jest. dosta-
teczng legitymacja. Nic nie uprawnia do przypuszezenia, ze ko-
lejno dostarczane partie majs ekwipartycje jakodei, natomiast
‘89 powazne powody do przypuszczen, ze jest inaczej. Zauwazmy,
76 H, wynika z prawdopodobienstwem 1 (ezyli prawie na pewno)
z hipotezy H metody klasycznej (czyli ‘®) sformulowanej we wste-
pie. Hipoteza H, jest wigc arbitralna, ale nie jest w wyraznej
sprzecznofci ze zdrowym, rozsadkiem. '

Hipoteza H, zaklada, ze jakodé dostarczanych partyj zalezy
od planu P. Wprawdzie plan odbiorezy jest znany dostawcom
i moznaby przypuscié, ze wplywa on na jako$é partyj, ale w hipo-
tezie H, zaleznodé nie jest taka, ktéraby zapewniala najwiekszs
korzysé dostawey: jest to zaleznodé, w ktorej jakodé jest dobrana
do planu tak, by catkowita strata gospodarcza byla maksymalna.
Trudno wyobrazié sobie sytuacje, w ktérej ezynniki wplywajace
na jakogé partii — moéwie o ezynnikach personalnych — mogg i cheg
dobieraé¢ jg tak, by maksymizowaé strate gospodarcza wynika-
jaca z procesu SKJ; nawet najlepszych sabotazystéw nie mozna
o to posadzié, bo oni obnizg jakosé do mozliwie najnizszego poziomu,
ale to weale nie da duzej straty z SKJ. Przeciwnie, plany obliczone
- sposobem II odrzuca liche partie po nieduzej liezbie prob, wige
dadza trafng decyzje¢ tanim kosztem, a tym samym nieznaczng
strate gospodarcza prey SKJ°). Hipoteza H, okazuje si¢ fan-
tastyczna na tle rzeczywistodei. To ostabia znaczenie sposobu
11, znanego i uzywanego pod nazwgy ,,nnmmax”

' Hipoteza H; ma za sobg tylko ten argument, ze warunki pro-
‘dukeji zmuszajy dostawce do ustalenia jakosei. Zauwazmy, Ze spo-
s6b IIT pozwala natychmiast efektywnie wyznaczyé plan P, z gra-

5) Strata gospodarcza z obniZenia jakofci bedzie olbrzymia, ale nie
bedzie to strata powstala z okazji SKJ. Np. jesli wiadomo, e wszystkie
partie maja jako&é 0O, najlepszym planem bedzie odrzucenie kazdej partii
bez badania; to.kompletne polozenie produkeji nie ucieszy naszego fikcyj-
nego maniaka, bo sirata 2 SKJ bedzie zero. .
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nicznego & okreslonego w § 1. Jezeli ay>da, plan P, kaze przy-
jaé kazda partie bez badania, jezeli ¢, <<d, plan P, kaze odrzu-
cié kazdg partie bez badania. Rzeczywidcie, warunek (12) bedzie
wtedy spelmiony, bo decyzja bedzie zawsze trafna i szkoda z de-
cyzji bedzie zerem, a koszt prébki bedzie minimalny, bo nie
zbada sie ani jednej sztuki; § nie bedzie zalezalo od ? i catka
(12) przyjmie najmniejsza warto§é, ktéra moze przyjaé przy
dopuszczeniu do ‘konkurencji wszelkich P i o. Wprowadzenie
hipotezy H,, ktéra uzasadnia uzyeie sposobu III, niweczy zatem
w praktyce SKJ, bo prowadzi do planu, ktéry traci sens, gdy
hipoteza nie jest spelniona, czego nie mozna zarzucié innym
hipotezom tu omawianym. H, jest najgorsza z pieciu hipotez.

Hipoteza H, jest ogdlniejsza niz H, — zawiera H; w przypadku
szezegblnym a; =a,. H, nie podlega zarzutowi podniesionemu
pfzeciw H;, gdy jest a;<<ay i @,>a,. Dlatego tez sposéb IV
daje plan P,, ktéry nie staje si¢ absurdalny, gdy hipoteza H, nie
odpowiada rzeczywistosci. Ale ta zaleta (ktorg majg i inne spo-
soby, z wyjatkiem IIT) nie usprawiedliwia sztucznodei hipotezy
H,, trudno bowiem podaé przyklad wziety z praktyki, w kto-
rym. by wszystkie partie mialy zawsze jedna z dwdch znanych
jakodei, i to réwnie eczesto jedng jak drugy. Tu juz argument
wysuniety w obronie hipotezy H, staje si¢ kontrargumentem.

Przeglad hipotez H,-H, przekonywa, ze zadna z nich nie ma
za S0bgy poparcia rzeczywistosci, wszystkie bowiem sg mniej lub
 wigcej sztuczne i hipoteza H,, w ktérej latwo si¢ dopatrze¢ pote-
pionego postulatu Bayesa nie tylko nie jest gorsza od innyeh, lecz
ng ich tle przedstawia sie zupelnie niezle.

Nie zapominajmy o tym, ze uzyteeznos$é sposobéw I-V nie jest -
zwigzana Kcile z prawdziwoseig hipotez. Kazdy sposéb definiuje
pewien plan-P,, ktérego mozna uzywaé nawet, gdy przynalezna
hipoteza nie jest spelmiona. Hipoteza jest potrzebna tylko do
dowodu, ze plan ten jest optymalny (w znaczeniu minimalnej
szkody z SKJ). Z jednym wyjatkiem sposobu III wszystkie na-
daja sie do uzytku praktyeznego .i obliczone z nich plany nie
odbiegaja istotnie od pospolicie uzywanych, choeciaz praktycy SKJ
niewiele troszezg sie o zgodnodé hipotez z rzeczywistodeiy.

Dotychezas paralelizm wszystkich sposobéw jest zachowany.
Kazdy z nich prowadzi do optymalnego planu przy wilasdciwej hipo-
tezie, jezeli dobroé planu oceniamy wedlug fredniej straty catko-
witej. Wyjatek stanowi tu sposéb V; przy hipotezie H, daje on
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plan optymalny w sensie minimum {redniej kwadratu straty.
Podaliémy sposéb V jako przyklad bogactwa mozliwosei, gdy
chodzi o zamiane ¢ na zmienng pozorng. Sposobow analogicz-
nych do V mozna znalezé niemalo. Zauwazmy mimochodem, ze
mozna zamiast hipotezy H,= H,; przyjaé nastepujaca, ktorg
nazwijmy Hj: jakodei a; kolejnych partyj sa takie, ze plan P,
obliczony z (14) minimizuje $rednig strate. Ta mabemabycznie
skomplikowana hipoteza nie utrudnia obliczenia planu P,, a weale
nie jest dalsza od rzeczywistodei niz inne.

§ 7. Por6wnanie metod ‘® i ?. Metody te nie podpadajs
bezposrednio pod schemat §§ 5 i 6, a to dlatego, Ze nie ope-
rujay pojeciem catkowitej straty: w praktyce kalkulacja szkody
z decyzji jest zwykle trudna i dlatego (niezupelnie §wiadomie)
przyjatl sie postulat 5-procentowego ryzyka blgdnéj -deeyzji, kto-
ry sie narzuca wszystkim planom. WyraZznie mowige, ustala sie
z géry (zaleznie od rodzaju towaru) dwie jakodei, o, i a, (0<a;<
<ay<1l), i uwaza za zle partie o jakodciach <a,, a za dobre
partie o jakodciach >a,. Decyzja jest bledna, jezeli odrzucono
dobra partie (blad pierwszego rodzaju) lub przyjeto zly (blad
drugiego rodzaju). Zada si¢, by maksymalne prawdopodobieristwo
bledu pierwszego rodzaju bylo 59, i maksymalne “prawdopodo-
bieristwo bledu drugiego rodzaju bylo 5%. Sg to postulaty ograni-
czajace swobode wyboru planéw. Postulaty te s3 jednak dwu-
znaczne, gdyz mozemy prawdopodobieristwo bledu pierwszego ro-
dzaju interpretowaé jako prawdopodobienstwo, zZe partia odrzucona
bedzie dobra lub ze partia dobra zostanie odrzucona; ta dwuznacz-
nogé odnosi sie oczywiscie takze do bledu drugiego rodzaju. Pierw-
sza interpretacja daje metode ‘K, druga za$ metode ¥ (p. wstep).

Dla ogdlnodei i dla umozhmema poréwnania obu metod zalo-
zymy, ze plany odbiorcze podpa,da]ay pod ogdlny schemat opisany
w §3. Przyjmiemy takze zasade minimalnej straty gospodarczej
(por. § 1), ktéra jednak tutaj bedzie identyczna z kosztem badania.
‘Jest to zgodne z programem analizy sekwencyjnej Walda, ktérego
dezyderatem jest zmniejszenie ilofei sztuk prébnych do minimum;
oczywidcie dezyderat ten przyjmiemy dla obu metod. Jak zauwa-
zylis$my, szkode z decyzji sie pomija, wige funkeje S z § 4 za.st@plmy
przez s(P,a,t) wyrazajaca koszt badania.

Sformalizujmy metode ‘¥. Usuwamy o przez calkowanie. Ma byé

11

(16) [[ 8(P,a,)dadt = minimum  dla P =P,
00
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przy czym dopuszeza sie tylko plany P spelniajgce postulat 5%,
ryzyka, to znaczy tylko takie, ktére z prawdopodobienstwem 1
'w ciggu kolejnych partyj wykazs wéréd odrzuconych co najwyzej
5% dobrych, a wéréd przyjetych co najwyzej 59, zlych. Plan
wyznaczony przez (15) zrealizuje minimum sredniego kosztu ba-
dania, gdy przyjmiemy hipoteze H,; (§ 5, I). Dow6d nie rézni si¢
od dedukeji podanej w § 5, punkt I.

Sformalizujmy metode P. Usuwamy o przez ustaleme i doda-
wanie. Ma byé

1 - 1
(16) fs(P\,al,t)dt+fs(P,a2,t)dt=mim'mum dla P=P,,
0 0

przy ezym dopuszeza sie tylko plany P, ktére z prawdopodobien-
stwem 1 wykaza w ciagu kolejnych partyj wsréd dobrych co naj-
wyzej 5% odrzuconych, a wirdéd ztyeh co najwyzej 59, przyjetych.
Plan wyznaczony przez (16) zrealizuje minimum sredniego kosztu
badania, gdy przyjmiemy hipoteze H, (§ 5, IV). Dowé6d nie
r6zni si¢ od wywodéw § 5, punkt IV.

Zauwazmy, ze jest réznica miedzy przykiadami z § 5 a tu poda-
nymi dwiema metodami. Tam mozna bylo méwié o planach, ktore
zachowywaly" sens, nawet gdy odpowiednie hipotezy nie byly spel-
nione. Tu spelnienie dezyderatu (15) wraz z postulatem 5% ryzyka
jest zadaniem nierozwigzalnym bez jakiejé hipotezy co do roz-
kladu jakoéci w kolejnych partiach. To samo odnosi sie do (16).
Te dowolne hipotezy nadaja rozwigzalnosé zadaniom. Sposréd
nich H, dla (15), H, dla (16) realizujg optyma gospodarcze
~ Wykazaliémy zupelny paralelizm metod K i ?. Pospolite mnie-
manie, jakoby pierwsza z nich operowala jaka$ arbitralng hi-
potezy, druga zad byla wolna od" hipotez, polega na zludzeniu.
Pokazaliémy, ze istnieja dwa analogiczne sformulowania proble-
matu SKJ, ktére przy odpowiednich hipotezach (H, i H,) pro-
wadzg jedno do R, drugie do P. Gdy obliczymy odpowiednie
plany (P, i P,), to beda one optymalne, gdy odpowiednie hi-
potezy beds spetmone jezeli nie, to i tak plany P, i P, za-
chowaja sens i bedzie ich mozna uzywaé. Dlatego upada zarzut,
jakoby plan P, zawisat w powietrzu bez hipotezy H,, a plan P,
byt ugruntowany niezaleznie od hipotez; obydwa plany nadaja
sie do uzytku bez hipotez i obydwa tracg przywilej optymalnodei,
gdy hipotezy tracy wainodé.
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Gdyby chodzilo tylko o sprawe X versus ? mozma by bylo
skrocié nasze rozwazania. Ale musieliémy postawié rzecz nd
szerszym fundamencie z powodu jej zasadniczej wagi. Problemat
SKJ jako zagadnienie postepowania, w ktérym interweniuje los,
i to w dwojaki sposéb, prowadzi do koniecznodei wyrugowania
dwéch parametréw. Gdy zdamy sobie z tego sprawe, jasno okaze
sie niezbednosé hipotez przy wszelkich metodach SKJ, pospolitych
i niezwyklyeh, latwyeh i skomplikowanyeh. Gdy obliczymy opty-
malne plany, to pozostang one poprawne i bez hipotez, a zatem
ich okreglenie staje sie konwencjonalne: ,bedziemy uzywali pla-
nu P;, ktéry bylby optymalny przy hipotezie H,”.

Takze w naukach biologicznyeh i technicznych powtarza sie
kontrowersja, ktéra tu przestudiowaliSmy na przykladzie metod
‘RiP, a tylko terminologia zmienia si¢ zaleznie- od dziedziny.
Zaréwno w zagadnieniach lekarskich jak w kwestiach bezpie-
czenistwa konstrukeyj budowlanych pojawia sig zludzenie, jakoby
ogranioczenie gsi¢ do zdatn matematyeznie poprawnyeh, choéby
luzno zwigzanych z problematem wlasciwego postepowania, moglo
nas uwolni¢ od sprawy hipotez i stanowilo postep w poréwnaniu
z metods oparty na regule Bayesa. Postep jest tylko w tym, ze
nowe metody moga byé uzyteczniejsze niz stare, ale nie dlatego,
izby utajone w nich hipotezy byly naturalniejsze, lecz dlatego, ze
czasem mogy sie okazaé prostszymi w uzyciu; ich konwencjo-
nalny charakter nie da sie przez to zatrzeé.

Wszystko, co tu napisalismy, uwazamy za dowod, ze tak Zwany
paradoks Bayesa w rachunku prawdopodobieristwa nie istnieje.
Wystarczyloby wymyslié termin, ktéry oznacza prawdopodobien-
stwo obliczone przy hipotezie ré6wnomiernego rozkladu a priors,
tak jak wiarogodnodé oznacza prawdopodobienistwo obliczone przy
pewnej innej hipotezie (ktéry sie przemyca ukrywajae ja zrecznie
- w tym wlafnie terminie), zeby wykazaé nicodé rzekomego para-
doksu. Ale bez konfrontacji teorii z zastosowaniami niniejsza re-
wizja pogladéw nie databy sie przeprowadzié, choé jej wyniki nie
83 zwigzane istotnie z tymi lub innymi zastosowaniami. Autor
zamierza powrdecié do tej kwestii w najblizszej przyszlodei.

Pafistwowy Instytut Matematyczny

(Prace wplynela dnia 8. 7. 1952 r.)
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. MTEN HTAVY3 (Bponuas)
OCHOBbBI CTATHCTHYECHKOI'O KOHTPOJIA HKAYECTBA
' PE3IOME

CraTHcTHUecKUY KOHTPONBL KAavecTBa IPUBOJMUT, HA OCHOBE ILIaHA
BHIGOpOYHOrO MpUeMa, K PENIeHHI0 O HapTHW TOBApPA B 3aBHCHMOCTH
OT KadecTBa €K3eMIIAPOB B BEHIGopKe. TInam, KOTOpHI maeT MMHU-
MyM 3KOHOMHYECKOTO YOBITHA, ABIAETCA IydYUM. YOGHTOK paBeH
CyMMe: TOTepHM W¥3-32 HeNPaBMIBHOIO pEIIeHMS ¥ CTOMMOCTH BHI-
Gopa; o maerca B Bume PynrmuM S(a,?), rne a — KavecTBO mAPTHH,
{ — TMeiiCTBUTEJNLHOE YWCIO, CBA3AHHOE B3aWMHO OJHO3HAYHBEIM COOT-
BETCTBHEM C MHOKECTBOM CIyYaiiHBIX BelMYMH XapaKTEpU3YIOIUX
9K3eMILIAPHl B BHOOpPKe. J[aaA TOro, 4YTOGH ONpENeNMTb IIY4YIIMiA
IUIaH, HeoGXOJMMO JaTh YHCI0BOe 3HaueHue PyHrmum S(a,t), camTas
e W t ABHHIMM IepeMeHHBLIMA. LIHTerpupoBammwe o ¢ HpeBpaIlaer
- y6uTOK S B cpegHee 3Ha4YeHMe YOBITKA, NPHYEM g MOMHO HCHIIOYHMTDH
pasHbIMEH MeTomaMu. Kamnumifi m3 3TMX METONOB TPUBOTAT K HEKO-
TOPOMY ONTAMANHHOMY INIAHY, €CIH NPUHATH COOTBETCTBYIONIYIO
rANOTe3y O pacHpelelieHWl KadecrBa {o,} B IOCIEXOBATENBHOCTH
oapTuii, NpPeloCTABIEHHEIX K IPHeMY, U PaccMaTpHUBAThL — BMECTO
yGHTKA B OFHOM IIpUeMe — cpefHUil YOHITOK ‘B MHOMECTBE NMPHEMOB,
dra cxeMa OXBATHIBAET BCE M3BECTHEIE METOME! CTATHCTHYECKOIO HOH-
TPOJIA KadecTBa. VX SKOHOMUYeCKad DPAalMOHAIBLHOCTH 3aBHCHT OT
PAUMOHATLHOCTH THIOTE3Hl 0 paclpefelNeHUH o, ITO0 OCHOBBIBAETCH
Ha TOM, 9YTO BC€ THMNOTESH, OTHOCANMECA K OGHYHO NPUMEHAEMEIM
MeToNaM, — ACKYCCTBEHHbIe, 2 HILIIO3UA, YTO HEKOTODHE COBPeMeHHEe
METONIH MPEBOCXONAT APYrUe, COCTOMT ‘B 3aMACKHPOBAHMM THIOTES.
Apan¥3 nATH THOMYHEIX METOROB NOKA3HBAaET, YTO TAaK HABHBaeMEI
PETPOCIIEKTUBHHEI METON, OCY:HAAeMHii M3-32 HENPABMILHOIO MpH-
MeHeHHA NpaBuna Bayesa, HukouM o0pasoM He XyMIIHN, ueM gpyrue
Meronsl. HaoGopor, rumoresa, OTHOCAMAACA K HeMy, (ojee ecTec-
TBEHHAA, YeM THUMOTE3H OTHOCANIMeCA K OPYIMM MeToxaM.

H. STEINHAUS (Wroclaw)
THE PRINCIPLES OF STATISTICAL QUALITY CONTROL
SUMMARY '

The statistical quality control makes the decision concerning
a lot of goods dependent upon the quality of specimens in a sample
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by means of a sampling acceptance plan.” A plan which minimizes
the economic loss is the best. The loss is the sum of the damage
regulting from a wrong decision and of the cost of sampling; it has
* the form 8(a,?), where a is the quglity of the lot and ¢ — a real num-
ber associated in a bi-unique manner with a set of random numbers
indieating the speclmens assigned for a sample. In order to deter-
mine the best plan it is necessary to give a numerical value to the
funetion S(a,t) by making ¢ and ¢ into apparent variables. Inte-
gration with respect to ¢ changes the loss § into the expected loss,
while ¢ can be eliminated by various methods. Each of those me-
thods leads to a certain optimum plan if we accept a suitable hypo-
~thesis concerning the distribution of the quality { a,} in a sequence
of lots presented for acceptance, and consider — instead of the .
loss in a single aceceptance — the mean loss in a set of acceptances.
All known methods of statistical quality control fall under this
scheme. Their economic rationality depends on the ratmnahty of
the hypothesis concerning the distribution of . It has been found
that all hypotheses appertaining to methods commonly applied
are artificial, and the illusion that some modern methods are su-
perior to athers rests on the hypotheses being camouflaged. An
analysis of five typical methods shows that the so called retrospec-
tive method, condemned on account of its allegedly wrong appli-
cation of the Bayes rule, is by no means inferior to other methods.
On the contrary, the hypothesis appertaining to it is more natural
than the hypotheses appertmnmg to other methods.



