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SUR LES DERIVEES SYMETRIQUES
DES FONCTIONS APPROXIMATIVEMENT CONTINUES

PAR

F. M. FILIPCZAK (L6DY)

Cette communication contient une caractérisation de 1’ensemble des
points ou une fonction approximativement continue n’a pas de dérivée
symétrique (ou de dérivée symétrique finie). Il y sera déterminée aussi
la structure de I’ensemble des points ou une fonction approximativement
continue n’a ni de dérivée symétrique, ni de dérivée unilatérale.

Les dérivées symétriques inférieure Df et supérieure Df d’une fonction
mesurable f sont, comme il a été démontré dans mon travail antérieur (1),
des fonctions mesurables. Il se trouve ici un exemple de fonction f pour
laquelle les dérivées Df et Df sont non-mesurables et ’ensemble {z: Df()
< Df(w)} est non-mesurable, de méme qu’un exemple de fonction f mesu-
rable au sens de Lebesgue et pour laquelle les fonctions Df et Df n’appar-
tiennent & aucune classe de Baire et I’ensemble {#: Df(#) < Df(»)} n’est
pas borelien.

Les fonctions considérées ici sont supposées réelles, finies et définies
sur l’ensemble des mombres réels tout entier. Les notations employées
seront les suivantes:

Df(x) — dérivée symétrique de la fonction f au point z;

Df et Df — ses dérivées symétriques inférieure et supérieure respecti-
vement;

{w} — partie fractionnaire du nombre x, c’est-a-dire différence entre
2 et le plus grand des nombres entiers k < @;

@ — ensemble de tous les nombres rationnels;
R — celui de tous les nombres réels;

qg-E ={x =qy: yeE} ou gqe R et F c R;

¢ — la puissance du continu;

E — celle de ’ensemble E.

() F. M. Filipczak, Sur la structure de V'ensemble des points o ume fonction

continue n’admet pas de dérivée syméirique, Dissertationes Mathematicae 130 (1975).
1)
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LeMME 1. Si f est une fonction approximativement continue, les ensembles
{w: Df(@)<a} et {x: Df(w)>a} sont de classe @, pour tout a, ow
—o<La +oo.
Démonstration. Posons E = {&: Df(») > a} et
o+h)—f(w—h 1
flot+h)—flo—h _ _}’

E =i®: su
" { o<h<Il)ln 2h n

ol —o< a<< +00.0na ¥ = ()E,. Nous allons montrer que ’ensemble
1

K, est ouvert pour tout » =1, 2, ...
En effet, considérons un ¢ E,. Il existe alors un 2, tel que

S (@0 + ho) —f (@ — hy) > 1

2h, n

1
n

Choisissons un nombre b satisfaisant 3 P’inégalité

J(@o+ ho) — f(®o — hy)
2h,

1
>b>a——
n

et soit §, un nombre tel que 0 < 26, < by, ho+ Jo<< 1/n et bhy/h > a—1|n
pour hy—dy< h< hy+ 3. La fonction f étant supposée approximati-
vement continue, on peut faire correspondre au nombre positif

& = [f(@o+ ho) —f (@0 — ho) —2hb][2
un nombre d > 0 tel que 36 < J, et que
[{te (@o—ho—38, @o—ho+38) : |f(8) —f(@—ho)| < &}| > 56,
|{t€ (®o+ho—38, @+ ho+39) : |f(2) —f(@e+ho)| < 8}| > 56.

Or on a l’inclusion (z,— J, @y+ 6) = E,. En effet, si @e (xy— d, 24+ )
et, si h varie de fagon que w4 he (@y+ho— d, o+ ho+ 8), il vient

he (hg—20, ho+206) = (ho— 6y ho+ )

(1)

et
®—he (20 —®y—hy— 6,20 —®y—hoy+ 6) = (wo—ho—36,wo—hlo+36).
La longueur des intervalles
(®o+ho— 0, @+ hy+6) et (20—@y—hy—6,208—2y—hy+ d)
étant 24, il résulte des inégalités (1) que
[{te (Bo+ho— 8, @o+ ho+ ) : [f () —f(@o+ho)| < &} > 9,
[{te (20 — 2o —ho— 0, 20 —@g— ho+ 8) : | f(2) — f(@o — ho)| < &}| > 6.
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Il existe done un h, e (hg— Jq, o+ J,) tel que

If(@+h)—f(@+h)l<e et |f(@—hg)—f(—ho)l < e.
Par conséquent, 0 < h, < 1/n et
f(a’ + hz) _'f(w — ha:)
2h,

Lf (@ -+ hz) —f (@0 + ho)] + [f(@o +ho) — f(@o— ho)] + [f (#0— ko) —f (@ — b))
2h, 2h,
J(@o+ho) —f(@o—ho) —2¢ _ bhy 1
> 2h, I, n

|
v
)
|
|

d’ol we E,.

Il est ainsi démontré que les ensembles E, sont ouverts. Par consé-
quent, Ee@G; (pourvu que —oo < a<< +o0). Poura = —coona £ =R
et pour a = +oco on a

E = F){w: Df (w) > n}.

La démonstration que {@: Df(#) < a}<@G, est analogue.

COROLLAIRE 1. La fonction f étant approsimativement continue ev la
dérivée symétrique Df (x) emistant en tout point, la fonction Df est de premiére
classe de Baire. De fagon plus générale: si la dérivée symétriqgue Df (») ewiste
sauf dans un ensemble de points au plus dénombrabdle, les fonctions Df, Df
et Df sont de premiére classe de Baire.

COROLLAIRE 2. 8i f est unme fonction approwimativement continue,
les fonctions Df et Df sont de deuwiéme classe de Baire.

THEOREME 1. Pour quw’un ensemble E (ensemble E, respectivement)
soit celui des points o une fonction approximativement continue f n’a pas
de dérivée syméirique (de dérivée symétrique finie respectivement), il faut et il
suffit que B = AUB (B, = A,UB, respectivement), ot AeGy, Be@,, et
|B| = 0 (Age Gy, Boe Gy, €t |By| = 0 respectivement).

Démonstration. La condition est suffisante en vertu du travail
cité (théoréme 20). Reste & en établir la nécessité. Les égalités

E =£J1 Gw [{m Df (@) < %}n{w Df (w) > mzl }],

me—
B, = BU{o: Df(s) = —oo}ufa: Df(a) = +oc)
entrainent en vertu du lemme 1 que E, E,e G,,. En posant
A =4, = {o: Df(a) = —oo}nfa: Df(a) = +oo},
B =ENA et B,=E\A,,
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on trouve A, A,e@,, B, Bye Gy, AUB = E, AUB, = E, et |B| = |B,|
= 0, la derniére égalité résultant du travail cité (corollaire 3.2).

THEOREME 2. Pour qu’un ensemble E soit celui des points ou une fon-
ction approximativement continue f n’a ni de dérivée syméirique (dérivée
symétrique finie respectivement), mi de dérivée finie unilatérale, il faut et
il suffit que B = AUB, ot Ae@,, Be@Q,, et |B| = 0.

C’est une conséquence du théoréme 1 et du travail cité (théoréeme 23).

Remarque 1. Il emiste une fonction mon-mesurable f dont les dérivées
symétriques extrémes Df et Df sont mnon-mesurables. L’ensemble de tous
les points o cette fonction f n’a pas de dérivée symétrique (de dérivée symé-
trique finie respectivement) n’est non plus mesurable.

Démonstration. Soit B une base de l’espace R des nombres
réels sur le corps @ des nombres rationnels, telle que 1e B. Alors tout
nombre réel ® peut étre représenté d’une seule maniére sous la forme

x = Z%'b,
beB
ou z,eQ et les coefficients @, #* 0 n’étant qu’en nombre fini. Posons
= {w: @, = 0}.

On voit aisément que A est un espace linéaire sur le corps @ (sous-
-espace de 1’espace R). En outre, ’ensemble A est dense et non-mesurable.
Considérons la fonction caractéristique de 1’ensemble A:

1 siwed,
f(@) = {o si @e R\A.

Cette fonction est non-mesurable et elle a une dérivée symétrique
(qui est nulle) en tout point #e A. Enfin, on a Df(2) = —ooet Df(z) = + o0
pour e R\ A.

LemME 2. Il ewiste un groupe additif G de nombres réels qui est un
ensemble borelien de mesure nulle et de puissance du continu.

Démonstration (2). Désignons par (@, @,,...); le développement
binaire (dans lequel il y a une infinité de zéros) du nombre ze {0, 1).
Evidemment, il détermine le nombre & univoquement. Soit

m+k

Coiom = {(a'rm Apy1y ooy Omyg): 2 |y —ap_y| = }a
m+1
'Dg:z:---:am+k = {w = (wl) &g, ---)8: o, = a, pour n = m, m‘l‘l, ceey m+k},
m+k i
-Dp,k,m = {w = (wu Bgy « o0 )at 2 @, —@,_,| =p}’ Ej,k.m = U D Jkm
m+1 =0

(*) M. C. Ryll-Nardzewski a remarqué que ce lemme résulte aussi du théoréme
de J. von Neumann [Ein System algebraisch unabhdngiger Zahlen, Mathematische
Annalen 99 (1928), p. 134-141].
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ola, =0oulpourn =1,2,...,5,p =0,1,2,...et k,m =1,2,...0On
voit facilement que I’ensemble C, ; , compte 2 (z) éléments et que

(m) (m-+k+1) (m)
Dam----»¢m+k D“m+k+v «Om+q Dam’ *Om+tq’
m+k m+-k
D) iy =0, (2 D) 2, 27 S 0 42
) — 9—k-1 — )
ID(m byl T 2 ’ Dp,k,m‘— L){ Dg:,,...,am_k‘,y
p’ lm

o le symbole (J désigne la somme étendue & toutes les suites
Cp.kym
(@pny o vy Opyz) € Op m- L'6galité

i 3
Ej,k,mnEj,k,m+k+l = U U U U Dm,...,am_,,zk_'_l

p=0 g=0 Cp s Cq,k,m

entraine

j
1Bk, m OB keom k1]l = [Z (:)]2'2_%7
p=0

d’ou par récurrence

j
1By kym OB ymp ki1 0 oo OBy gon iy nayeryl = [2 (;c’)]" g~

P=0
pour j =0,1,2,... et k,m,n =1,2,3,...
Vu que

j
lm([ Y ()2) =0 pour j —0,1,2,... &t k>j,
I’ensemble
Fj'k’l d=f n Ej’k’m
m=]

est de mesure nulle pour ¥ > j, de méme que ’ensemble

Gj,k 1= {“’ {a’}GFj kl}
Posons

O O o0

=U N UG

=0 k=1 =1
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L’ensemble G ainsi défini est évidemment borelien et |G| = 0. Pour
prouver que G est un groupe additif, remarquons d’abord que l’on a les
relations

m+k
(2) G = {a": {2} = (@1, @, ...), 0F \]//,}\l/"/l\>lm2-:-l_1 |p, — s <j}7
(0,0,...),, siw=0,

(Y1y -9 Yp—1 +1,0,0,...)3, si@w,=1pourunpetws, =0
pour tout » > p,

(Y1y Y2y ---)2 dans les autres cas,
ou (@4, ®5,...); ={a} et y, =1—wm, pour n =1,2,...

I1 résulte de ces relations que ze¢ G entraine —wse G. Reste & montrer
que 2 +ye G pour o, ye G.
Soit », ye G,

{o} = (@1, @3y ...)ay  {¥} = (Y1) Y2y e et {mdy) = (21,2, ...)s.
On conclut de (2) que

m+k m-+k
VAV A D =,y | < 6 D Yn—Ynoal <

Pour un m > 1 quelconque fixé, désignons par 7,, 7, ..., 7, une suite
croissante de nombres naturels telle que 7y =m, r, =m+k, @, .,
=@pyg = oo =&y, €6 Ypyy = y,’+2-.. y,.'“pourz—o 1,...,8—1,
enfin #, # @, O0 Y, #Ypp pour i =1,2,...,8-1 Ewdemment
8 < 2§ -1-1 De plus

{41

(3) Z 2 — 251l <1

ri+2

Cette inégalité résulte des considérations suivantes.
Si @,  +Y.,. , =1 ona

|1 pour a < b,

2rotl =gz = eer =%,
i i “+1 0 pour a>0b,
A ou a = 2 27"z, et b = 27i+1,
n>riy1
Si mr“-l = yri+1 = O, on a
0 pour a< b,
z,‘.|.1 = zr,-+2 = 0. = z"i+1—l =0 et z"i+l = 1 pour a= b
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Enfin, si o =1, on a

rev1 - I

o

pour a <b,

Brol =Rpq2 = o0 = = 1 et Brapr =

[y

pour a > b.

On conclut donc de (3) que

m+k s—1 s—1 Ti41

2 Izn_zn—l‘ = le’i'H '_zr,-‘—l_ 2 Z Izn—zn—ll <28 < 4j +21

m+1 i=0 t=0 Nm=r;42
d'ou z+yed.

L’ensemble G a la puissance du continu. En effet, le nombre
& = (@1, Bgy ...)sy OU & =1 pour n=1,2,... et @, =0 pour s 2",
appartient &4 G. En remplagant dans le développement du nombre  les
termes %y, T,, Tg, ... PAT Y1, Y3, Y3y --- OU (Y1, Y2, Y3, ...); €5t le dévelop-

pement binaire d’'un nombre quelconque de V’intervalle {0, 1), on obtient
¢ nombres distincts de ’ensemble G.

Remarque 2. On voit aisément que Ge F,,,.

LEMME 3. Il existe sur le corps Q un espace P linéaire de nombres réels
qui est borelien, de mesure nulle et de puissance du continu.

Démonstration. Soit G un groupe additif de nombres réels tel que
I’ensemble de ses éléments soit borelien, de mesure nulle et de puissance
du continu. Posons

© ]
P={J)—@G.
n=l1 N
Alors P est un espace linéaire sur le corps @ et a toutes les proprié-
tés réquisés.

THEOREME 3. Il ewiste une fonction mesurable f dont les dérivées symé-
triques extrémes Df et Df sont non-mesurables au sens de Borel. L’ensemble
de tous les points o celte fonction f n’a pas de dérivée symétrique (dérivée
symétrique finie respectivement) est non-borelien.

Démonstration. Soient P ’espace linéaire établi par le lemme 3
et B une base de P. L’ensemble B est de puissance ¢. En effet, b désignant
la puissance de B, on voit que b > N, et que b est la puissance de la famille
de tout les sous-ensembles finis de B. Tout sous-ensemble de la base B
composé de n éléments détermine Nj = N, éléments différents de P. Il en
résulte que P =Nob = b, &0t b = ¢.

Soit & présent A — B. Alors ’ensemble

P,={s:V V V @=a,¢+... +0,q,)
N Glyeney @y €4 q1,eee,gp€Q
est un sous-espace de ’espace P, et on a évidemment P 4, # P4, pour
A,,A,c Bet A, # A,. La famille de tous les sous-ensembles de B est
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de puissance 2° Il en est méme de la famille des sous-espaces linéaires de
P’espace P. Il existe donc un sous-espace non-borelien P,. Evidemment
|P 4| = 0.

La fonction caractéristique f de ’ensemble P, a les propriétés sui-
vantes:

Df(z) = 0 pour e P,, Df(z) = —oo et Df(x) = + oo pour z¢P,,
ce qui achéve la démonstration.

Aux considérations précédentes se rattache le probléme de caractériser
I’ensemble des points ol les fonctions quelconques ou mesurables (au
sens de Lebesgue) n’ont pas de dérivée symétrique.
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