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Les inégalités du type de Grunsky pour les fonctions
de la classe

par Halina Jonpro (Katowice)

Abstract. This paper is devoted to studying an extremal problem using variational methods
for the class X of univalent Grunsky-Shah functions.

1. L’inégalité généralisée du type de Grumsky. Soit H(U) l'espace des
fonctions holomorphes dans U = {z: |z| < 1}, avec la convergence uniforme
sur des ensembles compacts, H'(U) — l'espace conjugué, X — Ia famille des
fonctions, holomorphes et univalentes dans U, de la forme

(1) f(2)=blz+b222+...
et satisfaisant a la condition:

2) f(z)f(z;) # —1  pour z,, z,e U arbitraires.

Définissons dans la famille ¢ la fonctionnelle:

Tz z—(

—|L}?(log(1 +f(2)m))}’

@) 1NH= Re%lz log 17 (0)+ ZJ.L(]ogf(z))+L2(logf(z)_f(o)_

ou L*(¢(z, ) = L(L(e(z, 0)), L (02, D) = L(E(0(z, D), @(z, () est une
fonction holomorphe dans U x U, 4 — un nombre réel arbitraire. On peut
facilement remarquer, en utilisant la formule de Caccioppoli-Kothe sur la
représentation générale de la fonctionnelle linéaire de H'(U), [2], [6], que
Y () = L(¢(z, {))e H(U). Nous constatons aussi facilement que Ia
fonctionnelle (3) posséde en un point arbitraire fe & une dérivée partielle
complexe au sens de Gateaux, cCest-a-dire qu’il existe une fonctionnelle
AgeH'(U) telle que

I(f*) =1(f)+eA; (W) +o(e),
ou £ >0, f* est uné fonction arbitraire de X telle que

[*(@=f(2)+eh(2)+o(e), h(z)eH(U),
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et o(e)/e = 0, lorsque ¢ —» 0 presque uniformément dans U. Cette dérivée est
la fonctionnelle suivante:

SHO (B, (kO
A0 =2 55 2“‘(f( )) o (f(Z)—f(C))

l’( h(2) £ () )—l L ( f@h© )
1+ @) f(©) 1+ @ f O

Posons, conformément a [5], page 545,

D(w) = A, %)

A(w) = DW)+4,(f) +D(—1/w).

Apreés un calcul facile nous obtenons:

w N\ (1 T
4) Alw) = ‘[A_L(f(z)—w)”‘(l+Wf(z))] |

Supposons maintenant que fe X soit la fonction pour laquelle la
fonctionnelle (3) atteint la valeur la plus grande dans ). Alors, d’aprés le
théoréme 4, [5], page 546, cette fonction satisfait a 'équation différentielle-
fonctionnelle de la forme:

o)
(5) (f(C)) A(f©) =B,

et ensuite

ou

BO =EQ+ 4, Q) +EAD), EQ =4, (Cif_(;’).
Il résulte de la forme de la fonction B({) et du théoréme de Caccioppoli—
Kothe que cette fonction est une fonction holomorphe au moins dans un
anneau P = {{: r <|{| < 1/r}, 0 <r < 1. On sait, en outre, que B({) est non
positive pour {€dU. (Théoreme 4, [5], page 546.) 1l en résulte, entre autres,
que toutes les racines de la fonction B({), situées sur JU sont d’ordre pair.
Il résulte de la relation (5), qui est remplie entre autres dans I'anneau P,

= {{: r <|{] <1}, que la fonction —({f"(O/f({))>. A(f () est holomorphe
dans cet anneau et se prolonge comme la fonction holomorphe sur I'anneau
P et qu’elle est non négative sur ¢U. D’aprés (4) cette fonction est le carré de
la fonction

Cf'(c)(l_L(L) L(_l_))
(©) f® fo-10) 1700/
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qui est aussi une fonction holomorphe dans 'anneau P,, donc en vertu de (5)-
elle est une branche de la racine carrée de —B({) dans le méme anneau.

Posons
. =Cf’(C)(_ ( £ ) ( Y
BO=70 " Mro-r0) "o f(z)))'

La fonction B*({) se prolonge de I'anneau P,, comme fonction continue et
méme holomorphe, sur Planneau {{: r <|{|<1}. En effet, si {(*ecU
et B({*) # 0, dans un voisinage du point {* deux branches univoques de la
racine carrée de — B(() existent et I'une d’elles doit étre identique a B*({)
dans une partic commune du cercle unité et de ce voisinage de (*. Si
notamment B({*) = 0, on doit avoir B({) = ({—{*)** B((), dans un voisinage
de {*, ou B((*) # 0, car {* est une racine d’ordre pair de B({). Donc dans un
voisinage du point {* il existe de nouveau deux branches univoques de la
racine carrée de — B({) et 'une d’elles est identique a B*({) dans la partie
commune de ce voisinage et du cercle unité U. En outre B*({), ainsi
prolongée, est réelle sur la circonférence AU. Considérons la fonction

{ 1
o= 1)

Elle est holomorphe dans I'anneau P et réelle sur la circonférence oU. La
fonction

B*(O)+G() =4 Cf’(C)_L(Cf'(C) f©) CC)+

1O QO f@Q-fQ z-

+L(Cf’(C) 1 )_L( 1)
O 1+fQf() 1-{z

est holomorphe dans le cercle U et se prolonge d’une fagon continue au
cercle fermé U, restant réelle sur la circonférence ¢U. En appliquant le
principe de la symétrie de Schwarz, nous déduisons que la fonction B*({)+
+G({) se prolonge comme fonction holomorphe au plan fermé C. Donc elle
est une fonction constante. Puisque B*(0)+G(0) = A, nous obtenons la
relation suivante:

SONG_ (O N (L
@ ( 70 )(’1 t (z)—f(c))+L(1+mf(z)))

- ) ( )
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Remarquons ensuite que les identités suivantes ont lieu:

o 2 10 10
Q. f(; 70 c)L < C Jg() 1
z—
®) O f@-fQ z- c="ca_c'°g =

TO.__1 O .0
~T 5 los(t

T rore " fo g st 0se),

1

-

En mettant (8) dans (7), en tenant compte du fait que la fonctionnelle L est
linéaire et continue,

=1- Z T log(1-22).

d
<6C oz, C)) =% L(e(z, 0)

et en intégrant par rapport a { ces relations ainsi obtenues, nous avons

9 Alog f;C)

+L(log f(%—?(o)_ll(log(l +fTC)f(Z))) +L(log(1-{z)) =C

ou
(10) C =alogf'(0)+ L(log M)

Nous allons prouver que
(11) Re C =0.

Pour cela, il suffit de montrer que Re C = —Re C.

D’abord nous allons montrer que les frontiéres des domaines f(U) et
h(U) ne peuvent étre disjointes. Supposons que df (U) n oh(U) = Q. Puisque,
en outre, f(U)nh(U)=Q nous obtenons f(U)h(U) =@. Lensemble
C\(f(U)uh(U)) = C\(f (U)u h(U)), mais Pensemble C\(f(U)u h(U)) n'a
pas de points intérieurs. (Conclusion du théoréme (5), [5], page 547.)(Y)
Alors I'ensemble C\( ) u h(U)) n'a non plus de points intérieurs; comme,
il est ouvert, il est vide. Ainsi C = f (U)uh(U), et cela est contradictoire
avec la connexité de C. Cest pourquoi df (U) et oh(U) doivent posséder un

() On peut démontrer que si A# 0 ou L3 0, A(w)# 0 dans un domaine qui couvre
Tensemble C\(f(U)u h(U)). Si notamment A =0 et L=0, on a Re I{f) =0 pour chaque fe ¥
et le probléme de la maximalisation de cette fonctionnelle est soluble.
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point commun. Soit w*e gf (U) n oh(U). Alors, il existe deux suites de points

- ;’eU n=1,2,..., telles que fG)=w* —h) =[], ou L,
S0, >, U,{"edU. En mettant d’abord { = {, et ensuite { = {, dans
(9), et en calculant la limite avec n — oo, nous obtenons:

A log —+L(log J@)- "z ) L(log(1+Ww*f (2))) + L(log(1 -{'2)) = C

¢
~1 1+w* 1
A log T +L(l og _—:(w f{(z;) L(log (1 —Ff(z))) + L(log(1-{"z)) =C
d’ou I'on voit que (11) est remplie. L’égalité suivante résulte de (11) et de (10):
(12) Re {A log f' (0)+L<log ﬂl)} =0.

De la relation (9) nous obtenons ensuite

(13) AL (log iéﬁ)

+L2( Lo/ ‘O) L2 (log (147 ) S @)+
+|L}*(log(1-{2)) = 0.

En sommant les parties réelles des members de I'égalité (13) et I'égalité (12)

multipliée par 4, nous obtenons la valeur de la fonctionnelle (3) pour la

fonction maximale f

1(f) = —|LI*(log (1 - {2)).
Ailnsi nous avons obtenu le théoréme suivant:

THEOREME 1. Si f est la fonction maximale pour la fonctionnelle (3), f
satisfait a la relation:

(4 d10g’2 +L( 10 ‘C’) L{log(1+7© J @)+ Lilog1—L2)
= A log f* (0)+L(log&)

et la valeur de la fonctionnelle (3) pour f a la forme suivante

(15) Re I(f) = I1(f) = —|L*(log (1-{2)).

Considérons maintenant les conditions, sous lesquelles on peut prétendre
que la fonctionnelle (3) atteint un maximum dans la famille J¢".

Avant tout remarquons que la fonctionnelle (3) est bornée supér-
ieurement dans la famille X, ce qui résulte de la représentation inté-
grale de la fonctionnelle de H'(U), des estimations connues dans la classe S
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(S — classe des fonctions holomorphes et univalentes dans U, normalisées
par la condition f(0) =f'(0)—1 = 0), | f(2)l, fe ) f(C)

aussi de ce que |f'(0) <1, [4], p. 197; de plus, pulsquc avec { constant,
0 +# {eU, la fonction

log ———|, [3], cela résulte

1 -
f©) 10
alors d’aprés le théoréme de la déformation, appliqué deux fois, et d’aprés
I'inégalité |f'(0)) < 1 pour fe ¢, nous avons

= E1¢
log (1 +/ @1 < =i =g

Supposons d’abord que 4 # 0. Soit M = sup Re I(f). Alors il existe une
X

suite de fonctions f,e ), telle que Re I(f,) » M. La famille ¢ est normale,
donc on peut supposer que la suite {f,}] est presque uniformément
convergente. Si f,» fe X, Re I(f) = M, alors f est la fonction qui réalise le
maximum de la fonctionnelle (3) dans . Si notamment f, — 0, nous
pouvons mettre f, sous la forme: f, = b.f,, ou f,€S, b, - 0, et nous pouvons
supposer, a cause de la compacité de la famille S, que f,— feS. Mais
Re I(f,)—» — . Cela est impossible, car il existe des fonctions pour
lesquelles la valeur de la fonctionnelle (3) est plus grand que — oo. Alors,
dans le cas ou A# 0 la fonctionnelle (3) atteint dans la famille ¢ un
maximum, qui est égal au second membre de la formule (15). Nous pouvons
énoncer ce résultat comme le théoréme suivant:

THEOREME 2. Si A # 0, réel, alors Tinégalité suivante est remplie pour
chaque fonction fe X :

(16) Rc{).z log f (0)+2,1L(log S ))+Lz( Sz )—{(C))

1L (log (1470 f(z)))} < — 1L (log(1~T2).

Cette inégalité est exacte, il existe méme une fonction fe# pour
laquelle I’égalité est remplic. En outre chacune de ces fonctions satisfait a la
relation (14). '

Si A =0, l'inégalité (16) est évidemment aussi remplie. De plus, cette
inégalité est exacte, méme si I'on ne sait pas si dans la famille J¢ il existe une
fonction qui réalise le signe d’égalité. Pour le prouver remarquons que pour
chaque fonction feS linégalité suivante est remplie

(17) Re{ﬁ( f d = (c))}s —|L12(log (1~ Z2)).
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[8], p. 116, Conclusion 11.4. Remarquons aussi qu’il existe une fonction de la
classe S, qui réalise le signe d’égalité dans cette inégalite.

Pour chaque fonction bornée feS, il existe aussi un b, tel que si
|b| < by, bf e X et Re I(bf) est arbitrairement proche du premier membre
de Pinégalité (17), pour b suffisamgnt petit. Si maintenant fe S est la fonction
qui réalise I'égalité dans l'inégalité (17), alors on peut P'approcher par la

A 1
fonction bornée f (z) = E f(0z), o1 0 < g < 1 et g est suffisament proche de 1,

et ensuite on peut remplacer cette derniére par la fonction bf avec b
suffisament proche de 0. La valeur de la fonctionnelle (3) pour cette fonction
sera arbitrairement proche du second membre de I'inégalité (17), d’ou I'on
voit qu'on ne peut pas améliorer cette inégalité.

Le résultat ci-dessus méne au théoréme suivant:

THEOREME 3. Pour chaque fonction f e X" Tlinégalité suivante est remplie:

(18) Rc{L’ (log f(zz)—__é@)-mz(log(l +f(z)f(_c)))} < —|LJ*(log(1 - C2)).

Cette inégalité est exacte.
On peut aussi considérer la fonctionnelle:

1= Re{ 2 (10g TOTO N 11 08141 T -

En procédant de méme que dans le cas de la fonctionnelle (3), nous
obtenons le théoréme suivant:

THEOREME 4. Pour chaque fonction fe€ X linégalité suivante est remplie
Re%L2 (log f(zz)f—{(cvﬂuz (log(1 +f(z)m))} < —|LI*(log(1 - {2)).

Cette inégalité est exacte dans le méme sens que dans le théoréme 3.

Remarque 1. Remarquons que si Le H'(U), on a iLe H'(U), donc en
posant dans l'inégalité (18) iL au lieu de L, nous obtenons l'inégalité:

—Re{L’ (log [(zz):—é(O)Hle(log(l +f(z)f(_C)))} < —|L)*(log(1-{2)).

Utilisant cette derni¢re inégalité et celle du théoréme 4, nous obtenons
Pinégalité suivante:

L? (log f(zz)f_g(;))ﬂuz(log(l +f(z)f(_C)))‘ < —|Li*(log (1 —{z)).

4 — Annales Polonici Mathematici XLV.1
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2. Cas particuliers des inégalités du type de Grumsky. Appliquons
maintenant les théorémes obtenus ci-dessus pour estimer certaines
fonctionnelles dans la famille %"

1° Posons

N
L(h) = Zl im(h(zm)—h(0)), o he H(U), im, m=1,..., N,

étant des nombers complexes arbitraires, z,, m=1,..., N — points
arbitraires du cercle U. On a évidemment L(1) = 0. Soit A # 0 un nombre
réel arbitraire. D’aprés le théoréme 2, il résulte que la fonction arbitraire
feX satisfait a linégalité suivante:

ZmZa S (@m)—f(20)
(19) Re%(l Z )'m) log f* (0)+m§jl Am A IOg(f(zm)f(zn) Zm—Zn )+

+24 Z Am log AC i Ao A log(1+f(2..)f(—z...—))}

m mna=1

- Z Anim log(1-2,2,). »
mn=1
S zZm)—f(24)
Zm—Zy
la valeur f'(z,). Cette inégalité est exacte, il existe une fonction fe H qui
réalise le signe d’égalité. Pour cette fonction la relation suivante est remplie:

f(C) Zpm f(zm)_f(o _
(- Z )08 750y Z An log (f(z,.) P )

N
- Z In 10g(1+f () f(zm)) = — X Am log(1-{Z,).
m=1 m=1

Dans le cas ou m = n nous prenons comme valeur du quotient

N
Dans le cas particulier ou I'on suppose que Im ) 4, =0, on peut poser

m=1

N
A=) Ay Ainsi I'négalité (19) prend la forme:

m=1

0 Rel 3 (anttoa LETLEL 1 t0g(147:0 7))}
ma=1 m~ “n

N
— Y Apy log(1—z,,).

mna=1
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Elle est exacte, la fonction extrémale satisfait a la relation:

Zm f(zm)—f(C) S (s )
z im l0 (f( SR )—mgli...log(IH(C)f(zm))

Z

im log(1—(z,).

L’inégalité (20) est analogue a l'inégalité de Gotluzin pour la classe S,
[3], p. 120.

En posant en particulier dans (20), N=1, 4, =1, z;, =2z, nous
obtenons une inégalité connue, [7], notamment

@ 1
T+ @F S T-J?

qui est exacte dans la famille )¢, et la fonction extrémale f(u) satisfait a
I'équation fonctionnelle:

1 @Sl _1
J@ 14fw)f(z) 2

z—u
1—zu’

2 Posons maintenant dans (16), L(h) = Z Amh'(z,), A, étant des
nombers complexes arbitraires, z, — des points arbltralres du cercle U et
A # 0 réel. Un calcul facile donne P'inégalité:

@1) Re{lz log f*(0)+ 22 2 ’a (f (Z"-)_L)+

S zw  za

S @) S (20) 1 ! Sz f'(z) }
A2 - An4, —
¥ Z ((f (2w~ @) (zm— ) m.nz=l B ESTCAYIP) o

Z '{I(l ZZ...)’

mn=1
Dans le cas ou n =m, nous posons:

fedfe 1 fedf@D 1
(22) (f(zm) _f(zn))z (Z _zn)z zllg:' ((f(zm) _'f(Z))z (Z —Z)z)
d f"(2) 1" (zw)
%I:dz f (Z) —zm (j ( m)) :' %{f(zm)a zm}!

ou {f(z), z} désighe l'opérateur de Schwarz au point z. L’inégalité (21) est
exacte et la fonction extrémale satisfait a I'équation fonctionnelle:
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f® A N A
@) “°g_+z (f(z,.)—f(C) z —c) 2 ore

_ ; I,,,l—zz——/llogf 0)+ Z i (ff((zz"')) zi)

En particulier, en posant dans (21), N =1, z, = z, en vertu de (22) nous
obtenons l'inégalité:
I (2)? }
(1+1f 0%

1
<Ml e
4G

, a1
Re{,lz log f'(0)+ 244, (%-;)% A3 (), z} =144/

qui est une inégalité exacte, et la fonction qui réalise le signe d’égalité satisfait
a la relation (23), dans laquelle on a fait les substitutions convenables.
Dans le cas ou 4 = 0, d’aprés les théorémes 3 et 4, I'inégalité suivante est
remplie:
1f' (2)? 614,°
2)* < 2y2°
(1+1f@%)° ]  (a=lz2%

comme A, est un nombre arbitraire, nous avons méme
6 61f )

1 f(2), z}i < - Nz
1-lz2** (1+If @)
Cette inégalité est aussi exacte. Elle. a été obtenue par Beresniewicz-Rajca
[1], qui a aussi déterminé la fonction extrémale.

3° Soit (4));2, une suite arbitraire de nombers complexes, teHe que

(24) lim sup|A V" <1,

A ®

Rc[lf (@), 2) + 6142

et 4 un nombre réel arbitraire. D’aprés le théoréme de Toplitz [9], il existe
une fonctionnelle Le H'(U), telle que L(z")=A,, n=1,...,L(1)=0. En
admettant les notations

5 a0 =1gmOFE, T B (D = log (1470 )

nous déduisons des théorémes 2 et 3 que pour chaque fonction fe X,
linégalité suivante est remplie:

(25) Re{A?logf'(0)+24 Z Am Gmo (f)+ Z A An G (f)—

ma=1

- 3 adbutini< 3

mn=1 m=1
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Cette inégalité est exacte, et dans le cas ou 4 # 0, il existe méme une
fonction f qui réalise I'égalité. Cette fonction satisfait aux relations suivantes:

100+ § Inun(N= $ Tubunlf ) = T M= 1

et
Re {4 log ' (0)+ i Am@mo(f)} = 0.
m=1

L’inégalité (25) est analogue a l'inégalité de Grunsky pour les fonctions
de la classe X"

Enfin, remarquons, que satisfaire a linégalité (25) par chaque suite
(A2 | qui remplit la condition (24) et par chaque 4 réel équivant satisfaire a
I'inégalité (16) par chaque Le H'(U), L(1) = 0, et par chaque nombre réel A.
Cela résulte aussi du théoréme de Toplitz sur la représentation générale de la
fonctionnelle de H’'(U). L’inégalité (16) n’est alors pas plus forte que
I'inégalité (25) et c’est pourquoi on peut l'appeler inégalité de Grunsky pour
les fonctions de la classe ¥
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