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Sur un probléme relatif aux équations de Pré-Schroder

par ZENON MoszNER (Krakéw)

M. Gyorgy I. Targonski a posé a la VII® conférence des équations
fonctionnelles de Waterloo [5] la question si le systéme infini des équa-
tions (dites équations de Pré-Schrider)

(1) [p(o@)]" = ¢(wa(x))¢" (@) pour n =1,2,...,

ol w,(x) désigne la n-iéme itération de la fonction w(x) (w, = v, w,.,
= w(w,) pour n =1,2,...) implique qu’il existe une constante telle
qu’on a l’équation de Schroder

(2) plo(@) = 29(2).

J’ai montré [3] que la réponse & cette question est négative. J’ai
aussi montré que ’équation (1) pour » = 2 implique le systéme (1) pour
chaque # pour les fonctions ¢ et w & valeurs numériques (plus généralement
il suffit de supposer que les fonctions ¢ et o ont leurs valeurs dans un
corps ou dans un groupe [1]). M. M. Kuczma et G. I. Targonski ont aussi
donné [2] quelques conditions sous lesquelles I’équation (1) pour n = 2
implique (2) pour les fonctions ¢ et w réelles ou complexes d’une variable
réelle ou complexe.

En rapport avec ce qui précéde on peut poser le probleme suivant (!):

Caractériser les fonctions w(x) réelles ou compexes d'une variable
réelle ou complexe telles que

3) (lele @) = g(ax@o@) = V (@) = ip@)

pour chaque fonction ¢(x) réelle ou complexe d’un variable réelle ou
complexe.
On peut démontrer

1° qu’il existe des fonctions w(x) qui ont cette propriété (3), par exemple

(a) chaque fonction w(x) a deux valeurs a et b pour laquelle w(a) = b
et w(b) = a,

(1) Posé par moi 4 la IX® conférence des équations fonctionnelles de Procchio [4].
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(b) chaque fonction «w stable sur Uemsemble de ses waleurs, c’est-a-dire
telle que o (w(x)) = ¢ (const),

2° que seules les fonctions w () = x ou w(x) = const ont celte propriété
parmi les fonctions telles que o(w(z)) = w(x),

3° que seule la fonction w(x) = v a la propriété (3) parmi les fonctions
strictement croissantes ouw parmsi les fonctions pour lesquelles w(w(z)) = =,
c’est-a-dire parmi les involutions.

Démonstrations. 1°a. Posons
A, ={r;0(@) =a}, 4; = {2; 0 (2) = b}.
Soit w(a) =b et w(b) =a ct
(4) [#( @] = p(w(w @) @).

De 13 pour z de A, nous tirons

(5) [p(a)}* = (b)p(x)
et, pour x de 4,,
(6) [p(B)]? = p(a)p(z).

Si p(a) = 0, alors ¢(b) = 0 et il suffit de prendre 2 = 0 pour avoir (2).
Si ¢(a) # 0, alors ¢(b) # 0 et d’aprés (5) et (6) la fonction est stable
sur A4, et sur A4,. Puisque beA, nous avons d’aprés (5)

[p(a)]® = [@(B)]?
et d’ou
gla) = £o(b).
Il suffit donec de prendre A = 41 pour avoir (2).
1°b. Soit w(w(z)) = c.
Dans ce cas (1) a la forme

(7) [p(w @) = g(c)p().

Si g(c) = 0, alors g{w(x)) = 0 et il suffit de’ poser 2 = 0 pour avoir (2).

Supposons done que ¢(¢) # 0. Dans le cas ou x appartient 4 ’ensemble
V des valeurs de la fonction w, (7) nours donne ¢(z) = ¢(c). De 14 nous
avons ¢(w(z)) = p(c), d’otr, d’aprés (7): ¢(x) = p(c) pour chaque . Ii en
résulte que (2) a lieu avee A = 1.

2° S0it o (w(2)) = w(2) et supposons que o(z) # 2z et que o(x)
n’est pas stable. 11 existe done un # tel que o (Z) = Z et un « tel que w (%)
# o(T) et w(«’?) +# m. Posons:

(%) = (@) quelconque différente de zéro,
p(2) = ¢(F) pour zeB = {z; 0(z) = 0(@)},
plo(@) =0 pour z¢E
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et p(x) quelconque pour tous les x pour lesquele elle n’a pas encore été
définie.

Remarquons que ¢(x) est bien définie puisque:

(a) £ = w(x) pour z¢FE est impossible, car Z = w(x) nous donne
w(Z) = w(z), dou zek,

(b) Z = w(x) est aussi impossible, car # = w(x) nous donne (Z)
= w(w(;z;)) =w(@) =2 et w(®) #w,

(¢) il n’existe aucun z, tel que z,¢E et w(x,)eH, car o(x,)eF nous
donne w(w(zy)) = w(Z), d’olt w(z,) = w(F), donc z,cE.

Pour Ia fonction ¢ a licu I'égalité (4). En effet, cette condition prend
dans notre cas la forme suivante

(8) glo(@)|p (0 @) —¢(z)] = 0.

Si 2¢E, alors g(w(2)) =0, donc (8) a lien. Si xeH, nous avons

plo@) = ¢(0(F) = @) = p2):

donc (8) a aussi lieu.

Au contraire (2) n’a pas lieu pour la fonction ¢. En cffet, en posant
dans (2) # = Z nous avons A = 1. Mais #¢E, donc ¢(» (7)) = 0 et puisque
@(®) # 0, en posant dans (2) # =& nous avons A = 0.

3° Soit maintenant w(x) une fonction strictement croissante et soit
o (x) # x pour un z. On a o (%) > ¥ ou w(Z) < z. Supposons que w(z) > %
(dans le cas (%) < 7 les considérations sont analogues). Comme la fone-
tion w, done aussi la fonction o', est croissante on a

W, (%) # 0, (T) pour » #m et n, m entiers

(0, est la n-éme itération de w).
Soit ¢ (%) quelconque différente de zéro et posons:

(9) @(0n11(B) = —p(w,(F) pour n entier.
Soit
(10) p(z) =¢ (const #0),

pour les autres x, donc pour les z qui ne sont pas de la forme o, (%) pour
un n entier. Pour chaque tel x le nombre w,(z), ot m cst un entier, ne
doit pas étre non plus de la forme w,(Z) pour un % entier, Nous avons
donc pour un tel x:

¢(w (@) =¢ = p(x).

Pour les # de la forme w, (Z) nous avons d’apres (9):

(o (@) = ¢ (0u42(@) = —¢(0as1(F) = ¢(0a () = ¢(@).
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La condition (4) a done la forme

[¢(w@)]! = [p@).

Il en résulte que la fonction ¢ remplit cette condition. La condition (2)
ne peut-étre remplie, car (9) nous donne 4 = —1 et (10) implique 4 = 1.

Supposons que (o(#)) = et w(x) #« pour Z Posons ¢(w(Z)
= —p(Z), ou ¢(%) est un nombre quelconque différent de zéro et soit
@(x) = ¢ (¢ const # 0) pour les x différents de z et de w(Z). Il suffit de
raisonner comme plus haut pour achever la démonstration.

On peut aussi se demander de caractériser les fonctions ¢(z) pour
lesquelles (3) a lieu pour chaque w(z).
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