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FLACHE KONVEXITAT VON ORLICZRAUMEN

VON

P. KOSMOL (KIEL)

1. Sei &: R—R eine (stetige) symmetrische konvexe Funktion und
d(x) = 0 genau dann, wenn x = 0. Sei (T, 2, u) ein positiver Mafiraum
und L®(u) der durch @ und x bestimmte Orliczraum mit der Luxemburg-
Norm [|-|lo ausgestattet.

Woeiter sei M®(u) der von den Treppenfunktionen aus L®(u) auf-
gespannte abgeschlossene Teilraum von L®(u).

Die Einheitskugel in M®(u) stimmt mit der Menge aller meBbaren
Funktionen z: T— R, fir die

(1) [@@au<i
T
gilt, iiberein.
Es gilt
(2) lzlle = 1 genau dann, wenn f(.D(w)d,u =1, xeM®u).
T

Erfilllt & die (d,, 4,)-Bedingung (s. [5], S. 46), dann ist M®(u)
= L% ().

Eine konvexe Menge (mit nicht-leerem Inneren) heillt flach konvex
(s. [3], S. 350), falls jeder Randpunkt eine eindeutige Stiitzhyperebene
besitzt. Ein normierter Raum heillt flach konver, wenn die abgeschlossene
Einheitskugel flach konvex ist.

Die Charakterisierung der flachen Konvexitit der Ridume M®(u)
wird sich auf den folgenden Satz (s. [4]) stiitzen:

SATZ 0. Sei X ein reeller lokalkonverer Raum und f: X—R eine stetige
konvexe Funktion. Dann sind fiir

r > inf{f(z)|xve X}

folgende Awussagen gleichwertig:
(a) Die konvexe Menge S,(r) = {we X|f(x)<r} ist flach konvex.
(b) Fiir alle Randpunkte x, von 8S,(r) gilt
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(1) [fi(@oy ) +f_(%gy ©)]: X—R linear und stetig;

(ii) es ewistiert ein ¢ >0 mit f_(@y, x) = cof, (%o, ®) fiir alle & mit
fe (@, @) > 0. |

Dabei bezeichnet f. (z,,x) (bzw. f.(z,,)) die rechtsseitige (bzw.
linksseitige) Ableitung von f im Punkt x, in Richtung . Wenn, fir
jedes ze X, f (@o, ®) = f_ (@, x) gilt, dann sagt man, daB f Gdteaux-
(oder schwach) differenzierbar in x, ist (8. [3], S. 352) und man bezeichnet
I (@0, @) = fi. (%0, @) = fL (@0, @).

Nach Satz 0 und Corollary 10b von [2] ist S,(r) flach konvex, falls f
Gateaux-differenzierbar in {wxe X | f(x) = r} ist.

2. LEMMA 1. Die Funktion f: M®(u) —R mit

f@) = [®(@)dp
T

ist stetig und konvex. Ferner ist fir xge M®(u)

fi(@ey ) = [ o (@)du+ [ 0. (2)du,

{z>0} {z<0}
(3) ’ ’ !
fol@o @) = [ 2@ (z)du+ [ 2@ (2o)du.
{z> 0} {x<0}

Wenn @ differenzierbar ist, dann ist f Qdteaux-differenzierbar und

(4) f'(@oy @) = [2® (@0)du.
T

Beweis. Die Konvexitat von f folgt unmittelbar aus der Konvexitit
von @. Da wegen (1) f auf der Einheitskugel beschrankt ist, ist f stetig
(s. [1], S. 341-342). Wegen der Monotonie in ¢ von

D (3, +18) — D(8,)
t

fir alle 8,, 8¢ R, gilt (3).

Sei @ differenzierbar. Nach (3) existiert f'(x,, #) und es gilt (4).

Bemerkung. Aus Lemma 1 folgt, da8 man die Voraussetzung
der Stetigkeit der komplementiren Funktion ¥ von @ in Proposition 1
von [6], S. 674, weglassen kann.

LeEMMA 2. Seien Ty, T, und Ty X elementfremde Mengen mit 0 < u(T;)
< oo (it =0,1,2). Wenn ein 8y > 0 mit D, (8o) # D_(8,) und D(8,)- u(T,)
< 1 existiert, dann ist M®(u) nicht flach konvex.

Beweis. Es gibt ein s, > 0 mit @ (s,) = & (s,) und

1—D(30) u(To)— P(8)u(Th) > 0.
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Da @ stetig ist, kann man s,e B so wihlen, daf

D(80) 1 (L) + D(81) - p(T1) + D(82) - u(T,) =1
gilt.
Fiir die Funktionen
Xy = 8o Y1, Tt 81XT, T 8221,)
| @y = A7y
Ty = Amy
gilt
0 < f1 (@0 @) = pu(To) D'y (80),
I (@0, @) = u(To)- P_(8),
0< f;-(wo’ Zy) = /“(Tl)'¢;— (81) = .“(T1)'¢’— (81) = f’— (29, 2,).
Folglich ist die Bedingung (ii) von Satz 0 nicht erfiilllt und somit
M?®(u) nicht flach konvex.
Im weiteren nehmen wir an, da das Mall u semiendlich ist (d. h.
-jede Menge mit positivemm Mall hat eine Teilmenge von endlichem positi-
vem Mag). Nach Lemma 1, Satz 0 und Lemma 2 gilt folgender

SATZ 1. Sei u micht rein-atomar. Genau dann ist M®(u) flach konvex,
wenn D differenzierbar ist.

3. Die Ableitung der Norm |||, wird nun folgendermaBen bestimmt.
Sei zye M®(u) und ||lzylle = 1. Nach (4) und (2) ist der Graph der Funktion
x—f'(®9, ®—x0) +f(x,) eine Stiitzhyperebene des Epigraphen von f in
(%9, f(®o)) = (%o, 1)e M® x R. Das bedeutet, daBl die Hyperebene {ze M|
f (%, x—x,) = 0} die Einheitskugel von M® in w, stiitzt. Nach [3],
S. 353, folgt daraus, daB

fwgb’(wo)d/‘
fwo¢’(mo) du ’
die Ableitung der Norm |-|l (in M®) ist.

4. Ist das MaB u rein-atomar, dann ist die Differenzierbarkeit von
@ keine notwendige Bedingung fiir die flache Konvexitit von M?(u).
Im weiteren bezeichne

[Zolle = 1,

T —

8 = {se BR|® in s nicht differenzierbar}.

Dann gilt
SATZ 2. Sei u rein-atomar und es besitze mehr als 2 Atome. Genau dann
ist M®(u) flach konvew, wenn fiir alle se S und alle Atome Ae X gilt

D(s)-pu(A) >1.
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Beweis. Die Notwendigkeit folgt unmittelbar aus Lemma 2.

Sei xge M®(u) und |z, =1. Nach (2), Lemma 1 und der Bedingung
&(s)-u(A) > 1 geniigt es x, = ry, fiir ein Atom AeX und re 8 zu be-
trachten.

Wegen ®(r)-u(d) =1 ist &, (r) %« 0.

Da 0e 8 und @'(0) = 0 gilt, so folgt aus Lemma 1

(i) Fi (@0, @) +f_ (%0, @) = p(A) [Py () +P_(r)]w|4¢ (M?)*,

.t ¢ (r) S
(ii) f— Zgy X) = ( f+( 0 T (bzw. Eylf+)
mit @,(r) > 0 (bzw. P (r) < 0).

Aus Satz 0 folgt dann, da8 M®(u) flach konvex ist.
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