POLEMIKA W SPRAWIE ,,DYSTRYBUANT TRWAXORCI”

Po ogloszenin pracy C. Rajskiego O dysirybuaniach trwaloéci (Zastosowania Ma-
tematyki 3 (1958), str. 323-328) wywiazala sie polemika pisemna miedzy M. Fiszem
a Autorem. Ze wzgledéw technicznych Redakeja musi ograniczyé ogloszenie polemi-
ki do dwéch gloséw kazdego z dyskutantéw i do noty redakcyjnej, dotyczacej jed-
nego z punktéw spornych. Wskutek tego nie publikujemy trzeciej noty M. Fisza
nadestanej po oddaniu zeszytu do druku. Redakcja ma nadzieje, %Ze ogloszone ma-
terialy pozwols zainteresowanym Czytelnikom na wyrobienie soble wlasnego pogladu
na oaloéé sprawy.

M. FISZ (Warszawa)

W pracy zamieszczonej w Zastosowaniach Matematyki 3 (1958),
gtr. 323-328, C. Rajski zmierza do scharakteryzowania klasy dystrybuant
P(») zmiennych losowych X, gdy X oznacza trwalo§é przedmlotéw ba-
danych.

Autor twierdzi, ze _udowodml twierdzenie, ktére cytuje tu dostownie:

»Oznaczmy przez S8 klase dystrybuant okre§lonych w przedziale
(0, o) i majacych prawie wszedzie pierwsze. pochodne. Oznaczmy przez
T takg podklase S, ktérej elementami sa dystrybuanty trwalodci. Wa-
runkiem koniecznym ¢ dostatecznym (1) na to, aby dystrybuanta F(z) byla
elementem Elasy T, je.t, zeby wyrasenie

1 dF(a)

%) 1 F@) dr

bylo. elementem Klasy 8. .

Na.suwa.]@ sie tu nast@puJ@ce uwagi.

-1° Nie podano nigdzie w cytowanej pracy: deﬁmcp dystrybuanty
trwa,loSm, & wige nie wiadomo, czego dotyczy twierdzenie C. Rajskiego.
~Autor poprzedza powyisze ,,twierdzenie’’ rozumowaniem, ktére mogloby
Sluzyé z2 intuicyjne uzasadnienie definicji dystrybuanty trwalosei, ]ezell
Przez to bedzie sie rozumlalo taky dystrybuante, dla ktérej wyrazenie
(¥) nalezy do 8.

. 2° Jak wynika z ;polsklego orygmam i ze s1 reszczen obcowzycznyeh'
gutor pod;apl swe badanie w zwiazku z tym, ze — jak tmerdm — dotgd

rOzWaza sie w hteraturze Jedyme wykladniczy rozklad trwalosei, a celem
~dh‘\—-——

(*) W obydwu streszczeniach obcojezyeznych mowa o ‘warunku dostatecznym.
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autora jest rozszerzenie tej klasy. Warto zauwazyé, ze jeSli F(x) jest
dystrybuantg w rozkladzie wykladniczym, to wyrazenie (%) nie nalezy do 8.

Istotnie, niech f(#) = pexp(— ur). Wowezas 1— F(z) = exp(— ux),

a wiec wyrazenie

A

1—F@ "
nie jest w ogéle dystrybuanta. Wynikaloby stad, Ze dystrybuanta F(x) =
=1—exp(—puxr) nie moze byé dystrybuanty rozkladu trwalodei
przedmiotéw. Poniewaz trudno si¢ z takim stanowiskiem zgodzié, gdyz
w zastosowaniach spotykamy dosé czesto wykladnieczy rozklad ,,dlugosei
zyeia’’ réznyeh zjawisk, to trudno zdefiniowaé dystrybuante trwalosei
jako taka, dla ktoérej wyrazenie () nalezy do 8.

Na zakonczenie zwracam uwage na pewne inne usterki natury for-
malnej. Po pierwsze, autor oznacza przez 8§ ,klase dystrybuant okre§lo-
nych w przedziale (0, co) i majgeych prawie wszedzie pierwsze pochodne.
Ostatni warunek jest oczywisdcie zbedny, gdyz kazda dystrybuanta jest
prawie wszedzio rézniczkowalna. Na marginesie warto doda¢, ze w obydwu
streszezeniach obcojezyecznych do 8 zalieza si¢ wezystkie dystrybuanty.
Po wtoére, rozumowanie na str. 324, wiersze 5-10 od dolu, jest bledne.
Albowiem N —» nie jest liczba sztuk niezuzytych, leez oczekiwang liczba
takich sztuk, a warto§é oczekiwana ilorazu dwéeh zmiennych losowych
nie jest réwna ilorazowi wartosci oczekiwanych tych zmiennych losowych.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Nota wplynela 18. 7. 1958

C. RAJSKI (Warszawa)

Ad 1° Ta czesé mojej pracy, ktéra koficzy ie w czwarbym wierszu
od dolu na str. 325, ma na celu ustawienie wzoréw (4)-(7) na podstawie
wlasdciwosci préb trwatodci oraz zalozenia, ze badane przedmioty pochodza
z produkeji ustabilizowanej. Tego rodzaju rozwazania czesto wystepuja
w problematyce ,,operational research” i nazywaja sie budowq modelu
matematycenego badanego zjawiska. Twierdzenie na str. 326 jest tylko
innym sformulowaniem wzoréw (4)-(7), a klasa dystrybuant trwalofei
jest modelem matematycznym przebiegéw zuzywania sie. Poniewaz wzory
(8), (6) i (7) wynikaja z obserwacji, wiec kazdy z nich zawiera pewne twier-
dzenie, lecz twierdzenie empiryezne, a nie matematyczne. Tym samym
twierdzenie na str. 326 jest tez twierdzeniem empiryeznym, dla ktérego
dow6d matematyczny nie jest ani potrzebny, ani mozliwy.
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Ad 2° Uporzgdkujmy przede wszystkim terminologie. Ot6z Fisz
uzywa terminu ,rozklad wykladniczy” w znaczenin wezszym, niz to
jest przyjete. Dystrybuanta rozkladu wykladniczego nie musi byé réwna
zeru tylko na ujemnej pélosi, ale moze réwniez byé réwna zeru na pewnym
odcinku pétosi dodatniej. Dla latwiejszego wystowienia bede nazywal
te druga odmiane rozkladem wykladniczym opéZnionym (rys. 1), pierw-
sz9 za§ — nieopéznionym (rys. 2). W praktyce stosuje sie réwniez rozktady
wykladnicza opéznione (patrz np. B. Epstein i M. Sobel, Some theorems

X

ZM-299 ZM-300

Rys. 1. Wykres dystrybuanty Rys. 2. Wykres dystrybuanty
rozkladu wykladniczego opdéZnio- rozkladu wykladniczego nieopés-
nego: F(x) = I—e~©®=9 - nionego: F(x) = 1—e~2%

relevant to life testing from an ewponential disiribuation, The Annals of
Mathematical Statistics 125 (1954), str. 373). Rozklady te spelniaja wy-
magania (5), (6) i (7).

Jefli chodzi o rozklad wykladniczy nieopézniony, to on tyeh warun-
kéw nie spelnia. Ja o tym wiem, napisatem bowiem w przedostatnim
zdaniu na str. 326: ,Jefli jednakze ¢ = 0 i r = 0, to G(2) == 1 i warunek
(5) nie jest spetmiony”. Z faktu tego Fisz zdaje sie wyciagaé wniosek, ze
zdefiniowana przeze mnie klasa dystrybuant trwalodei jest obrana nie-
fortunnie, poniewaz nie zawiera ona tak waznej i czesto uzywanej dystry-
bua.nty, jakg jest dystrybuanta wykladnicza nieopéZniona. Wyjaénienie

‘]est nastepujace.

Rozwazmy cigg dystrybuant Wykladmczych opdZnionych o warto-
Sciach opéznienia ¢, malejacyeh monotonicznie. Niech np. ¢ = b/n, gdzie
b jest liczbg dodatnia, n — naturalng. Wowezas ogélny wyraz tego clqgu
bedzie okre§lony wzorem

Fo(v) = 1—¢ &0,

Granics tego ciagu, gdy n — oo, jest dystrybuanta wykladnieza nieop6z-
Llona. Poniewaz jest ona granicy, to mozna zawsze dobraé taki wyraz
Clagu, ktéry bedzie od niej réznit si¢ dowolnie malo.
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Zatem dystrybuanta wykladnicza nieopdéZniona, nie bedae sama dy-
strybuantg trwatodci, jest przyblizeniem dystrybuanty trwalodei i to
przyblizeniem dowolnie dobrym.

Ad inne uwagi. Jefli chodzi o rozumowanie na str. 324, wiersze 5-10
od dotu, to niech mi bedzie wolno przede wszystkim skorygowaé zarzut,
bo wyrazu N —» nie ma nie tylko w wymienionych wierszach, ale na cale]j
stronicy 324. Chodzi zapewne o wyraz N —v; we wzorze (1). Jefli tak jest,
to wyjasnienie jest nastepujace. Wielkosci »; powstaja drogg kilku operacji
arytmetycznych z wielkoSei Av;, ktére okreflitem na str. 324 w zdaniu
rozpoczynajacym sie w wierszu 13 od géry jako liezby sztuk zuzytych
w ciggu badania ¢-tej partii w przedziale czasu zawartym miedzy chwila
(j—19) Az a jAx. Zatem Avy 83 to réznice miedzy pewnymi parami reali-
zacji zmiennej losowej, czyli sg to liczby, a nie zmienne losowe. Tym samym
nie 8g zmiennymi losowymi wielkosei »; i zarzut upada. Fisz dal sie tu
wprowadzié w blad kilkakrotnie uzytemu przeze mnie wyrazowi ,,0cze-
kiwany”’ w znaczeniu ,,fredni’’. Poniewaz obliczanie §redniej zachodzi
na str. 324 dwukrotnie, nalezalo je jako§ terminologicznie odréznié, stad
noczekiwany”’. Lepiej bylo uzyé na str. 324 w wierszach 15, 13, 10, 8,1 6
od dotu oraz na str. 3256 w wierszu 1 od géry terminu ,,asymptotycznie
§redni” (przy jednoczesnych zmianach w niektérych miejscach szyku
wyrazow); wowczas tekst nie moglby byé blednie pojmowany.

- Jefli chodzi o zarzut, ze zachodza réznice miedzy tekstem polskim
a streszczeniami obcojezycznymi, to poprawne 83 streszezenia.

INSTYTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ AKADEMII NAUK

Nota wplynela 30. 10. 1958

M. FISZ (Warszawa)

Ad 1° Nie mi, niestety nie wiadomo o istnieniu, obok twierdzen
matematycznych, réwniez ,twierdzen empirycznych”, dla ktérych —
jak powiada Rajski — ,,dowéd matematyczny nie jest ani potrzebny, ani
mozliwy”. Jest to punkt zasadniczy w mojej nocie i w catej rozciagloéei
podtrzymuje go. ,

Ad 2° Nie tylko dla zwyklego rozkladu wykladniczego, ale takze
dla rozkladu wykladniczego opéZnionego o dystrybuancie F,(z) =
=1—exp[—(w—b/n)] zachodzi relacja

1 _ dF, (x)
1—-F,(x) . de
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a wiec rozklad wykladniczy opdzniony réwniez nie jest ,,dystrybuantg
trwatosei”.

Pozostale moje uwagi, ktdre nazwalem w swej nocie ,,usterkami
formalnymi”, nie majg istotnego znaczenia, ale poniewaz Rajski poswigca
tyle miejsca, by je obalié, zmuszony jestem. uzasadnié ich sluszno§é. Ter-
min ,,warto§é oczekiwana’ jest powszechnie przyjety. Co wiecej, Rajski
uzywa tego terminu w dyskutowanej pracy w wierszach 15 i 14 od dolu
na str. 324 w sensie ,,nadziei matematycznej”’, albowiem w przeciwnym
razie nie byloby prawda, ze (zreszty tylko z prawdopodobienistwem 1) za-
chodzi relacja

Ap; = lim As{,

Poza tym relacja ta bylaby nieprawdziwa, gdyby Advy nie byty zmien-
nymi losowymi. Wielko§¢ »; nie jest zmienng losows, czego zreszty nigdy
nie twierdzilem, lecz warto§cia oczekiwang.

Nota wplynela 19. 1. 1959

C. RAJSKI (Warszawa)

Ad 1°. Gdyby nie istnialy twierdzenia empiryczne, nie istnialyby
réwniez nauki przyrodnicze. Twierdzeniami empirycznymi sg prawa New-
tona i prawa Maxwella, zasady termodynamiki i zasada Hamiltona,
regula faz Gibbsa i reguls Lenza oraz setki innych twierdzen. Zrédltem
naszego przekonania o prawdziwosei twierdzenia empirycznego jest zgod-
no$é wysnutych zen wnioskéw z faktami obserwowanymi. Z tego wladnie
Powodu dla zadnego twierdzenia empirycznego dowéd matematyczny,
tzn. wyprowadzenie z ukladu niesprzecznych aksjomatéw, nie jest ani
Potrzebny, ani mozliwy.

Ad 2°. Pelny zapis dystrybuanty rozkladu wykladniczego opéznio-
nego jest

0, dla 0<<2<b/n,
1_8"‘(1—!7/")’ dla b/n << oo,

F(x) =l

jak to wynika ze wzoru (8) na str. 326. Zatem

1 dF,(x) 0, dla 0<wx<b/n,
1—Fu(z) de |1, dla bjn<z< oo,
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a to jest dystrybuanta, mianowicie dystrybuanta zmiennej losowej jedno-
punktowej.

Ad ,jinne uwagi”. Ten fragment drugiej noty Fisza powstal na tle
poprzednio postawionego zarzutu, opartego na domniemaniu, ze w mojej
pracy wystepuje iloraz zmiennych losowych. Obecnie, dyskusja w tym
punkeie sprowadzila si¢ do tego, czy wielkosei Avy; sa liezbami, ezy zmien-
nymi losowymi. Juz raz wyjaénitem, Ze przez Av; oznaczylem wyniki
pewnych obserwacji, zatem liczby, a nie zmienne losowe, ktére sg funkejami.
Zatem liczbami sg roéwniez wielkosei 4»™ oraz wielkogei Av;, ktére powstajs
z Avy; wylgeznie droga operacji arytmetycznych. Fisz twierdzi, ze wielkofei
Avy; 89 zmiennymi losowymi. Gdyby tak bylo, to réwniez wielkodei A4
oraz wielkodci Adv; bylyby zmiennymi losowymi.

Wobec tego w relacji, cytowanej w drugiej nocie Fisza, wystepujg,
moim zdaniem, po obu stronach liczby, & zdaniem Fisza — zmienne
losowe. Aby dowiedé swe) tezy Fisz pisze: ,,Poza tym relacja ta bylaby
nieprawdziwa, gdyby Aw; nie byly zmiennymi losowymi’. Zatem relacja
ta bylaby, zdaniem Fisza, nieprawdziwa, gdyby wielkosci Av; byly licz-
bami. Poniewaz ja nie znam twierdzenia, ktére by glosito, ze nie wolno
zdefiniowaé liczby rzeczywistej jako granicy ciagu liczb rzeczywistych,
podtrzymuje swé6j dotychezasowy punkt widzenia i jestem przekonany,
iz w mojej pracy iloraz zmiennych losowych nie wystepuje.

Nota wplynela 5. 2. 1959

NOTA REDAKCJI

Niniejsze slowa odnoszg sie¢ do kwestii, czy zdanie, wydrukowane
kursywa w zeszycie III, 3-4 Zastosowan Matematyki na goérze str. 326
w pracy p. Rajskiego O dystrybuaniach trwalodei, wolno nazwadé twierdze-
niem, jak uezynit to autor na dole str. 325. Zdanie to orzeka, ze przynalez-
noéé¢ funkeji F'(w)/(l—F(m)) do klasy dystrybuant jest warunkiem ko-
niecznym i dostatecznym na to, by dystrybuanta F(x) byla tak zwanag
,dystrybuantyg trwatosei”.

Autor rozpoczal swoja prace od rozwazan natury empirycznej, ktore
doprowadzity go do wzordow (4), (5), (6), (7). Wzory te nalezy zatem uwa-
7aé za postulaty empiryezne, okreslajace implicite dystrybuante trwatosei.
Twierdzenie na str. 326 wynika z nich w sposéb formalny, co zreszty wy-
raza ostatnie zdanie str. 325.
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7Z chwilg gdy rozwazania empiryczne nad pojeciem ,,dystrybuanty
trwalodei” zostaly skrystalizowane jako uklad postulatéw wyrazonych
matematycznie, nalezy zdanie wydrukowane kursyws na gorze str. 326
uznadé za twierdzenie. Dowdéd tego twierdzenia polega na eliminacji funkeji
G z wzoréw poprzedzajacych i z wlasnodei tej funkeji.

Nie mozna nazywaé owego zdania ,twierdzeniem empirycznym?.
Znane prawo Keplera o torach planet da si¢ wyprowadzié z praw Newtona,
a whedy jest twierdzeniem matematycznym, chociaz jego dowéd postu-
guje si¢ prawami empiryeznymi odkrytymi przez Newtona. Te prawa
odgrywajg role aksjomatéw w mechanice teoretycznej. W roku 1609
prawo Keplera nie bylo twierdzeniem, sto lat pézniej stato sie twierdze-
niem.

Nie ulega dla nas watpliwoéci, ze brak odgraniczenia tej czesei pracy,
w ktérej konstruuje sie postulaty, od tej, w ktérej z nich wysuwa sie
wnioski, spowodowal nieporozumienie; nie byloby go, gdyby autor po-
Pprzedzil ostatnie zdanie stronicy 325 awizem: relacje wyzej sformutowane
okreslajg implicite pojecie ,,dystrybuanty trwalodci”. Redakcja ZM ubo-
lewa nad tym, ze nikt z Komitetu Redakeyjnego nie zwrécil na to uwagi.

HOOJEMHEKA ITIO BOIIPOCY
ZOVHEIHH PACIHPENEJEHHA JOJIIOBEYHOCTH*

IMocxe onyGaukoBanna paborat Y. Palickoro O gynkyuax pacnpedeserus doszoeeu-
Kocmu (Zastosowania Matematyki 3 (1958), crp. 323-328), BOSHMKXA NOJIEMHYECHAA
nepenmcya Memay M. @umenm m asropom. Ilo TexmuueckmMm npmumnan Penarnums
BHHYXKeHa OTPAaNmuNTh MyOIMKANMIO NOMEMEKE W IIOMEL(AET JAWb IO ABA BHCTY-
IICHAA KaKOoro M3 AMCKYTAHTOB M HOTY OT PORAKIMH, KacalWylocsa OXHOro us
UYHKTOB cropa. IlosToMy MH He mOoMemaeM 3fcch Tperbell Horel M. ®mma mogyueH-
HOli HamMu mocme CpayKM HACTOAMNIEro BRIMYCKA :HypHana B Halop. Penaknms maneercs,
9T0 ony6amKOBaHHEE MaTepWAJbl II03BONAT YMTATENsAM, HETCDPECYIOIUHMCA NaHHBIM
Bompocom, sBrpaboraTs CBOM COGCTBEHHENL Barasn Ha o0cysjaeMule BOOPOCH.

M. O (Bapmasa)

Y. Paitckmii ,,noxasaxn’ (Zastosowania Matematyki 3 (1958), crp. 323-328),
70 ecnm BEpakeHUE (x) SABAAETCH (I)yHHuneﬁ pacupepeieHus, To I (v} ABIASTCA
»OyERIme#t pacmpemeNeHua moxaroBewHocTH. ABTOD 2TOH 3aMETKH IOAYEPKUBACT,
10 NomATHE ,,pyHKUUN PAcIpeeNeHTs nonroneqnocm” He OHJI0 COBCEM OIPENEsIeHo,.
ClenoBaTesHO ,,0KABAHHANA" TEOPEMa JUINEHA COXEPRAHHUA.

Crowmt ramme oGparwTh BHEMAHME HA TO 0OCTOATENBLCTBO, YTO mm HOKa3aTeNb-
HOro pacupenenennsa BHpamKeHHNe (x) He ABIAETCA DYHKOWeH pacupepeseHus.
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9. PARCKHUH (Bapumasa)

B cBoeit samerkxe, ony0IHMKORBAHHOK B TOM Ke caMoM ToMe Zastosowan Matema-
tyki, M. Qum He oTIEYaer NMOHATHA MAaTeMaTHYeCKON TeopeMH OT BMINMpHYECHOH
TeOopeMH, HABHEBAEMON YaCTO SMIMPHYECHUM 3aKOHOM M YacTO BHIparkaeMoit mpm mo-
momm ¢opmyn. MareMaTHuecKaa TeopeMa BHBOAUTCA U3 MHOMKECTBA YiHe IPHHATHX
TeopeM, a SMIMpPHHYECKAd TEOpeMa ABIACTCA BHICKASHBAHUEM — 4Yallle BCETO HAeAJN-
BUPOBAHHHIM — O HeHOTOpHX ¢anrax. Tauum o0pasoM, sMOEpPHUYEcCKAs TeopeMa He
Moer OHTH KaK AOKA3aHA, TAK ¥ ONPOBep:KeHA TeopeTHYecKNM IyrTeM. Mos Teopema
KOHCTATHpPYeT, 4YTO HeKoTopas QYHKEUA, NMOIY4eHHAA H3 QYHKUUH pacOpemeseHU.
HOIrOBEYHOCTH, YMOBIETBOPAET ycaosuam (5), (6) m (7), KOTOPHM, KaK OKABAFOCH,
YAOBIETBOPACT Kampad QYAKIUA paclpefeleHUA.

VeanoBra »TH HOIYUYEHH W3 0Y€Hb O0MUX CBOMCTB MCCICHOBAHUA KOIrOBEYHOCTH
Opu ACHO CcPOPMYIUPOBAHHEIX YHOPOIFAOIMEX NPeANOIOReHHAX. B pesyasTaTe —
dopmynst (5), (6) u (7) smuumpudeckume. Tawum oGpasoM, paccMaTpuBaeMasd TeopeMa
SMOUPHYHA ¥ HIKAKOE MATEeMATHIECKOE XOKABATENIBCTBO HEBOBMOMKHO, 71a W He HYKHO.

M. ®um ofpamaer BHHMaHHe Ha TO, YTO CTeNeHHOE paclpejlelleHMe, KOTOPOe
JacT0 yuorpeligeTca B TeOPHH WCCIeNOBAHMA AOITOBEYHOCTH, He ABIAETCH BoOGIe
Qyarque pacopeneNeHns FOATOBEYHOCTH B CMBICIE Moeit TeopeME, MCXOAA M3 TOr0, 4TO
wirace QyHKROmE pacmpejeleHHs FONTOBEYHOCTH ONpeXeNeHEH »To¥ TeopeMoil He
nmoxoH. BLIACHeHHEe OCHOBHIBAETCA H2 TOM, YTO KaJKJaf CTeOeHHAHR HeOmAasgHBAOMAaA
dyErIMA pacupeneneHUA ABiferTcs (GYHKIMeH PACTPeNeNEeHNA TOITOBETHOCTH HaiKe
TOTJA, KOrjga OoNA3HBaHHe NPOWSBOJBEO Maxo. Tarmm o6pasoM, CTedeHHAs HeOIas-
MHBAIAH (YHKOHA pacinpefelieHUsS MoKeT OHTEH paccMaTpHBaeMa Kak npubImKe-
HHe CTemeHHOH oNnasAaHBalOHie (YHKOIME pacunpefmesieHMA, IpHYeM ONAa3ALBaHHE
H3CTONBKO MAal0, YTO BOSHHKAKWIME B Pe3YIbTaTe NPUGHMKEHNA PASHOCTH KAKOFQ
yrogHo poRa He MOryT OHTH BHKDPHTH IOpH IOMOIK H3MepeHMI.

M, @ U HI (Bapmana)

B pycckom pesiome cBoelf EorTh numer d. Paicxwmit: ,,JIpu ovens o6mux mpen-
TMONOMEHTAX MOJYUeHa CReNYOMasd TeopeMa’, HOcIe Yero HopMyaupyercH ,,TuopemMy”.
OpHAKO B MAaTEMATHKE PACCMATPUBAKNTCH JHIIb ,,MaTeMaTHYeCKUe TeOPeMH’’, Kacamw-
mZecA HeKOTOPHX CBOKCTE 46THO ONpefeleHHHX MOHATHA. MHE K COKaNeHMI0 HAYEro
He HBBECTHO 0 IPHPOAE ,,dMIMPHIECKHX TeopeM’’, IIA KOTOPHX — Kak mmmer Pai-
cEmii — ,,MaTeMATHYECKOTO AOKABATENLCTBA W He Tpe6yercs ¥ HeXLad OpoBecTH”.

Yro KacaeTcH CIASAYIOUWEr0 KUCKYTHPYEMOro BONPOCA, TO KAK JIeKO NPOBEPHTEH,
TaKse ONA OMO3AANOr0 WOKASATEIALHOTO pacHpefedeHUA BHpameHHe (*) TOCTOSHHO,
CcIIeNoBaTeIbHO HEKAKOe II0OKAasaTeJbHOE paclpejeneHne, He ABIAsAeTcA (QyHRIuei
pacupefielleEMA NOITOBETHOCTH B CMHCIe ,,TeopeMu’’ Paitcroro.

9, PANCHHAH (Bapmasa)

A cumTaw, uTO 3HAYEEWE¢ TEPMHHA ,,BMIUPATIECKAA TOOPEMa’ [OCTATOMHO XO-
poOImo BHpaMAeTCA Yepes BXOMANME B Hero BHpakeHUA. B eCcTeCTBEHHHX HAYKax,
B YacTHOCTH B ()H3MKe, SMIMPHIECKHNE TEOPEMH HAsLBAIOT 3AKOHAMM WM HPABAIAMH.
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Hamu yGemmenns o 3aKOHHOCTH DMIMPHYECKEX TOPeM OMHPAOTCH HA COTTACHE MeH Ly
NMONYIeHHHMHE M3 HUX PesyIbTaTaMH W SMIONPHISCHEMU NaHHHME. 3TO MMEHHO B ABIS-
€TCA TeM, 4T0 MH HASHBAeM ONHITHHIM IOATBEP:KIeHHMeM. Huuero momolmoro me eymge-
CTBYET Ais MaTeMAaTHYECHHMX TeopeM, T. K. OHM JOJKHH GHThH HOJYYeHEH HA OCHOBAHNM
UPHHATHX CHCTeM aKCHOM, KOTOPDHE — B H3BECTHHX IPaHMNAX — MOrYT GbiTh BHOD aHL
NPOUBBOILHO. :

[lpn HacToAmeM COCTOAHMH MCCHENOBAHMA MOH Teopema #BiIAeTcA paGoueit
‘THIOTe30H, NeAbI0 KOTOPO ecTh ONUMCaHHe TOBENEeHHSA NPEIMeToB HONTAHHHX Hecae-
MOBAHAIO AOJNrOBEYHOCTH. EIHHCTBEHHHM CNM0CO6OM [MOKAsATeNbCTBA (ANEIIEBOCTH
3TOl TeoPeMHl ABIAETCHA COBEPUICHVE CTATHCTHIECKUX MPoG, KOoTOpHe Morim OH Ipu-
BECTH K OIIPOBEPIKEHUI0 TWIOTeSH, YT0 NelCTBHTeNbHLE [OJrOBEYHOCTH MABIAIOTCA
beammsanueii cayuaitHoit BeaMuuHH, QYHKHUA DacnpegeleHMs KoTopolt mpuHAHITe-
RMAT K KIACCY OmpefeleHHHX TeopeMoit. ’

Ecnm se memo mpmeT 0 CTeNeHHOM ONA3AHBANIEM pPacupeelleHHH, TO MOIHOH
Popmyaoit pusa ero PYHRKIMH PACHpeTETEHUST ABIACTCH

0, A 0K e < e,
Fx) = .
' 1—e @9, " gqar ¢ <o <oo,
rie ¢ HEKOTOPOe IIOMOMUTENHHOE HCA0
Orcioga uMeeM
1 dF (x) 0, maa O<<z<e,
1— F(x) do 1, pgoa e<<w <>,

a 310 # ecTh Hynmuma pacupemedenus. Taxum oGpasom, OMa3JHBANIIEe CTEHEHHOE
bacmpepenenne ABIAAETCHA (QYHKIHMe! PaCIPeNeNeBMA NOJIrOBEYHOCTH B CMHICIE MOGW
TeOopeMEL. ’

BAMETHKA PENAKIHNK

Hacroaman saMerka OTHOCHTCA K BONPOGCY, MOMHO au $pasy, HamedaTaHHYIO
rypcusom B Tome III, Bemycra 3-4 mypHaina Zastosowah Matematyki ma crp, 326
BBEPXY, B pabore Palickore O ¢ynryuax pacnpedesenus doscoeewnocmu, HA3BATH
Teopemoif, KaK CAeaak 9TO aBTOP HA cTp. 325 BHHBY. Dra dpasa yTBepmmaer, UTO npH-
HAATeREOCTh PyHKIET F’(w)/(l—F (v)) kK rRIaccy QYHKEMHE pacUpeNeNeHHA HBIALTCH
He00XOAUMEM H HOCTATOYHHIM YCIOBMEM TOI'0, YTOGH (GyHritmn F(») 6pna rax HasH-
BaeMol ,,pyHKIMeH pacHpeneIeHNA LOJArOBEIHOCTH .

ABTOD HRUHHAeT CTATHI0 PACCYMACHEAMIE HMIEAPAIECKOTO XapaKTepa, KOTOpEHe
npuBogAT ero K Gopmynam (4), (5), (6) u (7). GopMYIH 3TH, TaKUM 06pasoM, clegyer
CUUTATH BMOMPHILCKAME HOCTYIATAMH, OLPeReTANIUMA TAKAKe W PYHKIUO pacupe-
RexemmA pouroBednocTy. Teopema Ha crp. 326 BuTekaeT N3 Hux $OPMATBLHEM 00pasowm,
Hé.}{ I OTMeUeHO mociexHeit Ppasolt ma crp. 325.

C MOMEHTOM, KOrJja SMIEpPUYECKUE PACCYRIAEHHA O MOHATHM ,,JYHKIMA pacupe-
AeNEeHUA NOITOBEYHOCTH® CHPMCTANIUBKPOBAIMCH B opMe CHCTEMH MaTeéMaTHIeCKHX
ToCTynaTOB, CIENyeT IPeJIOMEHume HameUaTAHHOEe KYpPCHBOM Ha CTp. 326 BBepxy,
CYnTaTEs Teopemolt. JloxasaTerbCTBO STOH TeOPEeMH OCHOBAHO HA MCKINYEHHH $yrxnmu
G w3 upeguymmx GoLMYT, a TAKHe HA CBoKSTBAX caMol QyRHuUm.

Zastosowania Matematyki IV ' 24
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Hexpssn wHaspare »T0 npepiomende ,,9MIHPHUECKON TeopeMoi”.- WapecTHsiit
saxoH Kenuepa o TPaeKTOPHAX MAAHET MOMHO BHBecTH M3 8aKoHoB HpoToHa M TOrma
3T0 ABIAETCA MaTeMATHYeCKOll TeopeMol, xoTA saxkomn Hemxepa gorxasamsl nmpu mmo-
MOIM SMOMPHIECKUX BAKOHOB OTHPHTHX HeoromoMm. 3axomnt HpoToma urpaior
Poub arCcHOM B TeopeTmveckoi Mexaumke. B 1609 r. saxkonm Kenmepa eme me Gmimu
TEOpEMaMM, 3aTO CHYCTA CTO JEeT OHM MMM CTAJH.

He BHBHBaeT COMHEHMIt, YTO OTCYTCTBME PasTPpAHUYEHHA TOK 4acTH paborH, rae
CTPOATCA MOCTYAATH, OT YACTH, I'Jle M8 HEX NeIal0TCA BHIBOAKL, IIPUBEIO K HEL0opasy-
MEHU0, KOTOPOro OH He OHI0, ecau GH aBTOD NPeAYUPEeSUN IOCIeRHII (pasy Ha
erp. 325 HpPeNNOKOHMEM: PeNANHH, CHOPMYIMpPOBAHHEE BHIIIE, ONpenelIAIT TaKMKe
H NOHATHE ,,pyHKIMM pacupemeseHus goiaroseunoctn’”. Pegaxmnua Zastosowah Mate-
matyki comadmeer, 4r0 HuUKTO W3 Pemakmuoneoit Kommernu ne ofpatua pamHee Ha aTo
BHUMaHHRA.

OONTROVERSY CONCERNING
“THE LIFE-TESTS DISTRIBUTION FUNOTIONS”

The publication of paper of C. Rajski “On the life-tests distribution funections’’
(Zastosowania Matomatyki 3 (1958), pp. 323-328) has originated the written polemies
between M. Fisz and the Author. For the technical reasons we have to restrict tho
publication of this polemics to 2 notes of each of the opponents and the Editor’s
note concerning one of the controversial points. We do not publish the third note
of M. Fisz, as we received it after the fascicle has been sent to press. The
Editors expect, that the published discussion will allow the reader interested
in the discussed questions to form his own point of view.

M FISZ (Warszawa)

C. Rajski ‘“proved” (Zastosowania Matematyki 3 (1958), pp.323-328) that
F () is “a life distribution function” if the expression (*) is a distribution function.
The present author stresses the fact that the notion of “a life distribution function’’
has not been defined at all. The theorem *proved” is consequently meaningless.

It is moreover worth-while to note that for the exponential distribution the
expression (*) i not a distribution function. ' ' '

C. RAJSKI (Warszawa)

In his note: On ““The life-tests distribution functions” published in the same issue
of ZM Mr. Fisz fails to distinguish between the notions of a mathematical theorem and
an empirical one, which is more often called an empirieal law 3'3.14 . pquéntl_y éxpressed
by a formula. A mathematical theorem is an inference from a g"e. of adopted axioms,
an empirical theorem is a statement — usually an idealized one — gnpgerning some facts.
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Thus an empirical theorem can neither be proved nor disproved on any theoretical
grounds. My theorem states that a certain function derived from the life-tests distri-
bution functions satisfies conditions (5), (6) and (7) which — rather unexpectedly —
are fulfiled by any d. f. These conditions are derived from very general properties of
life-tests under clearly stated simplifying assumptions. Accordingly formulas (5), (6)
and (7) are empirical ones. Thus the theorem in question is empirical as well and
nothing of the nature of a mathematical proof is either required or possible with
regard to it.

Mr. Fisz remarks that the exponential d. f., which is widely used in the theory
of life-tests, is not a life-tests d.f. in the sense of my theorem, thus alleging that the class
of d. £. defined thereby is inadequate. The solution is based on the fact that any delayed
exponential d. £. is a life-test d. ., how ever small the delay may be. Thus an undelayed
exponential d. f. may be considered as an approximation to a delayed exponential
d. f. with such a small delay that the arising differences of any kind are undetectable
by measurement.

M. FISZ (Warszawa)

In the English summary of his note C. Rajski precedes the ‘“theorem’ disputed
by the following words: “Under very general assumptions the following theorem
is deduced”. However, theorems dealt with in mathematies are simply ‘“mathematical
theorems” concerning some properties of well defined notions. Unfortunately I know
nothing about the nature of ‘“‘empirical theorems”, for which, as Mr. Rajski says,
a “mathematical proof is neither required nor possible”.

As to the next point discussed it is easy to verify that even for the delayed
exponential distribution the expression (*) is constant, whence no exponential d. f.
is a life-test d. f. in the sense of Rajski’s ‘‘theorem”. ' ‘

C. RAJS KT (Warszawa)

In my opinion the meaning of the term ‘‘empirieal theorem” is fairly well given
by its wording. _

In natural sciences, particularly in physics, empirical theorems are called laws
or rules. Our belief in the truth of any empirical theorem is based upon the agreement
between the conclusions drawn thereof with observational data.

This is what we call experimental confirmation. Nothing of that nature exists
for mathematical theorems because they have to be checked against adopted sets.
‘of axioms which — within certain limits — may be chosen at will.

In the present state of investigations my theorem is nothing but a working
hypothesis aimed at the description of the behaviour of the items under the life-tests.
The only way of disproving that theorem is to make a statistical test which would
eventually lead to the rejection of the hypothesis that the actually observed lengths

of life are the values of a random variable whose d. f. belongs to the class defined in
the theorem. ‘
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As far as delayed exponential distribution function is concerned the unabridged
formula is

' 0, if 0<®<o,
F(z) = -
I—e -9 if e < oo,
¢ being a positive number.
Henece we have

1— F(x) T dw 1, if e<<z< oo,

1 dF (x) {m if oge<e,
and this is a distribution function. Thus the delayed exponential distribution function
is the life-test distribution function in the sense of my theorem.

THE EDITOR'S NOTE

These remarks concern the question whether the sentence printed in italice in
number III, 3-4 of Zastosowania Matematyki at the top of page 326 in Mr. Raj-
ski’s paper On life-lest distribution functions can be called a theorem, as the
author has done at the bottom of page 325. That sentence states that the fact of the
function F’ (x)/(1— F (x)) belonging to the class of distribution functions is a necessary
and sufficient condition for the distribution function F(z) to be the so called <life
distribution function”.

The author beging his paper with consideration of empirical nature which lead
him to formulas {4), (5), (6), (7). Those formulas should thus be regarded as empirical
postulates defining the life distribution funection implicite. The theorem on p. 326
follows from them in a formal way, which is expressed by the last sentence on
page 325.

Whereas the empirical considerations of the notion of “life distribution function’
have been crystallized as a system of postulates expressed mathematically, the sen-
tence printed in italics at the top of p. 326 should be regarded as a theorem. The proof
of that theorem consists in the elimination of function G from the preceding formulas
and from the properties of that function.

The sentence in question cannot be termed an ‘“‘empirical theorem’. The well
known law of Kepler on the paths of the planets can be deduced from Newton’s laws,
and then it is a mathematical theorem although its proof makes use of the empirical
laws discovered by Newton. Those laws play the part of axioms in theoretical mecha-
nics. In 1609 Kepler's law was not a theorem, one hundred years later it became a
theorem.

We have no doubt that the lack of a dividing line between the part of the paper
in which the postulates are constructed and that one in which eonclusions are deduced
from them has been the cause of the misunderstanding; it would have been avoided
if the author had preceded the last sentence on page 325 by the following remark:
the relations formulated above define implicite the notion “life distribution funetion”.
It is to be regretted that none of the members of the Editing Committee noticed
that omission. '



