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Introduction

1. Soit D un domaine borné simplement connexe dans le plan com-
plexe, D, son extérieur (considéré sans le point a l'infini), € =0D =0D
la frontiére commune, f(2) une fonction réelle continue sur C, et u(z) la
solution simultanée des deux probléemes de Dirichlet suivants: u(2) est
continue dans le plan ouvert, harmonique dans D et D, égale a f sur C,
et u(z) = log|z| + fonction bornée au voisinage de l'infini.

La méthode des points extrémaux, introduite par M. Leja ([9], [10],
voir aussi [6]), consiste & trouver des points z;, = ;,4e C (j = 0,1,...,7;
n=2,3,..) tels que le produit

(1) V2($0'n7 sevy mﬂﬂ;f) = I 1 A;’n’
f=d
ou ’

fin=[] o@n @), o0 =e—Llexp[—f(2)—f()] (2,¢€0)

k+#7,k=0

soit le plus grand et & construire au moyen d’eux diveres suites de fonc-
tions dont la limite est liée & u(z). M. Leja a utilisé les suites suivantes:

) Sul2) = X Biale),  Bn= V@ony orey Tan) ™™
i=0
(Dm(z)z[exp— f(a:kn)]A,-n(z)/A,-n, Ajn(2) = H |2 — | -
k%7, k=0 ki, o

Supposons que les points x;, soient rangés de maniére que 4y, < 4;,
(j =0, ..,mn). Alors, M. Leja démontre ([10], [11]) que les limites suivantes
existent:

B) vlv=2v(C,)>0, ntlogSy(z)>¥(z,f) (Rn—>o0,2eDuvwCvDy),
ntlogDon(2) >F(2,f) (n—>o0, 2eDyu Dy),
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et que la limite ¥(z, f) est harmonique dans D et D, et continue partout.
On a

(4) Y(z,f) =1(a) (2¢C;CC). -

I’ensemble C, n’est jamais vide, mais C— C; peut aussi étre non vide.
Toutefois ([10], [6])

(5) ATz, Af) >ulz) (AL0, zeD).

Appelons la fonction f résoluble et écrivons fe R si Cy = C. Cette
notion a été introduite par M. Siciak [18], qui a démontré: 1° que f est
résoluble si, et seulement si elle est la trace sur C d’une fonction sous-har-
monique dans le plan ouvert ayant un péle de partie principale log|z|
a 'infini, 2° que ¥(z#, f) est alors sous-harmonique et = #(2) dans le plan
ouvert.

2. Nous supposons dés lors que 1° C est une courbe simple, 2° f ¢ R,
3° Var{f(z),z¢e C} < oo, 4° que pour un a > 0, ¥(z,f) = u(2) ¢ C* dans
D o C et dans Dy v C, c’est-a-dire il existe un 4 > 0 tel que

(6) lu(2) —u(l)| < A|lz—Z° (2, €D ou bien 2, e Dy) .

Si C admet une courbure continue et g({) e« C' sur C, il existe [7]
un A, > 0 tel que toutes les hypothéses ci-dessus sont remplies par f = Ag
pour A€ (0, A4>. Par suite, A1V (2, Ag) donne la résolution du probléme
de Dirichlet pour ¢ dans D, et (9), (10) sont valables.

3. Nous avons [19]
(7) A sy ;

donec par (2), (3), (7) (voir [14])
(8) (n+1)"logFa(z) >F(2) = F(2,f) (m—o00, 2¢D v Dy),
Fu(z) g]z—moﬂA(m(z) = |2 —Ton| |2 — Z1n| ... |2 — Tua]

F(z,f) =¥z, f)+logv+n(f), h(f) = limha(f) ,

ha(f) = (0 +1)7" Y (@) -

C’est pour la suite (8) que nous nous proposons d’estimer Pordre de
la convergence: _

THEOREME. Sous les conditions 1°-4° du n° 2,
(9) Pz, f) = (n+1)"logFa(z) + 0(n "logn)V(z) (2eD v Do),
(10) logv + h(f) = logvy 4 ha(f) + O (n—2logn) ,

o V(2) = Varpee logle—¢ |7 est une fonction continue dans D w De.
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Nous avons a remercier M. Siciak qui a attiré notre attention sur
la formule naturelle (10), (8) pour la valeur constante de la différence
F—@ et aussi suggéré de remplacer les conditions semblables & celles
du travail [5], dans lesquelles nous nous étions d’abord placés, par la
condition f ¢ R.

La démonstration est donnée aux n°® suivants.

Mesures et potentiels

4. Désignons par 8, S,, T, les classes des mesures (signées) [1]
suivantes:

o€ 8 si ¢ est portée par C ( f gdo = 0 pour toute fonction continue ¢
s’annulant sur C),

gel, si 6e8S et o(C) =1,

7 e Ty si 7 porte la masse aux »n points a,, ..., a; € C seulement, 1/n
en chacun d’eux: [g(z)dr = 2 g(as)n™! pour chaque ¢g(z) continue. Les

points a; dépendent de 7.
Pour des mesures quelconques o, 7 soient

1) V) = [logle—tdo(), (0,7) = [Udr, Jolf = (0, 0)

le potentiel de o, ’énergie mutuelle ou produit scalaire de ¢ par 7, et

I’énergie de o respectivement. Pour des mesures d’énergie finie le produit

scalaire est une forme bilinéaire symétrique. Il 1’est aussi pour ¢ de po-

tentiel continu et 7 ¢ T, bien que 1’énergie de 7 soit infinie. Supposons

le diamétre de C < 1; le noyau log|z—¢|™" est alors positif pour z,leC.

De plus, il est défini, c¢’est-i-dire ol > 0 (o e S) sauf pour ¢ = 0 {16].
Posons encore

(12) Usle) = [ logole—2i7'de(0), (7, 0)0= [ Usds, el = (z, 7)o,

ou le signe , désigne que pour z = { ’intégrande est & remplacer par 0.
(12) vaut pour 7 e T, mais une mesure continue peut aussi y entrer.
On voit immédiatement que pour o continue et = e Th, (7, 0), est une
forme bilinéaire symétrique, égale a (z,0), et que |ols = |lo|f, ||zl =
= Zn"zlogo]ai—akl-l.

itk
Application a la méthode des points extrémaux

5. ¥ étant sous-harmonique, il existe [17] une et une seule mesure
positive ¢ € 8 telle que dans le plan ouvert

(13) Y(z,f/)=U%2)+H(z) ou H(z)=0b=const, ¢(C)=1.
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Nous savons d’abord seulement que H (2) est harmonique partout. Mais,
au voisinage de Yinfini, H(z) = qlog|?|, ¢ = 1—¢(C) (par (3) et (11)),
donec H(z) > const (si ¢ >> 0) ou bien H(z) < const (si ¢ < 0), donc par
le théoreme de Liouville [8] H(2) = b = const; cela entraine ¢ = 0.
Observons que ¢ est continue, car U® est continu en vertu du n°2.
Introduisons [4], [20] deux intégrales (voir (13) et n° 1)

(14) I(o,f) = [ [ logle—¢|™ +/(2) + ()} do(2)d(2)
—llo—glF —llgl*+2b (o8,

(15) I, ) = [ [ fogle—2I™ +f(2) + F(O)hodr(£)d(2)
=|r—olo—lgl*+2b (reTn)

o la signification de , est la méme que dans (12). Pour 7 e Th

(16) Iz, f) = ntlogl/V¥a,, ..., an; f) .

C’est cette relation qui permet D’application de la théorie du potentiel
a D’étude de la méthode des points extrémaux [4], [20]. La mesure on € T’y
pour laquelle a; = xj_1,—1 (D°1) est distinguée dans T, comme celle qui
rend Iyt,f) minimum. On a

(17) U™(2) = —n"'logFu (2, f), Ilon, f) = (n—1)n""log1/va_s,

[ 1don = has(f) -

Estimation de la convergence

6. On trouve dans [4] la démonstration du fait suivant: De toute
suite partielle o, on peut extraire une suite o,ug) —>0*, ol o* €S, et
I(c*,f) <I(o,f) (c€8,). La démonstration de M. Goérski se rapporte
4 'espace, mais elle vaut aussi pour le plan — il suffit d’y écrire log|P—@Q| ™"
au lieu de 1/P@Q. Or, il suit de (14) qu’il existe une seule mesure minimale
dans 8;: la mesure ¢. Don¢ o* = ¢ indépendamment de la suite n(k),
d’ou on —>¢p. Par (5), (11), (12) de [4]

(18) In L Ion, )~>I ZI(p,f) = —llplf +2b.

D’autre part, par (17),(3) (n —1)"*nl, t logl/v qui est done égal & I. Donc
I, <n '(n—1)I, et nous avons par (15), (14), (18)

(19) low—elh < —n~"I .
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Soit Q; la circonférence |2 —x;,,—1| =P, p = max(3,1/a) (n°2);
C*=0u@yu..uvl,_; of, une mesure de densité constante et de
masse 1/n sur Q;, et o = D o},. Soit encore o, = ) 0j, OU Gjn({T)j,n_1})

7 7
= 1/n, o = 0 hors de ce point. Comme la moyenne de la fonction sur-
harmonique I(f) = log|e—¢|™' sur Q; est au plus égale 4 sa valeur au
point x;,,_1, oD a
U%in(2) < U(2) = n""log |z —@j,n—1| "
et puis
(ofuy 0kn) < (Ojny 0kn)  (J #K) .

Comme (c%,, o},) = pn~"logn, on obtient par sommation |o%|* < laalls +
+pn—tlogn. Done par (11), n°2, (13) et (19),

(20) 0 < [l —glf = llohl* —2(p, on) + Il
< llowlls +pn~"logn —2(g, o) + An"" + (¢l
= |loa—gllo+ O (n""logn) = O(n"'logn) .
Or, nous avons donné dans [7], un raisonnement par lequel (20)
entraine

(21) [0n —¢] = O(n~'2logn) et [on—@] = O(n"'2logn),
ou [ ] est une norme définie pour des mesures e S par

(22) [8] = sup|B(L)|,

la borne supérieure étant prise pour tous les arcs de Jordan L C (. Rap-
pelons un lemme, démontré dans [7] (37), que nous écrivons ici sous la
forme générale

(23) | [ (&) dp@)] < [BIVarh(0), ¢ €} .
C

Par (21) et (22)

(24) |U°(2) — U%(2)| < V (2)0(n "logn),

V() = Var{logle—¢| ', CeC}, 2¢C.
Done par (17), (13)
(25) |n7tlogF, (2, ) —W(2, /) +b| < V(2)O(nlogn) (2¢ ().

Nous avons encore a calculer b. Intégrons (13) par rapport & ¢; comme
¥ = f sur C, on obtient & 1’aide de (18)

b=lplt—[fdp = I— [fdp.
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La formule approchée naturelle sera alors

ba by =In—[fdou.
Or,
In—1I = |lon—glls = O(n"logn)
par (19), (20) —et
[ 1don = [ fdp+0(nrlogn)
par (21), (22), done
b = b, + 0(n2logn) ,

et (10) est ainsi démontré (voir (17) et les remarques qui suivent (18)).

7. Remarque. Les dérivées convergent aussi, et nous avons par
exemple

0

2 vy - L F, f)l =| [ Die, tyaon—0)| < Ve 0 e10gm) ,

Va(2) = Var{D(z, (), « C},

0 1 cosarg (s —{)
D) = a8 g~ T T g

(2 =xz+1ye C),

voir (23), (21), (17), (13).
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