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Abstract. The Cauchy problem u, = f(x, ¢, u, u,, u,,), u(x, 0) = @(x), xeR, is treated with
the so-called longitudinal method of lines under the classical growth condition
l@(x)| < C exp (Kx?), xeR. Given h > 0 and a truncation parameter X = nh > 0 under suitable
regularity conditions, estimations for the line method approximations v} = f(ih, t, v;, dv;, 6 v;),
v;(0)=(ih),i=0, £1,..., £n are given as Xh — 0 for 1 — 0. The idea of proof goes back to
Krzyzanski [3] who proved existence theorems for unbounded domains when a corresponding
theorem for bounded domains is available. We get results related to the works of Kamynin [2],
Walter [6] and Voigt [4].

1. Einleitung. Wendet man die longitudinale Linienmethode auf das
Cauchyproblem

U, = u,,, (x, t)e Rx(0, T,
u(x, 0) = p(x), xeR,

an, so erhilt man mit h > 0 das folgende Anfangswertproblem fiir ein System
abzihlbar vieler Differentialgleichungen:

(1

U;:%(ul_+l—2v,-+v,-+1), IE(O, T]’

v;(0)= o (ih), ieZ.

Kamynin [2] bewies, dass die Losungen des Problems (2) fiir & — 0 gegen die
Losung des Problems (1) konvergieren, wenn nur ¢: R — R stetig ist und der
Wachstumsbedingung

2

3) lo(x)] < C exp (K|x| log (1+]x])), xeR
geniigt.
Walter [5] hat die Behandlung der Linienmethode durch Verwenden

von Differentialungleichungen methodisch leichter zuginglich gemacht. Auf
dieser Grundlage konnte Voigt [4] zeigen, dass die Losungen des durch die
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Anwendung der Linienmethode aus (1) hervorgehenden zu (2) analogen
Anfangswertproblems sogar unter der Wachstumsbedingung

(4) le(x)} < C exp (Kx?),. xeR

gegen die Losung des Problems (1) konvergieren, wenn man nur die in (2)
auftretenden Stiitzstellen x;: = ih, i€ Z, durch geeignete nichtadquidistante
Stiitzstellen ersetzt.

Die vorliegende Arbeit kniipft an die bereits erwidhnte Arbeit von
Kamynin [2] an. In jener Arbeit wird ein Konvergenzsatz fiir die abgeschnit-
tenen Anfangswertprobleme

v; =Fli (Vi+1—2v;+v;-y), te(0, T], il <n,

v;(0)= @ (ih), li| < n,
fiir Xh<1, X =nh - oo, unter der Wachstumsbedingung
(5) lp(x) < Cexp(K|x|*7%, xeR,6>0

bewiesen. Dabei ist v; = 0 fiir |ii =n+1 und @: R — R stetig.

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie ¢in derartiger Satz fiir
nichtlineare, parabolische Analoga zu (1) unter der Wachstumsbedingung (4)
erhalten werden kanr, Die fiir numerische Zwecke einschneidende Forderung
vy =0 fiir |if = n+1 kann dabei fallen gelassen werden. Schliesslich wird
speziell fiir die Warmeleitungsgleichung Konvergenz unter der Voraussetzung
¢": R—R stetig und |@”(x) < Cexp(Kx?), xeR, bewiesen. Unser
Vorgehen stiitzt sich auf die Methode der Differentialungleichungen. Eine
‘Verallgemeierung auf héhere Raumdimensionen ist mdglich.

2. Bezeichnungen. Problemstellung. Es scien I das Intervall 0<t< T, I,
das Intervall 0 <t < 7T, N, Z und R die Mengen der natiirlichen, ganzen und
‘reellen Zahlen. Wir betrachten das nichtlineare Cauchyproblem

(P) U, =f(x’ L, U, Uy, uxx)’ (xa t)ERXIo,
u(x, 0)= o(x), x€eR,

wobei die Funktion ¢: R— R der Wachstumsbedingung (4) geniige. Die
recllwertige Funktion f(x, ¢, z, p, r) sei stetig auf R x 1, x R*. Weiter gebe es
Konstanten > 0, a, = 0, by = 0 und ¢, > 0 derart, dass

(6) fetzop,N=f(x t,z, p, A2 n(r—P fiir r>F
und

(7 fx bz, p,r)=f(x,1,2,P, F)

< ag(1+x%) (z—2) +bo (1 +|x)) [p— pl +coIr — 7
fir z>2Zz, p, p, r, Fe R sowie (x, 1)e R xI,. Schliesslich sei noch

(8) |f(x,t,0,0,0)] < Cexp(Kx? fiir (x,t)eRxI,.
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Im folgenden seien h > 0, x; =ih fiir ieZ, |if <n und X = nh. Ist v = p(1)
= (i (1))icz, SO setzen wir

Do, = Vi+1—Vi-1 —2v,+0v;_,
= Al _i-l

2h ’ h?

Ist v(t) = (v;(t)}ij<n» SO seien Sv; = Dv; und 6%v; = D?v; fiir |ij < n sowie

fir ieZ.

Dzv_ — Ui+
i

50" =%, 62U" —_ V'H-l—i';n-'-vn—l ,
6v_n=u—n+1;hV—n—l, 5Zv_n=v—n+l_'21;l;n+v—n—l )

Dabei geniigen die Funktionen V, fiir | = n+1 der Abschitzung (14).
Wir betrachten nun das abgeschnittene Anfangswertproblem

v =f(x;, 1, v;, Ov;, 6%v), tel,, i <n,
1;(0) = @(x;). il < n.
3. Quasimonotonie. Es seien v =(vy, ..., v,), w=(w, ..., w,) sowie
gt,v) =(g,(t, v), ..., gm(t, v)) fiir (z, v)elo x R™. Die Vektorungleichung
v < wist durch v; < w, fiir i = 1, ..., m erkldrt. Die Funktion g: I x R" — R™
heisst quasimonoton wachsend in v, falls fiir jedes i = 1, ..., m aus v < w mit
v; = w; stets g;(t, v) < g;(¢t, w) folgt. In diesem Zusammenhang zitieren wir
den folgenden
MoNOTONIESATZ. Ist g: Iy X R™ — R™ quasimonoton wachsend in v, sind
die Vektorfunktionen v(t), w(t) stetig in I und differenzierbar in I,, und ist

(PX)

(a) v(0) < w(0)

und

(b) U"‘g(f, v)<wl_g(ts W) in 109
dann ist

v(r)<w(t) inl.

Einen Beweis dieses Satzes findet man etwa bei Walter [7].

Hitrssatz. Ist bo(14+X)h < 2n, so ist die rechte Seite des Systems
(P%) bei beliebiger Wahl von V, fiir lii = n+1 quasimonoton wachsend in
V=(U_ps ... Uy, Ugs Uy .euy U,).

Beweis. Essel il <n,v=(v_,,...,0,) S (W_,, ..., W,) = w sowie v; = w;.
Mit (6) und (7) folgt dann

f(xi’ I, w, 5wia 62W§)_f(x§, t, v, (sU‘-, (szU.-)
= n(0° w;— 8% 1)) — bo (1 +x;)) |dw; — )]

1
?W :2ﬂ—bo(l+X)h}- :(W,'+1—vi+l)+(wi_l_v'__l)} > 0.
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Eine dhnliche Abschédtzung gilt im Falle li| = n.

4. Eine Oberfunktion fiir (P). Im folgenden seien 0 < K < L< M < N,
o <d, 4NdT < 1 sowie

c=c()=0c(t: M, L)y=M(1 _—4Ndr)“—(M—L)
und
W=W(x,t)=Wi(x, t; M, Ly=C(1—4Ndt)" "% exp (6x2 +1).
Wie man leicht nachrechnet, ist
W,=20xW, W.,=20(1+20x)W
und
W, =[4AMNd(1 —4Ndt)"* x>+ 2Nd(1—4Ndt) ' +1]W.

Im folgenden wihlen wir a, = 0 und b, = 0 in (7) hinreichend klein. Es seien

(9) aO S a-; bo s b, Co s C,
O0<a<min L, 1/L} (M=L)¢y,, ba<L(M—L)c,, c<d.
Dann ist

1
(10) W (W, —a(1+x?) W—b(1+|x]) W] —cW,,]
= x? {4MNd(1 —4Ndt)"2—4M?*c(1—4Ndt) 2 +8M (M —L) c(1—4Ndt)~ ' —
—4¢(M—L) —a—2bo} —
—2ba |x|+ {2Nd(1 —4Ndt) ' —2Mc(1 —4Ndt)" ' +2(M—L)c+1—a)
> x2 14M (Nd— Mc)+4Mc(M — L)+ Le(M—L)! —2L{M — )c|x| +

+%2(Nd-Mc)+2(M—L)c+l—%(M—L)c+L(M~L)c-—b(M—-L)c}
> Le(M—=L) (x| —1)2+4Mx? {(Nd—Mc)+c(M—=L)} + (2(Nd— Mc)+1}
> 1.
Ist u(x, 1) cine Losung des Problems (P) au: Rx I, so gilt die Abschitzung
(1 lu(x, N} < W(x, t; L, K).

Zum Beweis verwenden wir das Lemma von Nagumo—Westphal (vgl. Walter
[7]). Wegen (5) gilt namlich

lu(x, 0)) = |o(x)] < C exp (Kx?) < C exp (Lx*) = W(x, 0; M, L).
Fiir den Nachweis der Defektungleichungen
W>fx, t, W,W,, W) und W > —f(x,t, -W, -W,, -W,))
geniigt wegen (7) und (8) der Nachweis der Beziehung
(12) W, > ag(1+x3) W+bo(1+|x)) Wil +co W+ W.
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Dies ist nach (10) mdglich. Demnach gilt |u(x, 1)) < W(x, t; M, L), woraus
(11) durch Grenziibergang folgt.

5. Eine Oberfunktion fiir (P%). Es sei W, = W)= W,(1: M. L)
= W(x,, t; M, L) fiir |i] < n. Gilt nun Xh — 0 fiir # — 0, so ist nach Nr. 3 dic
rechte Seite des Systems (P%) quasimonoton wachsend fiir kleine i > 0. Wir
wollen zeigen, dass fiir jede Losung (v_,, ..., Vg, ..., 1,) des Anfangswert-
sroblems (P%) stets

(13) lo; (1) < Wi(r) fiir |i| <n
gilt, wenn nur die Funktionen V(1) fiir fil = n+1 der Abschitzung
(14) V(O < W(xpyq, t: L, K)  fiir |i] = n+1

geniigen. Zum Nachweis von (13) verwenden wir den Monotoniesatz aus
Nr. 3. Zunichst weisen wir die zu (12) analoge Ungleichung

(15) W > ag(1+x7) W+bo(1 +|x)) [DW]+co D> W+ W,  fiir [i <n

nach.
Wegen der Abschdtzungen
DW, sinh 2o6x;h .. sinh 26Xh .,
— ed g _— ea
W, (x;, t) 20x; h 20Xh

0 <jij<n

und
Dz u/l —_ th(éh t) <
Wee(Xi, ) Wiglxiy 1)

"M 4 26(2Xh+hY)]  (lil < n)

gibt es zu b > b, und ¢ > ¢, (vgl. (9)) ein ho > 0, so dass fiir h < hy, |i| < n
und tel, gilt

(16 bo|DW] < b|W,(x;, 1)) und coD?* W, < cW ., (x;, 1).
Wegen (10) gilt also die Ungleichung
(1) W —ag(1+x7) W—bo(1 +|x) IDWj| —co D* W — W,
> W —a(l+x7) W,—b(1 +|x) |W,| = cW, .~ W, > 0.

Nach (7) und (8) folgen daraus die fiir die Anwendung des Monotoniesatzes
erforderlichen Defektungleichungen

m’>f(xiv t’ vVi* DW’ DZPVI) und IIVI',> _f(xl" f, _ma —DW,, —-D? W)

1 L3
fiir |i| < n.

Der Fall |i| = n erfordert eine gesonderte Behandlung. Zunichst bemer-
ken wir, dass /i, > 0 von Anfang so klein gewihlt werden kann, dass fol-
gende Beziehungen fiir 0 < h < hy gelten:

(18) 8'W,<0 und &*W._, <0,
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(19) (Wi 1= Vor)) =3 (D> W,— W) > 0,
(20) boh(1+X) <.
Dabei folgt (18) aus der Abschidtzung
A < Wory (15 L, K)_2+W,.-1(f)
W, W.(t; M, L) W. (1)

<exp [o(t: L, K) 2Xh+h?)—(L—K) X?]—2+
+exp[o(t; M, L) (—2Xh+h?)],

und der Tatsache, dass die rechte Seite fiir h — 0 wegen Xh >0 und X — ¢
gegen —1 strebt. Die Formel (19) folgt aus

2 —
h? D_%“/_VV,, =2(e"" -1 —ahz)+2(cosh 26 Xh—1 —%(ZGXh)z) -0
sowie "
Wit (6 M, L)—VVr|+l(r;L‘sK)_’1
W,(t; M, L)
fiir h—-0.

Mit (6), (7), (8), (10), (15), (16), (18), (19) und (20) folgt dann
(1) W,—f(X,t, W,, oW,, W,
=W, +[f (X, t, W,, W, W )—f(X, t, W,, 6W,, 6> W,)1—
—[A(X, t, W,, 6W,, W,,)—f(X,,0,0,0]-/(X,¢0,0,0)
> W, +n (W, —8* W) —ao(1+ X*) W, —bo (1 + X) |8W,| —cW,,— W,
2 (Wy—ao(1+ X)W, —b(1 + X)|W| —c W, — W,} +n(W,,—D* W)+

1
+W Wos1—=Var)) [2n—=bo h(1 + X)]

n
2 h_z {%(Vyrwl - Vn+1)_hz“)2 "V,,—Wn)} > 0.

Ebenso erhilt man W, > —f(X,t, —W,, —6W,, —6*W,). Der Fall i= —n
wird analog behandelt. Damit ist (13) bewiesen.

6. Ein Abschitzungssatz. Es sei =u(x,t) die Ldsung des
Cauchyproblems (P) auf R xI. Weiter seien B(X, h) = 0, y(X, h) = 0 sowie
(22) a(X, h) = bo(1+X) B(X, ) +cov(X, h),

und es gelte Xh— 0 und a(X, h)h? exp (L—K) X?) - oo fiir h—0. Gelten
dann fir 0 < h < hy die Abschitzungen

23)  lus(x 0= Dug(0) < BX, WW(e; LK) fiir i < n
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und

(24) lex (i, )= D? (D] < y(X, B) Wi (t; L, K)  fiir [ < n,
dann ist fir 0 < h < hq

(25) u(x, )—v ()] <a(X, h) Wi(t; M, L) fiir |i| <n.

Beweis. Wir verwenden wieder den Monotoniesatz aus Nr. 3. Wir
setzen g;(t) = o(X, hy W(t; M, L) fiir Ji| <n. Wegen ¢;(0)>0 fir jil <n
geniigt also zum Beweis von

(26) U S Ut o
der Nachweis von

(27 & =[xt i+ @i, (i +0), (i +@))—f (X, 1, u, 1y, uyy)

und zum Beweis von |

(28) =0 <y

der Nachweis von

(29) 0 = f(xi 1, u, Uy, u)—f (i, 1, 45— 0, 8(;— @), 0% (4~ ).

Im Fall }ij < n ist

(30) ¢ > ao(1+x7) e +bo(1+1x]) (1Deif +lus— Du) +¢o (D? g + [z~ D wy)

hinreichend fiir (27) und (29). Beriicksichtigt man (17), (23) und (24), so
geniigt es, a wie in (22) zu wihlen.

Nun zum Fall i = n. Berilicksichtigt man (18), (21) und (22), dann erhalt
man die Abschédtzung

Q;l_f(x’ [, U, +Qp» (5(un+Qn)a dz(un"' Qn))+f(X’ L, u, u,, uxx)
=aW/+f(X, t,u, ug, u)—f(X, t, u+oaW, u +adW,, u,  +ad?W,)+
+f(X, t, u+aW,, u,+adW,, u, +ad*W,)—

1
—f(X, t, u+avvm Dun+a6u/n+§’; [(I_a) V;|+1 —un+1]’ Dzu,,+a62 an+

1
32 10— Vst
> W, —aq (1+ X)W, — bo (1 + X)a [3W,] ~ 10 Wy~

|
—bo(1+X) {qu_Dunl+2—h I(1=2) Vo s —u,.ﬂl}—

1
—Co %tuxx—Dzunl'*'h*z |(1_a) Vn+l_un+1)|}

2o (W +n(We—3* W)—ao(1 + X)W, —
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—bo(l+X)|6W|—cW,x,+a(c—n)W,,
—aW,(t; L, K)— e (ol + X)h+2c] (x+2)W, ., (t; L, K)
= (W,(t; M, L)—W,.(t;L,K))+

|
el {4L(c—n)ah* exp (L—K) X?)—

—[ho(14+ X) h+2co] (x+2) exp (6 (2Xh + h?)} W, (t; L, K)
= 0.

Dabei ldsst sich die letzte Ungleichung wegen W, (t: M, L) > W,(r: L, K)
und Xh — 0 sowie ah® exp (L—K)X?)— oo fiir kleine h > 0 erreichen.

7. Ein Konvergenzsatz im Falle der Wirmeleitungsgleichung. Es sei
eeCY(R) mit |@” (X)) < Cexp(Kx?), xq#0, 2<r <4, h =|xo|27% n
= [r*] und X, = n, h. Ist u = u(x, 1) die Losung des Cauchyproblems (1) mit
T<1/4K und ist v®(1) = (%, (1), ..., 9, (0), v (1), P (1), ..., 0¥ (1) die
LGsung des Systems

v} = 0%y, te(0, T1,
0:(0) = @Gihy), il <,

dann gibt es ein koeN so dass fiir alle kK > ko und alle te[0, T] gilt

(£ x0, =04, () < |xo| 2! ¥ W(xo, t: M, L).

Beweis. Mit der Fourier—Poisson-Formel fiir die Losung des Problems
(1) ergibt sich fiir re(0, T] die Abschidtzung

s

vz 1t
| xxx(C’ ’)I - = J\ €xp (_-4"_) ® (Y"'é)d}”
2\/ bie1 t
p exp (——Kéz )
C y? , 1—4K:t
< €Xp ——+K(y+€)") dy =C
2 /mt f ( 4t V' 1-4Kt

-7

< W, ¢t; L, K).

Daraus ergibt sich also mit x{¥ =in,, |i < n,, die Abschitzung
[ (X, 1) = D? 1 (1)] < Py [thg (E, 1) S HW(EM, 15 L, K)
< hyexp (e QX h+hD)) WM, t; L, K)
<2 W(®, t: L K)
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fiir alle k > k,. Setzt man im obigen Abschitzungssatz b, =0, ¢, =1,
a{X, h) = 2h, dann gilt

a(X, hyh? exp (L—K) X?) = 2h* exp (L— K) X?) - o0,

so dass die Behauptung mit i = +2* unmittelbar folgt.
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