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1. Einleitung. Es sei R der Konvexring im R? ausgestattet mit der
Hausdorff-Metrik. Im folgenden werden die Isometrien von R auf sich
bestimmt, ferner gewisse Isometrien in sich.

R? bezeichne den d-dimensionalen euklidischen Raum (d>1) und
E seine Einheitskugel. Fiir A, B c R? und 1€ R sei

A+B:={r+y |vecAd,yeB} und Ad:={ir| xed}.

Auf der Menge & der nichtleeren kompakten Teilmengen des R® kann
man eine Metrik 4 in folgender Weise definieren:
Fir A, Be{ sei

6(A,B):=inf{AeR* | Ac B+1E,B c A+ iE}
- = max{sup inf|lx —y||, sup inf|jz—y|}.

x€A yeB zeB yeAd

6 heiflt die Hausdorff- Meirik auf K (s. [4], S. 293). Neben & betrachten
wir die Menge @ der nichtleeren kompakten und konvexen Teilmengen
des R?, also der (eigentlichen und uneigentlichen) konvewren Kérper und
die Menge R der nichtleeren, endlichen Vereinigungen von konvexen
Korpern. R heiBt der Konvexring im R? (s. [3], S. 236).

Unter den zahlreichen Aussagen iiber €, R, & gibt es relativ wenige,
dic sich mit den metrischen Réumen (¢, d), <R, &>, (K, 6> befassen.
Vielfach wird nur die Topologie betrachtet, welche durch 8 erzeugt wird.
Schneider hat in [6] die Frage nach den Isometrien dieser Rdume ange-
schnitten. Er hat fiir d > 2 gezeigt, daB es zu jeder Isometrie I von {C, é>
auf sich eine Isometrie ¢ des R? auf sich gibt, sodaB fiir alle C € € gilt
I(C) = 4(C). I wird also durch ¢ erzeugt. Die Umkehrung ist klar.

Im zweiten Abschnitt werden die Isometrien von (G, é), (R, &),
(], 6> in sich bestimmt, die wenigstens einen Punkt in einen Punkt
uiberfiihren.
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Die Isometrien von (R, 6> auf sich werden im dritten Abschnitt
angegeben. Dabei werden wir auch den von Schneider nicht behandelten
Fall d = 1 bei den Isometrien von (¢, é) auf sich betrachten.

Il und | bezeichnen die Norm und die Orthogonalitéitsrelation im R?.
Fir A « R? seien bd A, intA4, affA und convA der Rand, das Innere,
die affine und die konvexe Hiille von A. aff, A sei das Translat von aff A
durch den Ursprung o. Ist A € €, dann bezeichnet dim A4 die Dimension
von A. Fiir p € R* wird statt {p} auch einfach p geschrieben.

2. Spezielle Isometrien von (€, 6>, (R, 6> und (K, 6> in sich.

SATZ 1. Die Isometrien von {C, 6), (R, 6> und {K, &) in sich, die min-
destens einen Punkt wieder in einen Punkt iiberfiihren, sind genau die Ab-
bildungen, welche durch die Isometrien des R® auf sich erzeugt werden.

Beweis. Die Beweise fiir € und R ergeben sich aus dem fiir & durch
naheliegende Vereinfachungen. Wir betrachten daher nur den Fall K.

Jede Isometrie des R? auf sich erzeugt offenbar eine Isometrie von
{8, 8> auf sich, die Punkte in Punkte iiberfiihrt.

I sei nun eine Isometrie von (&, 6) in sich, die mindestens einen
Punkt in einen Punkt iiberfiihrt. Wir zeigen

(1) M:= {peR®| I(p) ist nicht einpunktig} ist konvex.

Andernfalls kann man p,q € M und r € conv {p, ¢} so wihlen, daB
r ¢ M gilt. I(r) ist also einpunktig, etwa gleich {8}. Da I eine Isometrie ist,
folgt aus I(r) = s

(2) I(p) cs+lp—rlE,
(3) I(g) =s+lg—riE.
Wegen p € M enthalt I(p) mehr als einen Punkt. Aus (2) ergibt sich

daher I(p)+AE o s+ ||g— || B fiir ein passendes 4 [0, [p—rl+ llg—rI[.
Daraus, aus (3) und da wegen r € conv{p, g} jedenfalls |[p—7|+[lg—r|

= [|lp—qll = é(p, q) ist, folgt

(4) I(p)+AE > I(g) fiir ein passendes 4 e [0, d(p, ¢)[.
Auf analoge Weise zeigt man

4') I(¢)+uE o I(p) fir ein passendes u € [0, d(p, 9)[.

Die Aussagen (4) und (4') zusammen zeigen, daB &(I(p), I(q))
< é(p, q). Widerspruch. Damit ist (1) bewiesen.

Wir zeigen nun
(5) M=0.

Jeder Punkt von R*\ M wird durch I wieder auf einen Punkt des R%
abgebildet, wobei die Abstdnde invariant bleiben. Daher gibt es jeden-
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falls eine Isometrie ¢ des R® auf sich, sodaB J, definiert durch J(A4)
:={"}(I(4)) fir A € K, eine Isometrie von (&, 8) in sich ist, die jeden
Punkt von R®\M fest 1aB8t. Da I mindestens einen Punkt wieder auf
einen Punkt abbildet, ist M # R® Ferner ist M wegen (1) konvex. Wir
konnen also einen abgeschlossenen Halbraum H < R*\ M wiahlen. n sei
ein nach innen weisender Normaleneinheitsvektor von H. Angenommen,
(b) ist falsch. Dann sei p € M gewahlt. J ist eine Isometrie von (&, 6),
die jeden Punkt von R*\ M und damit auch von H fest 1aBt. Es folgt
J(p) = ¢+ llp —qll E fiir alle ¢ € H. J(p) liegt also auf dem von p in Richtung
n auslaufenden Halbstrahl. Wegen p € M ist I(p) und damit auch J(p)
nicht cinpunktig. Auflerdem ist mit I(p) auch J(p) kompakt. Es gibt
also Zahlen 4, u e Rt U{0}, 1 < p, mit

(6) {p+in, p+pn} c J(p) = conv{p+in, p+pun}.

Es sei nun » € Ju— 4, -+ oo[ so groB gewahlt, dal
:=conv{p+(A+»)n,p+(u+»)n} c H
ist. J ist cine Isometrie von (R, ), die jeden Punkt von H fest 1iBt.
Damit gilt
J(A)c g+ 6(¢q, A)E uwnd g¢q<J(4)+6(q, A)E fiir alle ge H.

Es folgt

(M) {p+@+9)n, p+(p+r)n} < J(4)

c A = conv{p+(A+»)n, p+(A+v)n}.
Wegen

conv{p + in, p+ un}nconv{p +(A+»)n, p+(A+»)n} =G
(v € Ju—24, +oo[!), (6) und (7) ist
v = 5(J(P)1J(A)) =6(p, 4) = pu+v>v.

Widerspruch. Damit ist (5) bewiesen.

Nach (1), (5) und der Definition von J( = +~'I) ist also J eine Iso-
metrie von {8, 8), die jeden Punkt des R? in sich iiberfithrt. Nun gilt
folgendes:

(8) Es sei A € & Dann ist convA = convdJ(4).

Ist p+ AE, i € R*, eine Kugel im R%, dann sind folgende Aussagen
édquivalent:

Acpt+iBE, 64,p)<i, O(J(4),d(p)=p)<i, J(4)cp+iB.
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A und J (A) liegen also in denselben Kugeln des R?. Daraus folgt (8).
Da cine kompakte Menge die extremen Punkte ihrer konvexen Hiille
enthilt, ergibt sich aus (8) folgende Aussage:

(9) Es sei A € & Dann enthilt J(A) die extremen Punkte von convA.
Wir zeigen nun folgendes:

(10) Es sei Ae R* und p+ 8 sei eine endliche, nichtleere Teilmenge
von p+bdAE. Dann ist p+8 =J(p+8).

Wegen (8) und (9) ist
(11) Jp+8) cp+iE, J(p+8)Nn(p+bdiE) =p+8.

Nun gilt
(12) J(p+8)N(p+intiE) =9.
Andernfalls gibt es einen Punkt p+¢q e J(p+8)nint(p + 1E). Es sei
t=(A—|lql)/2. Wegen u< A/2 ist bdulF +(A—u)E = AE. Daraus und
aus (11) folgt

(13) P+bAuE+(A—p)E =p+AE > J(p+8).
Andererseits folgt aus |igl = A—2u und geJ(p+8)
(13') J(Pp+8)+(A—p)E > p+q+(A—p)E > p+uk.

Nach (8) und (9) ist p+bduF < J(p + pFE) « p+uE. Daraus und
aus den Aussagen (13) und (13’) folgt

8(J(p+8), J(p+uE)) < A—p.

Wegen p+8 c p+bdilE, pep+ul und u < 1 ist
8(p+8, p+upE) =a.
Widerspruch zur Isometrie-Eigenschaft von J. Damit gilt (12). Aus (11)
und (12) folgt (10). Die nichste Aussage lautet folgendermafen:

(14) Essei A eR. Dann ist A = J(4).

Angenommen, 4 ¢ J(A). Es sei p € AN\J(4). Wegen der Kompakt-
heit von J(A) ist
(15) pi=inf{la) | p+aeT(4)}/2> 0.

{p+a+(le|—u)intE | p+a eJ(A)} ist daher cine offene Uber-
deckung von J(A4). Da J(A) kompakt ist, kann man eine endliche Teil-
iiberdeckung auswahlen, etwa |p+a,+ (o] —p)intE | ke {1, ..., n}).
Fir ve[1, +oof und k¥ = {1, ..., n} gilt offenbar

T+ (o)l — u)int B < vy +- ([vw| — p)int K.
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Wiahlt man nun »,, ..., v, € [1, +oo[80, da |y, ;|| = ... = |, z,]| =: 24
gilt, dann ist, wenn wir noch y, : =»,2,, ..., ¥, : = v, 2, setzen, offensichtlich
{p+v+(A—p)intE | ke {l,..., n}] eine Uberdeckung von J(4). Ist
8:= {1y ..., Y} (= DAAE), so folgt jedenfalls
(16) P+8+(A—wE > J(4).

Andererscits ergibt sich aus der Definition (15) von pfiir k e {1, ..., n}
offenbar |z;|| > 2u. Daraus und aus y, = v.x, mit v, € [1, +oo[ folgt
e — 2l = lyell — Il < 2—2p, d.h.

(16') p+8cd(A)+(2—2uE.

Nach (10) ist p+8 = J (p + 8). Das, zusammen mit den Aussagen (16)
und (16’), zeigt, daB 8(J(p+8),J(4))<A—pu. Wegen pe A und p+8
< p+bdAE ist jedenfalls d(p+ 8, 4) > A. Widerspruch zur Isometrie-
Eigenschaft von J. Damit ist (14) bewiesen. Durch Vertauschung der
Rollen von A und J(A4) kommt man nach einem ganz analogen Beweis zu
folgender Aussage:

(17) Es sei A e K. Dann ist J(4) = 4.

Aus (14) und (17) folgt J(A) = A fir alle A e K. Wegen J = i~'I
ergibt sich daraus I(A4) = ¢(4) firr alle A € K. I wird also durch die Iso-
metrie ¢ des R? crzeugt.

Damit ist der Satz bewiesen.

3. Die Isometrien von (R, 6> auf sich.

SATZ 2. Die Isometrien von {&, 6> und (R, 6> auf sich sind genau die
Abbildungen, welche durch die Isometrien des R* auf sich erzeugt werden.

Beweis. Der Beweis fiir € ergibt sich aus dem fiir R durch auf der
Hand liegende Vereinfachungen. Wir gehen daher nicht niher darauf ein.

Jede Isometrie des R? auf sich erzeugt eine Isometric von (R, ¢
auf sich.

Es sei nun I eine Isometrie von (R, ) auf sich. Wir zeigen zunichst
folgende Aussage:

(1) Es sei p,qeR% p +#g. Dann ist I(p) < bd(I(g)+ llp — gl E).

Angenommen, I(p) < bd(I(¢)+|lp—4qlE). Da wegen 8(I(p),I(q))
= 4(p, 9) = llp—4q|l jedenfalls I(p) = I(q)+Ilp—qIlE gilt, mub

I(p)nint(I(g)+|lp— gl E) + O
sein. Fiir 1:= ||p—¢||/2 ist daher
(2) A:=(I(p)+AE)n(I(q)+AE)eR, intd #0.

Wir zeigen
{3) I(p)c A+2E, 1I(q)c A+iE.
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Es sei # € I(p). Aus 8(I(p), I(q)) = llp—gll = 24 folgt I(p) = I(g)+
+2AE. Zu z gibt es also y € I(q), 2 € E mit x = y+424z. Daraus ergibt sich

a+A(—2) =y+A2e(l(p)+AE)n (I(9)+AE) = A

und somit v € A+ 42 <« A+ AE. Damit ist die erste Inklusion in (3)
bewiesen. Dic zweite ergibt sich auf analoge Weise. Die Aussage

(4) AcI(@)+iE, AcI(q)+iB
folgt unmittelbar aus (2). Aus (3) und (4) folgt
6(1(1’)7 A): 6(A1 I(Q)) < 4.

Wegen 6(I(p), I(g)) = llp—qll =24 ergibt sich daraus wegen der
Dreiecksungleichung

(b) 8(I(p), A) = 6(4, I(q)) = A.

Nach (2) ist int A # . Wir schneiden nun aus A einen offenen Wiirfel
heraus, der ganz in intA liegt und einen Durchmesser < A hat. Fiir den
verbleibenden Bereich B S A gilt BeR und B+ AE = A+ AE, d.h. (3)
und (4) gelten auch, wenn man A durch B ersetzt. Daher ergibt sich auf
genau dieselbe Weise wie (5) die Aussage

(6) 5(I(p), B) = 8(B, 1(q)) = A.

Da I surjektiv ist, gilt A = I(C), B = I(D) fiir passende O, D € R.
Wegen A # B ist C #* D. Da I eine Isometrie ist, folgt aus (5) und (6)

d(p,0) =48(C,q) = dé(p, D) =48(D,q) =4 =lp—dgl/2.
Wegen der Definition von ¢ gilt daher C, D < (p+AE)n (¢+ AE)
= (p+4)/2, also C = D = (p+ q)/2. Widerspruch zu C s D. Damit ist (1)
bewiesen.
Die nichste Aussage lautet wie folgt:
(7) EsseiCe(, dimC < dund 2 e R*. Dann haben alle echten Seiten
von C + 2E eine Dimension < dim C. Die dim C-dimensionalen Seiten
haben die Form O+ e mit e e (aff,C)*n bd E.

Aus [2], S. 81, entnimmt man folgendes:

Die echten Seiten von O+ AE sind genau die Mengen der Form
(Cn H)+ Je, wobei H eine Stiitzhyperebene von C ist und ¢ ein Normalen-
einheitsvektor von H, der in den (in einen) von C freien Halbraum weist.
Es sei nun (Cn H)4 Z¢ eine echte Seite von C+ AE. Thre Dimension ist
offenbar < dimC. Gilt Gleichheit, so mu8 C = H, also auch affC « H
gelten, d.h. sie ist von der Form C - 4¢ und es ist

¢ € (aff,H)* nbd E < (aff,C)*NbA E.
Damit gilt (7).
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Wir zeigen nun folgendes:
(8) Es sei B,OeC, N:= (aff,B) und A € R*. Ferner gelte
Bnint(C+AE) =@, B':=Bnbd(C+AE)eC
und
dimB = dimB’ > dimC.
Dann sind affB, affC Translate voneinander. Ist b € B’, dann sind
(b+N)NB (= b) und (b+ N)NC zwei Punkte mit dem Abstand 4.

Es ist dimC < dimB’ < d. Nach (7) haben die echten Seiten von
C + AF eine Dimension < dimC und Gleichheit gilt fiir die Seiten der
Form C + Ae mit ¢ e (aff,0)' "bd E. B’ hat die Dimension dimB und liegt
in einer echten Seite von C + AE. Es folgt dimB = dimC und diese Seite
ist von der Form C+ e mit e e (aff,C)1 Nbd E passend. Ferner gilt

aff B = aff B’ = aff(C + Ze).

affB und affC sind also Translate voneinander. Es folgt N
= (aff,B)* = (aff,C)*. Daher gilt fiir jedes b € B’ wegen B’ = B jedenfalls
(b+N)NB = b und wegen B’ = C(+ e auch (b+N)NC = b— Ae. Somit
ist (8) bewiesen.

Es sei nun A € € ein Korper maximaler Dimension, sodafl A4 in
der Bildmenge eines Punktes des R? liegt, etwa A < I(r). Ferner sei
N := (aff,4)* und a sei ein fester Punkt in A.

Fiir jedes p € R% ist I(p) die Vereinigung von endlich viclen konvexen
Korpern der Dimension < dim A. Wir halten eine solche Darstellung von
I(p) fest, etwa

I(p) =B,v...UBU...UB,,.

Dabei seien B; (¢ <1) die Korper mit aff B; = aff A (I > 0). Man
sieht leicht, daB B,V ... U B, unabhingig von der speziellen Darstellung
von I(p) ist. Das wird aber im folgenden nicht bendtigt. Wir definieren.

J(p):=(a4+N)n(B,V... UB)).

Nun gilt folgendes:
(9) Es sei p € R®. Dann ist J(p) endlich.

Wegen aff B; = aff,A fir i e {1,...,1} ist

N = (aff,4)+ = (aff,B;)*.
a+ N hat also mit B; hochstens einen Punkt gemeinsam. Aus
J(p) = ((@a+N)nB,)u ... U((a+N)NB))

ergibt sich nun (9).
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Die néachste Aussage lautet wie folgt:

(10) Esseip, q € R% Dann gilt fiir alle b € J (p), d € J (q) die Ungleichung
b —dil = |lp —qll.

Wegen J(p) < I(p), J(q) = I(q) und (1) ist
J (p)nint(J (g) + lIp — ¢l E) = O.
Daraus folgt (10). Nun gilt folgendes:

(11) Esseip,qeR*und b e J(p). Dann gibt es ein ¢ € J(¢g) mit [|b—cj|
= |lp — g|l, wahrend fiir alle anderen d e J(q) gilt [|b—d| > lip —qll.

Es sei I(q) = Cyv ... U C,U... UC,, wobei genau fiir j e {l,...,n}
aff,0; = aff, 4 (n > 0) gilt. i € {1, ..., I} sei so gewdhlt, daB b e (e - N)NB;
gilt. Dann ist jedenfalls

(12) a+N =b+N.
Aus (1) folgt

»
B; = I(p) = bd(I(g) +lp—qlB) = U bd(C;+lip— gl E)
und daraus jedenfalls
B;nint(0;+llp—qlE) =9 firje{l,...,p}.

Die Teilmenge B; wird also durch die endlich vielen konvexen Koérper
B,nbd(0;+ llp—qllE) (j < p) iiberdeckt. Zur Uberdeckung von B, reichen
schon die Korper der Dimension dimB; (= dimA4) aus. Es sei
B;nbd(C;+ |lp — qll E) von der Dimension dimB;. Da B;n int(C; + [ip —q|| E)
=@, dimB; = dimA4 > dimC; (nach Definition von A4) und wegen
ie{l,...,1} und (8) ist aff,B,= aff A = aff,C;, also j € {1, ..., n}. Ferner
sind (b+N)nB; = bund (b+ N)NC; =: ¢ zwei Punkte mit dem Abstand
lp—gql. Aus ¢ = (b+N)n0;, je{l,...,n}, (12) und der Definition von
J folgt ¢ € J(g). Damit ist der erste Teil von (11) bewiesen. Wegen (10)
gilt fiir alle d e J(q) jedenfalls [b—d| > ||p —q|. Angenommen, neben ¢
gibt es noch cinen weiteren Punkt ded(g) mit [b—cl = |b—dj
= |lp—qll. Es sei 8:= p—(q¢—p). Dann ist ||s —p|| = [|p —¢q|l. Wendet man
den ersten Teil von (11) auf p, s, b statt auf p, ¢, b an, so sieht man, daf
es ein ¢ € J (8) gibt mit b—ell = [p—3|. Aus [b—c|| = b—d| = [p—ql,
< # d folgt daher

lle—ecll, lle—dll < 2llp—gqll = lls—qll,
wobei in mindestens einem Fall das Kleinerzeichen gilt. Das ist aber ein

Widerspruch zu (10), angewendet auf s, ¢ statt anf p, ¢. Damit ist auch
der zweite Teil von (11) bewicsen.

Wir schreiben nun statt a auch i(r). Fiir p € R? sei 4(p) der — nach
(11) ecindeutig bestimmte — Punkt aus J(p) mit ||¢(p)—i(r)} = llp—rll.
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Die s0 erhaltene Abbildung
(13) i: R% > a4 N ist stetig.
Dazu seien
(14) Doy P1y --- € R mit p, = limp,
gewahlt. Nach Definition von ¢ ist
(13) lpo—7ll = (lim|lp, — || =) lim |ii(p,) —¢(r)]|.

Die Folge i(p,), ... ist also beschrinkt. s sei einer ihrer Hiufungspunkte
und es gelte etwa

(16) s = limé(p,,).

Wegen (11) gibt es Punkte b,, b,,... eJ(p,) mit 6 (24,) — byll
= |[Pn, — Doll, ... Da J(p,) endlich ist, kann man nach eventuellem Uber-
gang zu einer Teilfolge annehmen, da b, = ... =beJ(p,) ist, d.h.
i (2n,) = bll = I, —Doll, ... Daraus, aus (16) und (14), folgt s = b & J (py).
Andererseits gilt wegen (15) und (16) die Gleichheit |jg —¢(r)l| = [|po—1|-
Aus der Definition von ¢ ergibt sich daher 8 = i(p,). Da s ein beliebiger
Haufungspunkt der beschrinkten Folge i(p,), ... war, erhdlt man schlieB-
lich i(p,) = limi(p,) und (13) ist bewiesen.

Wir zeigen nun, daB i eine Isometrie des R? ist:

(17) s sei p,geR% p ¢ Dann ist |i(p)—i(g)l = llp—gl.
Fir 4 € [0, 1] sei ¢(4) := (1 —A)r+ A¢q. Ferner sei

p:=supfie[0,1] | [i(@)—ia)|| = llp—g(A))-

Weil ¢(0) = r gilt und da nach Definition von ¢ die Gleichheit
{e(p) —2(r)l = llp—r| besteht, ist u > 0. Wegen (13) wird 4 angenommen,
d.h. es ist

(18) lli(p)—i(g(m)|| = lp— q(w)li.

Nach (9) ist J(q(u)) endlich. Wegen (11) gilt daher fiir ein passendes
ce Rt

(19)  li(p)—ell = lp—a(p)l+2¢  fir alle ¢ e J(g(u))\ {i(g(n))}-

Wir wahlen e so klein, daf3 die s-Umgebungen der Punkte von J. (a(w)
disjunkt sind. Angenommen, x < 1. Nach Definition von ¢(-) und (13)
kann man ein 1 € Ju, 1] so nahe bei x wahlen, dal
(20) lg()—g(wll <e,  |lila@)—ilg@w)]| <o
ist.
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Aus ||g(4) — q(u)|l < € folgt durch mehrfache Anwendung von (11), da8
die Punkte von J(g(4)) sich auf die disjunkten e-Umgebungen der Punkte
von J(g(p)) verteilen, wobei in jeder e-Umgebung genau einer liegt.
Speziell liegt nach (20) i(g(4)) in der s-Umgebung von i(g(u)). Daraus
und aus (19) folgt

li(p)—dll > Ip —q(u)l+26—e  fiir alle d e J (g(d)\i(g(d)}-
Andererseits ist wegen (18) und (20)

(@) —i(a@)]| < e —a ()l +e.

Unter allen Punkten von J(g(1)) Liegt also der Punkt i(g(4)) dem:
Punkt i(p) eJ(p) am nichsten. Wegen (11) muB also [i(p)—i(g(2))||
= |lp —q(A)|| sein. Wegen 4 € Ju, 1] ist das ein Widerspruch zur Defini-
tion von u. Damit ist bewiesen, dall ¢ = 1 gilt. Wegen ¢(1) = ¢ folgt
aus (18) die Gleichheit [i(p)—7(q)ll = llp —¢| und (17) ist bewiesen.
Nun gilt folgendes:

(21) Es sei p € R% Dann ist I(p) = J(p).

Die Abbildung i: R® - a4 N(< R?) ist nach (17) eine Isometrie.
Daher muB a+ N = R? also N = R? gelten. Aus den Definitionen von
N und J folgt daraus (21).

Zum AbschluB zeigen wir die folgende Aussage:

(22) Es sei g € R®. Dann ist I(q) = i(q).

Wegen i(q) € J(q) und (21) gilt ¢(q) € I(q). Angenommen, (22) ist
falsch. Es seien c¢,d €1(g), ¢ # d, so gewahlt, dal |c—d| minimal ist.
Fiir b:= (¢+d)/2 ist dann der Abstand von allen Punkten von I(q)
grofler als |lc—d||/2, ausgenommen von ¢, d, von denen b den Abstand
lle — d[1/2 hat. Da ¢ eine Isometrie des R? ist, kann man ein p € R? so wahlen,
daB ¢(p) = b gilt. Dann ist b € I(p). b hat von allen Punkten von I(q)
einen Abstand > |ec—d|/2, wobei Gleichheit genau fiir ¢, d € I(q) gilt.
Da wegen (21) die Aussage (11) auch fiir I statt J gilt, ist das ein Wider-
spruch. Damit ist (22) bewiesen.

I ist eine Isometrie von R auf sich, die nach (22) Punkte in Punkte

iiberfithrt. Aus dem Satz 1 folgt daher, daB I durch eine Isometrie des R?
erzeugt wird und der Beweis von Satz 2 ist abgeschlossen.

4. Schlufbemerkung. Die Frage nach allen Isometrien der Riume
(€, &, (R, 6>, (R, 6) bleibt offen (P 1168). Im Fall (€, 3) gibt es auber
den durch Isometrien des R? erzeugten Isometrien noch andere (5. [5]).
Vermutlich werden aber in den Fallen (R, ) und (&, ) alle Isometrien
durch Isometrien des R? erzeugt. Neben der Metrik & gibt cs eine Reihe
von anderen gebrduchlichen Metriken (s. [2] und [6]). Wie hier die Iso-
metrien aussehen, ist nicht bekannt.
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5. Bemerkung bei der Korrektur. Unter Zuhilfenahme von Resulta-
ten dieser Arbeit wurden in [8] und [9] alle Isometrien der Raume
<€, >, (R, 8> und <K, 6) in sich bestimmt. Andere Metriken und der
sphérische Fall wurden in [7] und [10] behandelt.
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