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Résumé. Dans la présente note nous démontrons un théoréme sur Texistence d’une
solution de I'équation différenticlle & retard, définie et bornée dans lintervalle (—oo, + o).

Dans la présente note nous allons démontrer un simple théoréme sur
I'existence d’une solution bornée de I'équation

(1) x'(t) =f(t, x(1), x,),

ou x,(s) = x(t+s) pour —1 < 5 <0. Nous admettons les hypothéses suivan-
tes:

HypoTHeses H,. 1° f(t, x, ¢) est une fonction continue dans D = R xR
xC([—1, 0], R).

2° f(t, x, @) est croissante par rapport a ¢.

3°* On admet l'unicité des solutions de I'équation (1) avec la condition

initiale
(2 x(t, to, ®) = @(t—to) pour to—1 <t <t

pour chaque ¢, et chaque ¢ C([—1, 0], R) (¢: [—1, 0] — R, continue dans
[-1,0].
4° 11 existe M > 0 tel que

3) ft, M,M)<0 pour —0 <t < 400,
4) f@t, =M, —=M)>0 pour —oc <t < +00.

LEMME L,. Sous les hypothéses H, chaque solution de [léquation (1),
x(t, ty, @), avec la condition initiale (2) telle que

(5) llolt < M

existe dans lintervalle [t,—1, +o0) et satisfaite a Tinégalité

(6) IX(t, t09 (p)l S M-



304 Z. Mikotajska

Démonstration. f(t, x, ¢) étant continue (cf. 1°) dans D, il existe pour
chaque fonction ¢ continue dans [—1, 0] une solution x(t, ty, ¢) dans
Pintervalle [to—1, 7) ou T > ty. En vertu de 3° elle est unique. f (¢, x, ¢) étant
croissante par rapport a ¢, chaque solution de (1) telle que |x(t, to, @) < M
dans [to—1, 1) peut étre prolongée sur un intervalle [to—1, t+¢) ou £ > 0.
Des inégalités (3) et (4) il résulte que pour chaque fonction continue dans
[-1, 0] et satisfaisant a (5) la solution x(r, ¢y, @) peut étre prolongée sur
lintervalle [to—1, +o0) et satisfait dans cet intervalle a (6).

HypoTHeses H,. 1° pour chaque a > 0 il existe k, > 0 tel que
©) If@, x, o)l <k, pour |x| <M, |lol <M, Jf| <a.

2° 11 existe deux fonctions continues h(t) et g(x) telles que

(10) g(0) =0,
(11) g(x) <0 pour 0<x<M,

M

dx

12 — = — o,
(12 Jg(x) %

0
(13) h(t) > 0, j'wh(s)d.s':c < 00,
(14) ft, x,9)>h(t)g(x) pour M2x>0 0<ep<<M.

THEOREME T. Sous les hypothéses H, et H, il existe une solution x(t) de
Pequation (1) définie dans Tintervalle (— oo, + o) et telles que

(15) O<x()<M pour —o0 <t < +.

Démonstration. Envisageons une suit quelconque {t,} telle que

(16) t,<t,-y pourn=1,2, ...

(17) th— — 0,

et une suite de solutions de I'équation (1) telle que

(18) x,(t) = x(t, t,, M).

En vertu du lemme L; on a

(19) X, () <M pour t,—1<1t <00,

(20) O0<x,() <M pourt,—1<t<y t,<7y.

Dans lintervalle ¢, <t <y on a l'inégalité

21 Xa(8) > h(£) g (xa(t))
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et par suite
(22) xa(t) 2 z,(t) pour f, <t <y,

ou z,(t) est la solution de I'équation

#'(t) = h(t) g (z (1))
telle que z,(t,) = M.

On a
zpt) It

dz
(23) f m = J‘f(s)ds pour t > t,.

M iy

Lintégrale |f(s)ds étant finie, en vertu de (12), on obtient z,(t) # O pour ¢

'n
> t, et par suite I'inégalité (21) est valable dans tout l'intervalle {t,, + o). En
vertu de (13) et (11) on a

t
(24) 0<(f()ds<c<oo pourt>t,
In

et, en vertu de (12),

' f dz

g(2)
M

d’ou, en vertu de (22) et (24), on obtient

>c pour O<u<uy<M,

(29) M2z, ()>u, pourt,<t<oo,n=1,2,...
et, en vertu de (22), on a

26) M2 x,(t) = z,(t) >u, pour L, <t <
MZ=x,(t)=M > u, pour f,—1 <t <1,

Envisageons a > 0 quelconque. Pour n> N, on a t,—1<t,< —a et par
suite

(27) M2>2x,(t)y>u, pour —a<t<a, n=N,.
En vertu de (9) on a donc
(28) IXa (Ol <k, pour [t <a, n=N,,

d’ot il résulte que Pon peut extraire de la suite {x,(f)} une suite
uniformément convergente dans l'intervalle [ —a, a] vers une solution x(t)
d’équation (1) et

O<ug<x(t)<M pour —a<t<a.
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Du lemme L, il vient
X(t)sM=x,_,() pourt, ,—1<t<t, ,
et par suite en vertu de H; 1°-3° on a
X, () <X (1) pour n=2k, f,-1<t <0,
ug <x,(t) < x,(t) pourn>k, —a<t<a, k=N

C'est-a-dire que x,(f) est décroissante et bornée et par -suite {x,(f)} est
convergente dans tout l'intervalle —o0 <t < + 00 et uniformément conver-
gente dans chaque intervalle borné vers la solution x(t) de I'équation (1)
satisfaisant a l'inegalité

O<ug<x()<M pour —o0 <t < +o00.

Il existe donc une solution bornée de I’équation (1) définie dans tout
Iintervalle (- o0, + o). Le théoréme T se trouve ainsi démontré.

Remarque R;. It est évident que dans ’hypothése H, il suffit d’admet-
tre I'inégalité (14) pour

g <x<M, uy<op<M,

car dans la démonstration du théoréme T l'inégalité (21) suffit dans Yensem-
ble x,(t) = x> z,(t) et z,(t) > uy pour ¢, <t < 0.

Remarque R,. Dans le cas ou 'on admet au lieu de (13) 'hypothése

(13%) ? h(s)ds =c < ©

on obtient I'existence d’une solution x(t) de I'équation (1) telle que
M2x(t)>0 pour —o0 <t < +00

au lieu de M > x(t) 2uy >0 pour —o0 <t < 4+ 00.
Dans le cas de l'inégalité (13*) pour chaque T >0 on a

t T
[f()ds<cr=c+[f()ds pour 1,<t<T
t'l 0

Iz

z,() Zur>0 opourt,<t<T

et

>cr pour O<u<u

et par suite

d’ou il s’ensuit que dans P'intervalle (— oo, T] la suite {x,(r)} est convergente
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vers la solution x(t) de I'équation (1) telle que
M?x(t)2u7>0 pour —o0 <ts T.
T étant quelconque, on a
M2x(t)>0 pour — <t < +w.
ExempLE. Considérons I'équation suivante
(Eo) xX(=e€e "x(t—-1)—¢€x(t).
Dans ce cas on a pour chaque M >0
fe, M,M)=€M(e™! —-1) <0,
f(t, - M, —M)= ~Mé(e ' -1)>0,
1f(t, x, o)l <&M pour |lo]l S M, |x| <M, || <a,
|f(t, x,.0)| > —€x  pour ¢ 20,
c’est-a-dire qu'on peut poser
hi)=¢€, g(x)=-x,

M

d
_J‘Txln]\id—.—-oo pour ¢ —»0, 0 <e <M,
&

(1]
[ edt=1<oo.

L’équation (E,) satisfait donc & nos hypothéses avec (13*) au lieu de (13). Il
existe donc une solution x(t) de 'équation (E,) telle que

O0<x() <M pour —o0 <t < +00.
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