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Sur la stabilité asymptotique de la solution
d’un systéeme d’équations différentielles a paramétre retardé

par Z. MIkozAJSKA (Krakdéw)

Résumé. Dans la présente note nous démonftrons un théordme sur la stabilité
asymptotique de la solution z = 0 d'une systéme d'équations différentielles

@ o (1) = f(t, @ ("))

OU & =0y, e, @, [ =Fsoios fn» 2(0) =2(t+0) pour —A<0<K0, >0, f(£,p(+))
est continue par rapport 4 ¢, ¢ () pourt < 0, p(0) continue dans U'intervalle —h < 0 < 0.
Le théordme en question est une généralisation d'un théordme démontré dans la
note [1]. '

1. Admettons les hypothéses suivantes:

Hyreoraises H,. Il existe une fonction V(z) de classe C* pour o 0,
continue pour & = 0, lelle que

(1.1) V(w)> 0 pour # %0, V(0) =0,
(1.2) Vieg)=P>0 Cpour |@| =1y (ry>0).

Pour chaque ¢(0) continue dans Dintervalle —h<< 00 tel que
®(0) #0 on a

(1.3)  Vop(0)f(t, () = D) Vo (p(O)filts o))

1=1

<gft, 7 (p(0), Plp(—m),_max¥(p(s))

ou la fonction g(f, u, v, 2) satisfait aux conditions suivantes:

Hyrorenses H,. 1° g¢(i, u, v, 2) est de classe O pour 0 u, 0 < 0,
02 0L,

(1.4) g(¢,0,0,0) =0 pour t0.

20 g(t, u, v, 2) est strictement croissanté par rapport & v eb croissante
par rapport & z pour v>20, 2>20, u >0, >0,
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30 Il ewiste une constante M > 0 telle que

(15 g(, M, M, M)<0 . pour 10,

(1.6) g, u, M, M)< 0 pour 0<u M, t>0,
(1.7) gutyu, M, M)< 0 pour 0<u<< M, t>0,
(1.8) limg(t,u, M, M) <yu)<0 pour O<u< M, t=0.

, TEﬁOR.EME 1. Les hypothéses H1 et H, étamt admises la solution & = 0
de Véquation (1) est asympiotiquement stable.

La démonstration du théoréme peut étre basée sur les lemmes sui-
vants:

2. HYPOTHESES L,.
(2.1) (¢, w) est une fonction de classe C* pour =0, w= 0.

Il emiste une comstante M > O telle que

(2.2) F(t, M) <0 pour t=0.
-HyPoTHESES L,. Su@posons que v (t) soit de classe O

(2.3) p(t) < M pour ty—h <t y,

(2.4) o' (1) < P, 'v(t))' pour >ty tels que v(r) < M

pour I—h < v<t.
Levmve 1. Les hypothéses L, et L, étant admises, on a
| () <w(@)< M pour t>1,
ot w(t) est la solution de l’eqim%on |
(2.5) w'(t) = F (¢, w(t)),
(2.6) w(t,) = M.
Démonstration. Supposons que
(2.7) 'v(t) <w(l) pour to <1y,
(2.8) v(t) =w(t,).
Démontrons que w(f) < M pour f, < i On a
| w'(ty) = F(ty, M) <0
et par suite

w(t) < M Dour t < 1< to+0 (8> 0).
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En vertu de (2.2) on a w’(f) < 0 pour chaque ¢> 1, tel que w(t) = M,
par suite il n’existe pas de ¢>t, tel que w(f) = M et w(t) < M pour
t—d<t< i Donc

(2.9) w(l) < M pour {;<t< +oo.
En vertu de (2.9), (2.7) et (2.8) on a

v(t) < M pour h<I<Y
done, en vertu de (2.4), on a

v () < Flty, v(ty)) = w' (1)
d’olr il vient o
v(t) > w(t) pour i—e<LE<
ce qui est incompatible avee (2.7), done
(”.2.'10) (1) <w(t) pour <Lt < oo.

3. HYPOTHESES L,.

(3.1): v F(t,0)0>0  pour t=0,
(3.2) Ft,w)<0 opourt>0, 0<w< M,
(3.3) F,t,w)y<0 pourit=0, 0<wgM."

LEMME 2. Les hypothéses L, et Ly étant 'admlz'ses pour la solution:w(i)
‘de Véquation '

(3.4) w' (8) = P (t, w(t)
avee la condition

(3.5) . w(t) = M, 1,0
on a

(3.6) w (@) <0 pour t>=1,.

Démonstration. De Phypothese (3.1) et (2.2) il vient qu’il -existe
une fonction wy,(f) telle que

(3.7) F(t,wﬂf(t)) =0 pour t>1,,
(3.8) 0 < wy(t) < M.
En vertu de (2.1) et (3.3) la fonction wy, (t) est de classe 0! et on g

Bty wa(2)

(3.9) Wy () = - Foffy w32(0)
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d’ol, en vertu de (3.2), (3.3) et (3.7), il vient
(3.10) wi () < 0 = F(t, wy(t)).
En vertu de (3.5) et (3.8) on a
w (1o) > Wy (%)
et par suite de l'inégalité (3.10) il vient
(3.11) w(t) > wy,(t) pour t>=1i,
(ef. [2)). _
La fonction F (¢, w) est décroissante par rapport & w pour 0 < w < M,
(3.3) et par suite, en vertu de (3.11) et (2.9), on a
w'(t) =Ft,wt) < Ft, wy(t) =0 pour ¢>1,.
Le lemme 2 est ainsi démontrd.

4. LuvME 3. Admettons les hypothéses L, et L, et supposons que pour
la constante a, 0 < a < M on @it

(4.1) imP(t, a) < y(a) < 0.

t—o0

Les hypotheses Ly, L, et (4.1) élant admises, il ewiste wun T, > t, tel que
(4.2) wit)<a pourt=T,.

Démonstration. De I’hypothése (4.1) il suit qu’il existe un t* > 0
tel que P(¢, o) < 3y(a) < 0 pour ¢t >t*. On a done w'(f) < 0 pour chaque
$> 1" tel que w(f) = o et par suite, en vertu de la théorie des inégalitiés
différentielles, de 1’hypothese 'w(i) < a pour 1>t il résulte que w(t) <a
pour chaque t = %, donc dans le cas ol il n’existe pas de T, > 1, tel qu'on
a (4.2) pour t>>T, on a w(f) >« pour ¢t >1,. Alors il oxiste un #* >4,
tel que

w'(8) = Flt,w(®) <F(t, a) <3y(a) <0 pour t&*
et par suite
eSw(t)<w(it*)+3y(e) t—t*)<a pour i>t.

De la contradiction obtenue il résulte que w(t) < a pour t suffisamment
grand. La démonstration est ainsi terminée.

5. Démonstration du théoréme 1. Posoms »(f) = V(a(t)) et
F(t, w) = g(t,w, M, M), t, = 0. On. a done

v’(t) <L glt,v(t), v(t—h), 1}:Lna.x v(t+8)) < glt, v(t), M, M)
. —=h<<a<0

= P(t, (1))

pour ¢ > 0 tel que v(t—h) < M et max v(t+s)< M.
—-h<a<0
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(’est-a-dire que les hypotheses du lemme 1 sont satisfaites (cf. (1.5)
et (2.2)) et par suite

p(t) < w(t)< M pour t>=0.

De I’hypothese (1.8) et du lemme 3 il suit que pour chaque a > 0 (a < M)
il existe un 7, > 0 tel que

v(t)<a pour t>=T,.

De I’hypothése (1.1) et (1.2) il résulte que pour -chaque &> 0 il existe
un aq,> 0 tel que

|z| <& pour x tel que V(r)< q,.
Pour chaque M > 0 il existe un §, > 0 tel que

V(o) <M pour [a]< 8,
et par suite de l'inegalite

() <8, pour —A<<I<O
il suit que |
V(o(t))<a, pourit>T,
done
lz(t)) <e pour t>T,.

Nous avons aingi démontré que dans le cas de I’unicité la solution # = 0
du systéme (1) est asymtotiquement stable.

6. Remarque 1. Les hypothéses H, peuvent &tre remplacées par
les suivantes:

HyroTuises H,. g(t, u, v, #) est de classe C' pour 0 < u, 0 < v, 0 < 2,
t>=0

(6.1) g(t,0,0,0) =0 pour t>0,

g(t, #, v, 2) est strictement croissante par rapport a4 v et oroissanie par rap-
port & 2. '

Il existe un M > 0 tel que

(6.2) git,u,u,u) <0 pour 0 < u<< M,
(6.3) gu(tyu,v,0) <0 pour 0<o< M, <0,
(6.4) gi(tyu,v, ) <0 pour 0<osK M, u<Kv
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Pour chaque a> 0, a< M il existe un 75,> 0 tel que

(T limg (¢, ¢, a1, a+7,) < y(a) < 0.

{—o00

TafoREME 2. Les hypotheses H, et H, élant admises, la solution » =
du systdme (1) est: asymptotiquement stable.
- Démonstration. Supposons qu’il existe une solution «(f) du systéme.
(1) qui ne converge pas vers zero. Alors

v(t) = V{z(t)}+0 pour t—>co.
Bn vertu des lemndes 1 et 2 on &

v(f) <w() <M pour 0<1,

w'(t) < 0 pour 0<Lt.

De ’hypothese que »(t)+0 il suit que fw(t)-|—>0.'iu(t) est; déeroissante; done
il existe un ., > 0 tel que

(6.5) limw () = ay> 0,
=00

(6:6) w(t) > a, pour &> 0.

Posons

&y . ="MiN (7., %).
De (6.5) il suit qu’il existe un ¢, > 0 tel que

oy < w(t) < ap+e pour i, <1
done

V() < ap+e  pour i >t
Posons

Fy (1, w) = g(, Wy A+ &1y 2g+&y).
La fonction (1, w) satisfait aux hypothéses du lemme 1 et du lemme 2
avee M = ay,+¢, et {, =%, 4+ h; par conséquent
(1) <wi(?) < ay+e pour t=t, +h,
w'(t) <0 -
ol :
wy (1) =F1(t1w1(t))7 Wy (ty+h) = ag+e;.”

De la relation v()—0 il suit que w,(¢)+>0 et, par suite, il existe un a; > 0
tel que

lill‘l'wl(t) = a1 < a0+51.

{—>c0
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D'une fagon analogue on peut construire la suite {w, (1)}, {e,}, {&.}, {ta}«
On a

wo(t) = w(t),

(6.7) . a, = limw,(t), =»=0,1,...,
>0

(6.8) W (1) = gty Wy (), Gpmy +8ny Gyt 60

= Fﬁ(t’ 'wn(t))9
(6.9) Wy (8, +h) = a1+,
(6.10) &, =min(y, _, n),
t, est tel que
(6.11) w, ()< a, ,+e, pourit=t,.
Une tel 1, existe, car w,(?) est décroissante et limw,(f) = a,. En vertw
des lemmes 1 et 2 on a t-+o0
(6.12) (t) < w,(t) < ¢,—,+e, pouritz=t,+h,

w, (1) < 0.
Supposons que

¢, ;<a, POur un n3>1.
On a ° '

(6.13). anul.ﬁ ay, < wn(t) < by, +8n Y
En vertu de (6.8) et (6.10) on &
w‘:t(t) = Fn(ti wn(t)) = g(t, wn“)’ an—1+5n’ an—1+an);
< gt, w, (2, Op—1 Ny 19 On—1 ‘|"-”7an__1)
d’ot, en vertu de (6.3) et (6.13), on a

w;z (t) < g(t ’, Gne19 an—l'l". nun_li Ay + 770.,1__1)'
et en vertu de (I')

limw,, () < p(ay—y) < 0

t—ro0
d’ou
w, (1) < 3y(ey—) <0 pour 1> T,
done
w, (8) < W, (1) + 3y (001) (1= T)

d’out en vertu de (6.13) on &

Ay < wn(Tn) + %y(avi—l) (t _Tn) < @y,
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et par suite

(6.14) 0<a,<a,, pourn=1,2,..

Nous allons démontrer que a,—>0 pour n—occ. Supposons que a,+>0. En
vertu de (6.14) il existe un o* > 0 tel que

(6.15) lima, = a*.

n—+0o
1l existe un N, > 0 tel que
t,_; < a*+347. pour n> N,.

De la définition de ¢, il suit que &,—0 et, par suite, il existe un N, > 0
tel que

6, < ¥ DOUT 7> N,.
Nous avons donc

@ 1+6, <" +n. pour n>= N,

ol
Ny = max (N, N,)
et par suite
a* < an, S wNa(t) < ay,_1t+en, < o 4 e

d’olr '

w-,tVS(t) < g(t’ a*7 aNs-l*sNa’ aNa“l—I—st)

< g(tya*, &' + 70, ' +7,) <y(a’) <0 pour ¢>¢*

et enfin

a* < ay, < wy, (1) < wy, (") +p(a") ((—1") < o*
pour ¢ suffisamment “gra,nd, done o* = 0. Le théoréme est ainsi dénontré.

7. ExampLE. Comme example envisageons le cas ou

- 0
flty () =Ft, 0(0), p(—H), [ p(s)ds)
—n
ol

0

?(0)f(t, 9(0), (=), [ p(s)ds)

“n
0

< p(1)g*(0)+q(H)(0)p(—h)+7(t) [¢(0)p(s)ds
ol -
PO+ + @< ~a  (a>0),
(lg@®)+Ir@)5) <0,

2’ (1) +(lg®)|+ r ()| ) < 0.
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Dans le cas envisagé on peut poser

V(z) = ﬁ:mﬁ .

1=a1

137

Volo ()1t 0() < 2O [p(0))+ 12 V(p(~H)) + ()11 max ¥ (p(s)

=g(t, V{p(0)), V(p(—~n)], max V(p(s)));
—heS8<l0

g(t, u, v, 2) ainsi définie satisfait aux hypothéses H, et H,
g(tyu, u, u) = (pA)+1g@®)|+hir@))u <0  pour u> 0,
9u(ty %, v,v) = p(t) <0, .

(¢, w,v,0) = p"u+lg@)'v+hir ).

Dansg le cas ol

p'>0, put(lgt)l+hirel) e < (o' +(la®+hlr@)))o < 0

pour 0 < u<<w.

Dang le cag o p' < 0

' u+{1g+hir@))v < {1g@®)+blr(E)])'» < 0.
Pour démontrer (I') envisagcons
g(t, @y at1,) = p(t)a+ gl (a-+n.) +hir(E) (a+n,)
= (p@)+lg@®)| +hlr@))a+(lg@®) +hlr )]} n,
< —aa+([g@)] -+ RIr ()%,
On a (|g(t)|+hIr(?)])’ < 0 et par suite
lg(®) 4+ r (@) < |g(0)| +2(r(0)] =B

dou
g9(t, a, atn,) < —aa+tfn,.
Posrons
_ aa
4 nu - 25'
On a done

g(t, a, a+7,) < —%a =yp(a)< 0 pour a>0

et par suite, en vertu du théoréme 2, # =0 est une solution asymptoti-

quement stable pour 1’équation

' () = j(t x(t), 2(t—h), fa:t—l—sds)
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