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Les fonctions considérées dans ce travail sont supposées réelles,
finies et définies dans ’intervalle ouvert I = (0, 1). Les relations seront
étudiées entre les ensembles des points de discontinuité, ceux ou il existe
une dérivée infinie et ceux ou il n’existe pas de dérivée unilatérale de
ces fonctions. Les relations en question seront souvent établies pour des
fonctions dont 1’ensemble des points de continuité est en méme temps
frontiére et dense dans I. Ces fonctions seront appelées du type a. Elles
ont été étudiées par Marcus dans son travail [5]. Les théorémes qui vont
étre établis donnent réponse & 22 sur 30 problémes dus & lui et cités ici.
Ils ont été discutés au séminaire dirigé par le Professeur J. S. Lipinski.

1. Notations.

f(x) et ft(x) — dérivées & gauche et a droite respectivement de la
fonction f au point z.

f(z) et f(x) — dérivées inférieure et supérieure respectivement de la
fonction f au point .

(@), f (), ff(z) et f*(x) — dérivées de Dini de la fonction f au
point z: inférieure & gauche, supérieure & gauche, inférieure & droite et
supérieure & droite.

A, — ensemble de tous les points de structure asymélrique de la
fonction f, c’est-a-dire pour lesquels ’ensemble des limites partielles
a gauche de la fonction f en tel point # ne coincide pas avec celui de ses
limites partielles &4 droite au méme point.

C; et D, — ensemble de tous les points de continuité et de disconti-
nuité respectivement de la fonction f.

4,(a) — ensemble de tous les points x ou f'(d) = a existe.
4, = U 4dya).

—oco<a<+0o
Ap(00) = Ay — 00)Udy( 4 o0).
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M, — ensemble de tous les points # ou il n’existe f~ () finie ni infinie,
pas plus que f*(x).

CI — famille de tous les sous-ensembles de l’intervalle I qui sont
de puissance du continu dans tout intervalle J < I.

d(E) — diametre de ’ensemble E, c’est-a-dire le nombre sup {|z — y|:
x, ye B}.

E — fermeture de ’ensemble E.

Tous les ensembles considérés sont supposés contenus dans l’inter-
valle I.

2. Problémes de Marcus (voir [5]).

1. Existe-t-il une fonction f du type a telle que la dérivée de f existe
et soit infinie en chaque point de continuité?

2. Si la réponse au probléme précédent est négative, existe-t-il une
fonction f du type a et telle que la dérivée de f existe — finie ou infinie —
en chaque point de continuité?

3. Existe-t-il une fonction f du type a, telle que les ensembles C,NM,,
A4, et Ay(oo) soient partout denses?-

4. Existe-t-il une fonction f du type a, telle que D, soit indénombrable
sur chaque intervalle et les ensembles C;NM, et A, soient de mesure
positive sur chaque: intervalle?

6. Soit B tel que 0 < g < 1. Existe-t-il une fonction f du type a telle
que 4, soit de mesure g et C,NM, et A,(oco) soient partout denses?

Soit D un ensemble de premiére catégorie et du type F,.

8. Existe-t-il une fonction f telle que D, = D, tandis que 4,et C,\4;
soient partout denses?

9. Existe-t-il une fonction telle que D, = D, A,(oc) soit dense et
dy(o0) = Oyt

10. Si la réponse au probléme 9 est affirmative, existe-t-il une fonction
f telle que D, = D et A7 = C,?

11. Existe-t-il une fonction telle que D, = D, tandis que C,NM,
et A,(oco) soient partout denses?

12. Existe-t-il une fonction f telle que D, = D, tandis que C,NM,
et 4, soient de mesure positive sur chaque intervalle?

13. Soit-# la mesure de D < I et soit y positif et < 1— 8. Existe-t-il
une fonction f telle que D, = D, 4, soit de mesure y et C,N M, soit partout
dense sur I? .

15. Existe-t-il une fonction f monotone du type a, telle que C,\ 4,
= A (o0)UM,*?

Soit B un ensemble de mesure nulle, du type G,.
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16. Existe-t-il une fonction f du type a, telle que A,(o0) = B?

17. Si la réponse au probléme 16 est affirmative, existe-t-il une
fonction f du type a, telle que 4,(o0) = B et que 4, soit partout dense?

18. Si la réponse au probléme 16 est affirmative, existe-t-il une
fonction f du type a, telle que A,(oc) = B et C, > M,?

Soit A un ensemble de premiére catégorie et du type F,.

20. Existe-t-il une fonction f du type a, telle que 4, = A?

Soient A et D des ensembles de premiére catégorie et du type F,,
B un ensemble de mesure nulle et du type G4, ANB =-AND = BNnD = @.

22. Existe-t-il une fonction f telle que. D, = D et A4,(oc) = B?

23. Existe-t-il une fonction f telle que D, = D et 4, = A?

24. Existe-t-il une fonction f du type «, telle que 4, = A et A4,(oo)
= B?

25. Si les réponses aux problemes 22, 23 et 24 sont affirmatives,
existe-t-il une fonction f telle que D, = D, 4, = A et A4 (oc) = B?

26. Si la réponse au probleme 22 est affirmative, existe-t-il une
fonction f telle que D, = D, A,(0) = B et C;,nM, soit partout dense?

27. Si la réponse au probléme 23 est affirmative, existe-t-il une
fonction f telle que D, = D, A4, = A et A,(oc) et C;,N M, soient partout
denses?

28. Si la réponse au probléme 24 est affirmative, existe-t-il une
fonction f du type a, telle que 4, = A, 4,(o0) = B et ;N M, soit partout
dense?

29. Si la réponse au probléme 25 est affirmative, existe-t-il une
fonction f telle que Dy, = D, 4, = A, Ay(o0) = B et C; = A}‘UM,‘!

30. Si la réponse au probléme 29 est affirmative, existe-t-il une
fonction f telle que Dy = D, 4, = A, A,(c0) = B et C; = 472

3. Solutions. La réponse au probléme 1 est négative en vertu du
théoréme suivant:

THEOREME 1. 8¢ la fonction f admet une dérivée infinie en tout point
de continuité, U'ensemble C, est non dense et la fonction f n’est pas du type o.

Démonstration. Rappelons le théoréme suivant ([1], théoréme 1,
p. 76):

(1) 8i Dye CI, A7 est de premiére catégorie.

On a C;c A,(o0) par hypothése. Vu que |4,(oc)] =0 (voir [6],
p. 252-253) I’ensemble D, est de mesure pleine dans I. Il résulte de (1)
que A} est de premiére catégorie et, en tenant compte de ce que C, = 4y
et CielGy, on a la thése du théoréme.
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Si ¢ = C; pour une fonction f admettant une dérivée infinie en tout
point de continuité, on a |[C| = 0 et Ce@,. Ceg conditions et celle du
théoréme 1 ne sont pas suffisantes pour I’existence d’une fonction f telle
que C = C; c Ay(oc), comme le montre ’exemple F qui va suivre.

Les conditions équivalentes & 1'égalité C = C; = 4,(oo0) seront
établies dans le théoréme 2.

Soient  un ensemble parfait de mesure nulle (I’ensemble de Cantor
par exemple) et C un sous-ensemble de F tel que Ce @,;, que C et E\C
soient de puissance du continu dans toute portion de 1’ensemble E,
c’est-a-dire dans tout ensemble de la forme <{a, b>NE ou (a, b)NE +* @.
Supposons p qu’il existe une fonction f telle que C = C;c 4, (o). En
vertu de [2] (théoréme 2, p. 77), on a alors C = F\@G ou Fe F,NG,
et G est un ensemble au plus dénombrable. On peut évidemment
admettre que FUG < E. Alors ’ensemble F, étant un G, dense dans
E, est résiduel dans F; étant un F, il contient donc une portion de
I’ensemble E, soit <{a, b)>NE. L’ensemble {a, b>N(E\C) = {a, b) NG est
donc au plus dénombrable, contrairement & 1’hypothése que ENC est
de puissance du continu sur toute portion de 1’ensemble E.

THEOREME 2. 8t O = C, pour une fonction f admettant une dérivée
infinie en tout point de continuité, on a

(2) IC] =0 e O =F\G,

ot Fe F,NG, et G est un ensemble au plus dénombrable. Inversement, si
Vensemble C satisfait & (2), il existe une fonction f telle que C = C; = A,;( 00).

Démonstration. La premiére partie du théoréme résulte du théo-
réme de Denjoy-Young-Saks (voir [7], p. 421-422) et du théoréme 2
de mon travail [2]. La démonstration de la seconde partie sera basée
sur le théoréme suivant ([2], théoreme 1, p. 72):

St les ensembles A, C, E et F satisfont aux conditions A <« C <« E < F,
AeF,, Fe F.NGy, |[FNA| = 0 et Vensemble F\C est au plus dénombrable,
il existe une fonction f telle que A, = A, C, = C et 4; = E.

11 suffit A’y poser A =@ et E = C pour avoir A, (o) = A} = 0, = C.

THEOREME 3. 8¢ 0 < B <1, il existe une fonction f telle que D, est
dénombrable et dense dans I, |4, = B et chacun des ensembles A,, A.(oo)
et M, est de puissance du continu dans toul sous-iniervalle de I. De plus,
8t >0, 0m a l4;,NJ| > 0 pour tout intervalle J c I.

Démonstration. Considérons d’abord le cas 0 < < 1. Soient
A, B, C, D et E des ensembles satisfaisant aux conditions D =« B =« ANC,
ANE =CNnE =0, AeF,, |A| =8, |[ANnJ| >0 pour tout intervalle
Jc I, Be F,nCI, Ce@s, |C] =0, D dénombrable et dense dans I et
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Ee F,NnCI. En vertu d’un théoréme de Lipinski [3], il existe une fonction ¢
telle que
D,=D, A,=IN\C et A4d,(c0)=C,
et, en vertu de [8], il existe une fonction continue y telle que
4, =4 et M,=1I\A.
En posant f = ¢+, il vient
D, =D,=D, 4,5 4,n4, = ANC,
Ay(o0) 5 A,(00)Nd, = ANC > B,
M,> A,nM, =IN(AN\C) > E, 4d,c AUC,

|4, = 1Al =B et |4,NJ|>0
pour tout intervalle J < I. De plus, les ensembles 4,, 4,(oc) et M, sont
de puissance du continu dans tout intervalle J <= I, puisque leurs sous-
-ensembles AN\C, B et E le sont.

Considérons maintenant le cas g = 0. Soient 4, B, C et D des en-
sembles satisfaisant aux conditions ANB = AnD =@, AVBUD c C,
Ae F,nCI, Be F,nCI, Cc@,y, |C| =0, D étant dénombrable et dense
dans I. Puisque C\NAeGy, |[ONA| =0 et D = O\ 4, il existe, en vertu
des théoréemes de [3] et [8] mentionnés dans la premiére partie de la
démonstration, des fonctions ¢ et p telles que

D, =D, A, ) =C\A4, 4,=INC\A4),
4, =AuB, M,=IN(AuUB) e C,=1I.
La fonction f = ¢+ satisfait aux relations
D, =D, d(0)>B, M;>2INC e Acd,cC

qui entrainent la theése du théoréme dans le cas ou g = 0.

Il s’ensuit du théoréme 3 que les réponses aux questions 3 et 6 de
Marcus sont affirmatives. Il en est de méme de la question 2. Cela résulte
de [3] (voir aussi [2], remarque 3, p. 78).

"~ LEMME. Les ensembles A et D étant disjoints de classe F,, il ewiste
une fonction ¢ telle que

(3) 0<p(r) <1 pour zel,

(4) lim infp(?) < ¢(x) > lim infp(t) pour xe D,
tox— t—>z+

() D, = {z: ¢(x) >0} = D,

(6) 4,00) > 4.

6 — Colloquium Mathematicum XXXIII.2
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De plus, la fonction ¢ admet en tout point xe A une dérwae généralisée
au sens de Peano d’ordre arbitraire.

Démonstration. Soient By, B,, By, ... des ensembles disjoints et
denses dans I tels que

I =|B,.

n=0

Soient encore @y, @,,... et @, 9, Gpyy... (M =0,1,...) des suites
de nombres satisfaisant aux conditions

o<a,<1, a,N0, o, <a,,<a,, et a,,\a,.

On a par hypothése

[~ <]

A=A, e D=UD,
0

ol 4, =D, =9, A, et D, étant des ensembles fermés, A, < 4,,,, et
D, < D,,, pour m =0,1,... ) '
Posons
inf{lx—y|: ve B, yeF} si E#G #F
o(B, F) = {le—yl: 2e B, ye F} . ,
si =0 ou F =0,
pour ze IND,

0
@2) =
v (@) | G O (Am,Dm) pour ze B,N(D,\D,,_,) et m, n =0,1,...

La fonction ¢ satisfait évidemment & 1'inégalité (3). Afin de prouver
(4), considérons un point quelconque wq,e D. Il existe, pour ce point, des
nombres m et n tels que xye B,N (D, \D,,_,). On a ¢(x,) = @y, ,0" (A sy D)
> 0, puisque la distance entre les ensembles fermés et disjoints 4., et D,,
est positive. L’intervalle (z,— d, 2+ 4), ou o = g(xy, D,_,;) > 0, De
contient pas de points de ’ensemble D,,_,, donc

(7) In (29— 8, wy+ 8) < IND,_; = (IND)U U (D\Dy_y).
k=m

Extrayons ‘de I’ensemble B, N (2y— 9, 2y) une suite (y;) conver-
gente vers z,. Vu que les points y; appartiennent & ’ensemble I\D ou
aux ensembles D, \D,_, pour certains k> m, on a

o(y) =0
ou bien

‘P(yl) = O,n+1 Qk(Aln -Dk) < ®m,n+1 Qm(Ann Dm)'



Il en résulte que

oY) < a’m,n+19m(A—m7 -Dm)
et

lim info(f) < lim infe(y;) < a‘m,n+19m(Am7 D,,) < o(z,).
t—*’-ﬂo— I—»o00
D’une facon analogue, on conclut, pour la suite (2;) extraite de 1’en-
semble B, ,N(x,, z,+ §) et convergente vers x,, que
lim infe(?) < lim infe(2;) < @(w,),
t—>zg+ l+>00
ce qui acheéve la démonstration de ’inégalité (4). Elle entraine 1’inclusion
DcD,. _ :

Pour établir (5), il suffit donc de- prouver I'inclusion I\D < C,.
Supposons que zye IN\D. Soit ¢ un nombre positif quelconque. Choisis-
sons m tel que a,,< & Comme z,¢D, pour k¥ =0,1,..., on a & =
o(%oy Dpp—y) >0 et (7), dont on tire 1’inégalité

0 < @) < 8y00™(Apy, Dp) < e pour ze (xy— 0, y+ 9),

ce qui implique la relation zye C,.
Pour tout point x de l’ensemble 4, on a

lim. ¢(w+h)r—¢(w)

i x =0 our=1,2,..

En effet, si r est un nombre naturel, il existe un m > r tel que ze4,,.
8i 0 < |k < @(Amy D)y On 3

x+he IND,, = (IND)U U (D,\D,_,)

m+1
et '
(=0 si z+heIN\D,
p(z+h) e s . .
< @4y, D)< e*(x+h, 4}) si +he DN\Dy_, (k> m).

De 14 on tire successivement
0<gxz+h)<™(x+h,A,) <o™(x+h,z) = k™,

|p(z+h)—p(x)
B

=0,

b " o b

ce qui entraine (6) et l’existence des dérivées généralisées (au sens de
Peano) de tout ordre en tout point de I’ensemble A.

Remarque. La fonction ¢ définie dans le lemme est intégrable
dans D’intervalle I (& condition que les ensembles B, soient mesurables).
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On peut la considérer comme une distribution. La distribution ¢ n’est
pas une fonction continue lorsque D # @. Cependant, elle-méme et cha-
cune de ses dérivées ¢ s’annulent en tout point zeA. Cela résulte d’un
théoréme de X.ojasiewicz [4]. )

THEOREME 4. Pour des F, digjoints quelconques A et D, il existe une
fonction f telle que

(8) D,=D, 4,=A4A @& A o0)cC.
De plus, si les ensembles A et D sont de premiére catégorie,

(9) les ensembles Ay(oo) 6t C;,NM, sont de puissance du continu dans
tout intervalle J < I.

Démonstration. Désignons par C un sous-ensemble #; de premiére
catégorie de l’ensemble IN\(AuUD) tel que |[IN(AuCuD)| =0. Si, en
méme temps, A et D sont de premiére catégorie, ’ensemble I\ (AUCUD)
est résiduel dans l'intervalle I et contient done un ensemble Be F,NCI.
Dans le cas considéré, ’ensemble I\(AUBUCUD) en tant que résiduel
dans I, contient un ensemble E ¢ F,NCI. Si au moins I’'un des ensembles 4
et D est de seconde catégorie, posons B = F = . Posons en outre

F = IN(AUBUCUDUE).

Les ensembles AUBUCUE et D étant des F, disjoints, il existe
en vertu du lemme une fonction ¢ satisfaisant aux conditions (3)-(5) et
& la suivante: ‘

4, > AUBUCVE.

Les ensembles EUF et CUEUF étant des G,, il existe évidemment
un G,, soit G, de mesure nulle, contenu et dense dans CUEUF et con-
tenant FUF. Appliquons aux ensembles G et CUEUF le théoréme sui-
vant de Zahorski (voir [8], théoréeme VII, p. 25):

(10) Sotent M et N des ensembles satisfaisant aux conditions suivanies:
1° MeQy;
2° N = N,UN,, o N,eGs, NyecG,y, 6t | N, = 0;
3° il existe un ensemble M, e G, tel que (M, NJ)\ M est de puissance

du continu pour tout intervalle J = P ou P est la somme de tous
les intervalles ouverts sur lesquels M est de mesure pleine;

4° Mc M,c N;
5° il existe un ensemble ouvert Q —« IN\M, dense dans IN\M et tel
que |[NNQ| = 0.
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Damns ces conditions il existe une fonction conitinue y ayant les pro-
priétés suivantes:

4, = A4, = I\N;

{z: v~ (2) = 9* () = —o0 et p~(2) = p*(2) = + oo} = M;

il existe pour tout xe (NNP)\NM au plus une dérivée unilatérale;
M, > (N\P)\M.

8t NnQ = O et N eQ,, la fonction y satisfait de plus a la condition

{z: p~(2) = —o0, pt(2) = + o0 et p~(2) = y* (2) # Loo}U
U{w: p~(2) = + oo, p*(2) = —o0 6t y(2) = y*(2) # Loo} D
> (N\P)\ M.

En posant dans ce théoréme M =G et N = CUEUF, ona P =0
et les ensembles M, = M et Q = I\ M satisfont aux conditions 1°-5°,
Il existe donc une fonetion continue y telle que

4, = AUBUD,
{w: v~ (2) = 9T (x) = —o0 ot y~(2) =¥ (¥) = + o} =G > EUF,
M, = CUEUF.

D’aprés [11], il existe une fonction croissante y telle que

4, = AUCUDUE et A4,(c0) = BUF.
Définissons maintenant la fonction f comme il suit:

f=9+v+x.
Elle a les propriétés

D;,=D,=D, 4d;,>A4,nd4,n4,> A,
11
1 4y(00) > 4,nd4,nA,(0) > B et M,> 4,nM,n4,>CUE
dont la premiére est celle des égalités (8). Pour établir la seconde égalité
(8), considérons un point quelconque ze¢ F. Ce point n’appartient pas
3 I’ensemble D; on a done ¢™ (2) > 0 en vertu de (3) et (5). De plus ¢ ()
= +ooeb g (x) = +o0, d’0olt fH(x) = 400 et x¢ 4,. 11 est ainsi démontré
que Fnd, =@, ce qui entraine 4, = A en vertu des propriétés (11).

La troisiéme des formules (8) résulte des égalités

(@ =40 e f'@®) = —oc0 pour zeD
que 'on déduit facilement de I'inégalité (4) et de l'inclusion D = 4,n4,.
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Les relations (8) sont ainsi établies. Les relations (9), dans le cas
ol les ensembles A et B sont de premiére catégorie, résultent de 1’in-
clusion (11) et de la définition des ensembles B et E.

COROLLAIRE 1. Si U'ensemble D est un F, de premiére catégorie, il
existe ume fonction f telle que D, = D et que les ensembles A,, A,(co) et
C,n M, sont denses dans I et de puissance du continu dans tout intervalle
J < 1.

Ce corollaire résulte du théoréme 4, en y choisissant 1’ensemble A4
de maniére a avoir 4 F,NCI, A — de premiére catégorie et AND = G.

COROLLAIRE 2. 8i lensemble A est un F, de premiére catégorie, il
ewiste une fonction f du type a telle que A, = A.

Pour déduire ce corollaire du théoréme 4, il suffit, I’ensemble A
étant donné, de choisir ’ensemble De F, de fagcon que D < I\ A4 soit
& la fois dense et frontiére dans I.

Le corollaire 1 est une réponse positive aux problémes 8 et 11. Le
corollaire 2 1’est au probléme 20. Le-théoréme 4 entraine. directement
des réponses positives aux problémes 9, 23 et 27. La réponse positive
au probléme 13 résulte du théoréme 4 en y choisissant 1’ensemble A de
premiére catégorie et tel que |A| = y. Le probléme 12 n’admet une ré-
ponse positive que si 1’ensemble I\D est de mesure positive sur tout
intervalle J < I. On peut alors établir le

THEOREME 5. Lorsque Uensemble D est un F, et que on a |J\D| > 0
pour tout intervalle J < 1, il existe une fonction f satisfaisant aux conditions

D, = D;

|4, | > 0 et |C;nMNJ| > 0 pour tout intervalle J = I;

A,(o0) est de la puissance du continu dans tout intervalle J < I.

Démonstration. Soit C =« IND un F, frontiére dans I et de méme
mesure que l’ensemble IN\D. Nous allons prouver qu’il existe un F,,
soit A = C, tel que |[ANJ| >0 et |(C\NA)NJ| > 0 pour tout intervalle
J < I. Représentons pour cela I’ensemble C sous la forme

0 = UGM
1
ol C, sont des ensembles fermés, non denses, disjoints et tels gne
limd(C,) = 0.

n—->oo

Les ensembles fermés non denses C,, peuvent étre représentés sous la
forme C, = A,UB, ol 4, et B, sont fermés, 4,NB, =@ et |4,| |B,| >0
si |C,] > 0. L’ensemble

4 = UAn
1
a alors les propriétés requises.
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Les ensembles A et D étant des ﬁf’, disjoints et de premiére catégorie,
il existe, en vertu du théoréme 4, une fonction f satisfaisant aux conditions
(8) et (9). En outre, on a |4,nJ| = [ANJ| > 0 pour tout intervalle J < I.
1l résulte du théoreme de Denjoy-Young-Saks (voir [7], p. 421-422) que
presque chaque point de l’ensemble C,\ 4, appartient & M,, d’ol, en
tenant compte de (8),

IC;NM,NJT| = [(JND)NA| = |(C\NA)nJT| > 0

pour tout intervalle J < 1.

‘COROLLAIRE 3. Il existe une fonction f du type a telle que D, est de puis-
sance du continw dans tout intervalle J < I et que les ensembles A, 6t C,N M,
sont de mesure positive sur tout imtervalle J < I.

En choisissant dans le théoréme 5 1’ensemble D tel que De F,n CI
et |D| = 0, 1a fonction f satisfait bien au corollaire 3, ce qui apporte la
réponse affirmative au probléme 4 de Marcus. _

Quant & son probléme 10, remarquons que 8i De F,NCI et si I’ensemble
D est de premiere catégorie et la fonction f satisfait & la condition D, = D,
Pensemble 47 est, en vertu de (1), de premiére catégorie, tandis que
I’ensemble-C; est résiduel dans I et par suite différent de 4;. Cela montre
que la réponse au probléme 10 de Marcus est négative. Plus généralement,
il résulte des théoremes 1 et 2 de mon travail [2] que

La condition D = D, pour une fonction satisfaisant & la condition
C, = 4} équivaut & la condition D = KUP ot Ke F,NQ, ¢t P est un en-
semble au plus dénombrable.

THEOREME 6. Il existe une fonction monotone du type a telle que C; = A5.

Ce théoréme résulte du lemme 6 de mon travail [2].

Pour une fonction monotone f, I’ensemble D,NM, étant vide, le
théoréme 6 entraine la réponse affirmative au probléme 15 de Marcus.

Le théoréme suivant se rapporte & la caractérisation de ’ensemble M,
pour les fonctions monotones et les fonctions & variation bornée. Il entraine,
dans le cas ou ’ensemble B est’dense, des solutions affirmatives aux
problémes 16-18 du méme auteur.

THEOREME 7. Lorsque

Varf(z) < +o0
I .

(C’est-a-dire que la fonction f est & variation bornée dans tout inmiervalle
{a,b) = I), on a M,e Gy, ¢t | M, = 0. Inversement, si les ensembles quel-
conques B, C et D satisfont aux conditions Be Gy, |B| = 0, Ce G,,, |C| = 0,
B> De BNC =0, o D est au plus dénombrabdle, il existe une fonction
croissante f telle que Dy = D, A, = IN(BUC), A, (o0) =B ¢t M, = C.
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Démonstration. L’ensemble
CinM, = U [O)nfz: [~ (w)<p}n{z: f~(z)=q}]1n

»<g
npgq[Cfﬂ{m fH@)<p}n{sz: f*(z) > g}],
ou p et g sont des nombres rationnels quelconques, est, en vertu du lemme 8
de Zahorski [9], du type G4,. Vu que D,NM, = & pour toute fonction f
4 variation bornée, on a M,eG;, et |M; = 0 en vertu d’un théoréme
de Lebesgue. La premiére partie du théoréme est ainsi établie.

Pour en établir l1a seconde, notons qu’il existe d’aprés [3] une fonction
non décroissante ¢ telle que D, = D, 4,(c0) = B et 4, = I\B, en méme
temps qu’il existe d’aprés [10] une fonction y satisfaisant & la condition
de Lipschitz avec constante 1 et telle que 4, = IN\C et M, = C. Posons

J(@) =2z +o(@)+y(x).
La fonction f est croissante et on a

D;=D,=D, 4;,> 4,nd4, =I\(BUC),
Ay(o0) o A,(00)NA4, =B et M;>A4,nM,=C.

Les ensembles 4,, 4,(oc) et M, étant disjoints et la somme de leurs
sous-ensembles IN\(BuU(C), B et C( remplissant l’intervalle I, on a
4y = IN(BUC), Ay(o0) = B et M, =C.

Soient De F,NCI un ensemble de premiére catégorie et Be G, un
ensemble de mesure nulle, dense dans I et disjoint de ’ensemble D. Pour
toute fonetion f telle que D, = D, I’ensemble A} est de premiére caté-
gorie. L’ensemble B, résiduel dans I, ne peut donc étre égal & 1’ensemble
Ay(o0). I1 en résulte que les réponses aux problemes 22, 26, 29 et 30 de
Marcus sont négatives. »

Si, pour une fonction f, ’ensemble 4, est vide, tandis que I’ensemble
A,(o0) est un @, résiduel dans I, I’ensemble 4; = As(o0) est de mesure
nulle. En vertu du théoréme 4 de mon travail [1], 'ensemble 47 est done
de premiere catégorie, contrairement & ’hypothése que ’ensemble A,( o)
est résiduel dans I. Il en résulte que les réponses aux problémes 24, 25
et 28-30 de Marcus sont négatives.

~ Le théoréme suivant impose aux ensembles 4, B et D des conditions
supplémentaires sous lesquelles les réponses aux problemes 22 et 25 de
Marcus sont affirmatives. '

THEOREME 8. Pour des ensembles quelconques A, B, C et D satisfaisant
aux conditions

A,D¢F,, B,CcG, |Bl=|0\D =0, DcC,

(12) -
ANB = AnC = BnC =90,
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(13) IN(AUB) =GUH, ouw GeQ;y HeGy, et [H| =0,

il existe une fonction f ayant les propriétés suivantes:

(14) 4,=A, dio0) =B, D;,=D, M;>I\N(AUBUC),
(15) {z: f(@) = —o0 et f(x) = +o00} > C.

Démonstration. La fonction f sera définie sous forme de la somme
de trois fonctions ¢, vy et y (cf. la démonstration du théoréme 4), dont
la premieére, ¢, satisfait aux conditions (3)-(5) du lemme et & la condition
4, > INC.

Vu que GUH = IN\(AUB) o C, on peut supposer que G > C; sinon
on remplacerait 1’ensemble G par 1’ensemble G, = CU@. Désignons par E
un G, queleconque, de mesure nulle, sous-ensemble dense dans 1’ensemble G
et contenant ’ensemble C\D. En vertu de (10), il existe pour les en-
sembles F et I\(AUB) une fonction y telle que

A, = AUB, M, =IN(AUB),
{x: y~(x) = 9T () = —o00 ot p~(¢) =p*(2) = + o} = E.

La fonction y sera choisie de facon qu’elle soit continue et que
Pon ait
A, =INB et 4,(oc0) = B.

L’existence de la fonction y qui satisfait a ces conditions résulte
de [11]. Les fonctions ¢, y et y étant ainsi définies, leur somme f a les
propriétés (14) et (15). On a en effet

(16) D,=D, 4,54, A o0)>B et M;>I\N(AUBUO).
De plus, la condition (4) entraine pour xe¢ D les inégalités

lim inff(f) < f(x) > lim inff(¢),

t—>x— t-z+
d'ou f~(2) = +o0 et f~(2) = —oc. En méme temps, pour ze C\D c E,
on a ¢~ (2)<0, 9" () =0, ¥~ (2) = —o0, ¥ (2) = 00 et ' (2) # L oo,
d’ou f(2) = —oo et f*(#) = +o0o. On a done

{w: f(®) = —o0 et f(x) = +o00} C,

et, en tenant compte de (16), on obtient finalement A4, = A4 et 4,(o0) = B.

Remarque. La condition (13) est nécessaire pour que la conclusion
du théoréeme 8 soit vraie, car, d’aprés le théoréme IV de Zahorski [8],
I’ensemble IN\(AUB) = INAT est de la forme GUH ou GGy, He@,,
et |[Hl = 0.
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