S. DROBOT (Wroclaw)

O ANALIZIE WYMIAROWEJ

I. Wstep

Analiza wymiarowa, zwana czasem teorig podobienstwa, jest
metodg uzywang w réinych zagadnieniach fizyki, techniki i przy-
rodoznawstwa. Metoda ta operuje wymiarami wielkosci wystepu-
jacych w zagadnieniu i pozwala, nieraz zupeie elementarnym
rachunkiem, uzyskiwaé nieoczekiwanie mocne wyniki. Dla ilustracji
rozpatrzmy nastepujacy przyklad:

Silnik o mocy N napedza mieszarke, ktorej lopatki o srednicy
D obracaja sig z predkoscia kgtowsg F w cieczy o wspolezynniku
lepkoéci H. Jak zalezy predkodé katowa F od wielkosei N, Di H?
, Za pomocy analizy wymiarowej rozwigzujemy to zagadnienie
w nastepujacy sposéb. Obieramy pewien wukiad jednostek, na przy-
kitad: centymetr, gram, sekunda, (CGS), i wypisujemy w tym
ukladzie wymiary wielkodei F,N,D,H:

[F]=[sek_l], [N]=[Cm2g Sek—3]’ [D:]—‘:[Gm]; [H]:[cm‘lg Sek_l]'

Eliminujge z tych réwnodei wymiary [em], [g], [sek], otrzymujemy

V)

Wielkodei po obu stronach tej réwnofei majs ten sam wymiar, wige
mogg réznié sig tylko stalym wspoélezynnikiem liczbowym, oznaczmy
go p. A zatem '

Ten bardzo prosty rachunek daje niemal gotowy wzér, ale pomija
rézne rozwazania o przebiegu samego zjawiska i zwigzane z ty-
mi rozwazaniami klopoty matematyczne. Rachunek ten nasuwa
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jednak rézne watpliwosci. Przede wszystkim mozna i nalezy za-
pytaé, jakie jest jego uzasadnienie. W szezegolnosei, czym s3 takie
wielkogei, jak np. 3 em lub 2sek Iub ich wymiary, [em], [sck]?
Czy sa to zwykle liczby, rzeczywiste lub zespolone, czy nie? Jezeli
sg to zwykle liczby, to ile jest np. 3 em+2 sek? Jezeli nie sg to
zwykle liczby, to czym s3 te pojecia? Mozemy dalej zapytaé, co
jest dla praktyki bardzo wazne, czy wyprowadzony w ten spo-
s6b wzér na predko$é katowa jest ,,dobry”, eo to znaczy, e jest
,,dobry’’, i jak wyznaczyé wspolezynnik liczbowy ¢. Mozna poza tym
postawié jeszcze wiele innych pytan.

Analiza wymiarowa jest bardzo rozpowszechniona, zwlaszeza
wéréd fizykow i technikow. Jest wiele ksigzek i prac, w ktoérych
mozna znalezé liczne ciekawe zastosowania tej metody do rdéznych
konkretnych zagadnien. Niektére z tych ksigzek i prac cytuje w tym
" artykule, nie roszczac sobie bynajmniej pretensji do kompletnosei.
Poczatki analizy wymiarowej mozna znalezé jeszcze u Newtona
[14]. Zwrocila ona na siebie wieksza uwage w drugiej polowie XIX
wieku, od czasu gdy O. Reynolds [16], [17] zastosowal ja
z powodzeniem do réznych zagadnien hydromechaniki, wobec
ktérych inne metody matematyczne byly bezsilne. Dzisiaj analiza
wymiarowa ma bardzo wiele zastosowan, chociaz znane s3 niektore
trudnodei zwiszane z ta metods, prowadzace nieraz do paradoksow.
Oméwie pédzniej te trudnosei. _

Gléwna przyczyna tych trudnodci polega, moim zdaniem,
na tym, ze teoria analizy wymiarowej nie jest dostatecznie jasno
i prosto sformulowana. Niektérzy autorzy, np. P. Bridgman [2],
H. Langhaar [13], L. Sjedow [19], uwazaja, Ze wielkofei wy-
miarowe sa zwyklymi liczbami, rzeczywistymi Iub zespolonymi
i faktycznie nie wprowadzaja do samej teéorii pojecia wielko$ei wy-
miarowej lub jej wymiaru, chociaz o tych wiagnie pojeciach wypo-
wiadaja twierdzenia. Z tego powodu trudno jest zbadaé, na czym
opieraja sip te twierdzenia, zreszty nie zawsze dogé jasno sformulo-
wane?'). Zrozumienie podstaw analizy wymiarowej utrudnia row-
niez ta okolicznogé, ze przewaznie uzywa si¢ w jej teorii takich
§rodk6w matematycznych, jak np. réownania réiniczkowe, teoria
grup Liego, ktére sg obce zupelnie elementarnym rachunkom alge-
braicznym uzywanym w praktycznych zastosowaniach analizy wy-

-

1) Por. [2] 1 [11].
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miarowej. Dowod algebraiczny zasadniczego twierdzenia analizy wy-
miarowe]j podal w 1943 r, Czebotariew [21], ale dowéd ten wymaga
osobnych pojeé. Wydaje mi sie, ze jest to jedna z przyczyn, dla kt6-
rych poglady na wartosé analizy wymiarowej sg bardzo réznorodne,
od ironicznych do entuzjastycznyeh. ';

Celem niniejszego artykulu jest przedstawié prostymi $rodkami
algebraicznymi teorie analizy wymiarowej. Punktem wyjscia na-
szych rozwazan jest zalozenie, ze wielkof§ci wymiarowe nie sg zwy-
klymi liczbami. Inzynierowie i fizycy operujs swobodnie roéznymi
wielko$ciami, ktére nie sg zwyklymi liczbami. Na przyklad takimi
wielkogciami sa wektory. Wielkodei, ktére bedziemy rozpatrywaé,
$3 pod wieloma wzgledami zupelie podobne do wektoréw. Mozna
nawet powiedzieé, w pewnym sensie, ktéry sprecyzujemy pdizniej,
ze 83 to wprost wektory. Na razie, dla wyjadnienia pewnych kwestii
metodologicznych zatrzymajmy sie na chwile na pojeciu wektora.

Méwi sie czasem, ze wektor jest taka wielkodcia, do ktorej
okreslenia potrzeba liczby i kierunku. Jest to byé moze pogladowa
ilustracja pojecia wektora, ale nie moze byé uwazane za jego
definicje. Mozemy bowiem zapytaé, co to jest ,kierunek”, a po
uzyskaniu odpowiedzi na to stawiaé¢ dalsze pytania. W rozwaza-
niach naszych uzyjemy metody aksjomatycznej. Pojecie wielkosei
wymiarowej zdefiniujemy w ten sposéb, ze wypiszemy aksjomaty,
ktore ono spehlia. Aksjomaty te sa pewnym wyabstrahowanym
opisem tych rzeczywistych przedmiotéw, ktore dadzg sie w réznych
teoriach przedstawié za pomocg wielkosei wymiarowych. W de-
finicjach i dowodach nalezy sie powolywaé tylko na te postulaty
lub twierdzenia poprzednio udowodnione na podstawie postulatow.

W rozdziale II przedstawiony jest schemat algebraiczny ana-
lizy wymiarowej, w rozdziale III przyklady jej zastosowan.

1. Schemat algebraiczny analizy wymiarowej

1. Przesirzeniq wymiarowq II nazywamy zbidr elementow
A,B,C,..., ktére spelniaja nastepujace postulaty: ,

1% Jest okreslony iloczyn AB elementdw A i B, kidry jest tez ele-
mentem przestrzent wymiarowej I i ma nastepujqce wlasnodci:

(1) | AB=BA,

(2) (AB)C=A(BC),
1*
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(8) dla kazdej pary elementow A ¢ B istnieje w przesirzeni wymia-
rowej taki element X, 2¢e AX=B.
20 Jest okreslone potegowanie A elementu A do wykladnika
rzeczywistego a. Wynik potegowania jest tez elementem przestrzent
wymiarowej II i ma nastepujgce wlasnoses:

@ A= 424,
(5) (AB)*= A°B°,
(6) (A%P— 4%
(7) | A'=A.
3% Liczby dodatnie a, B,y,...,8q réwnies elementams przestrzefﬁi 1.

Elementami przestrzeni II sa np. takie wielkodei jak 3 cm,
2 kG, 5 sek, 12 zl, 4 sztuki itp. W mechanice, na przyklad, mno-
zy sig 2 kG przez 3 m i wynik nazywa si¢ pracag 6 kGm. Iloczyn
3 m-2 m=6 m’ oznacza pole, iloczyn 12 zt- (4 sztuki)~' jest ceng itp.

Ograniczamy sig do liezb dodatnich a,f,y,... z tego powodu,
ze gdybysmy zaliczyli do przestrzeni wymiarowej II rowniez liczby
ujemne i zero, to wtedy nie zawsze byloby wykonalne dzielenie
i potegowanie. Na przyklad nie bylyby okreslone takie wyrazenia
jak (0kG)™% lub (—3 m)"%, Nie wprowadzamy réwnies dodawania
elementéw A4, B przestrzeni wymiarowej II. O liczbach niedodat-
nich i dodawaniu powiemy jeszcze w ustepie 12 niniejszego roz--
dziaha.

2. Na podstawie powyzszych postulatéw mozna udowodnié,
iz istnieje dokladnie jeden taki element I, ze AI=A oraz ze I réwna
sig liczbie 1. Latwy dowdd tego twierdzenia pomijamy; mozna go
znaleZé, w nieco innej postaci, w podrecznikach algebry®).

Sformutujemy teraz niektdre definicje i dalsze postulaty.

Elementy A,,...,A,, preestreeni IT nazywamy wymiarowo nie-
zaleznymi, jezeli z rownosed

AP AR=a,
gdzie a jest liczba dodatniq, a,...,a,, liézqui rzeczywistyms, wynika,

2e

2) Por. np. [10].
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Elementy 4,B,C,..., ktére nie s3 liczbami dodatnimi, nazy-
wamy wielkociami wymiarowymsi. Liczby (dodatnie) a,f8,y,... na-
zywaé bedziemy takze wielkodciami bezwymiarowyms.

Na przyklad, wielkodei 3 em? i 2 kg sg wymiarowo niezaleine,
poniewaz z réwnofei ‘

(3 em?)™ (2 kg)?=q

wynika, ze a,=a,=0 i a=1. Przykladem wielko§ci wymiarowo.
zaleznych sg 5 cm i 4 cm?, poniewaz z réwnosci

(b em)™(4 em?)®2=q
nie wynika weale, ze musi byé ¢,=a,=0, a=1, bo moze byé np.
a,=—2, a,=1, a=4/25. XYatwo sprawdzié, ze kazda wielkosé
bezwymiarowa (liczba) jest wymiarowo zalezna od kazdego ele-
mentu przestrzeni I7.

Méwimy, ze przestrzen wymiarowa II ma n jednostek, jeieli ist-
nieje w niej n elementéw wymiarowo niezaleinych, a nie istnieje n-+1
elementow niezaleznych. Kasdy uktad n wielkosei X4,..., X, wymiarowo
niezalesnych nazywamy uwkladem jednostek. W dalszym ciggu bedziemy
zajmowali sie tylko takimi przestrzeniami, ktére maja skonczons
liczbe jednostek w ukladzie. Liczbe jednostek w ukladzie bedziemy
zawsze oznaczali literg n. ,

Na przyklad, w mechanice rozpatruje sie ,absolutny” uklad
trzech jednostek: em, g, sek. Technicy uzywajg ukladu kG, m, sek.
W elektrotechnice uzywa sie ukladow o trzech, czterech lub pieciu
jednostkach.

‘O roli ukladu jednostek jeszcze pomoéwimy osobno. Z definicji
ukladu jednostek wynika, ze wielko§é bezwymiarowa nie moze byé
jednostks, poniewaz jest wymiarowo zalezna od kazdej innej wiel-
kogei.

3. Z pov&ﬁszych ‘definicji wynika, ze jezeli X,,...,X, jest
ukladem jednostek, to kazdy element A przestrzeni wymiarowej
mozna przedstawié¢ jednoznacznie w postaci

(8) |  A=aX™ ... X%

gdzie a jest wielkogcia bezwymiarowy (liczbg), a4,...,4, zas§ s3
liczbami rzeczywistymi.
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Jezeli 4,,...,4,, wyrazajg sio w ukladzie jednostek X,,..., X,
wzorami ‘ .
(9) A=, X0 X L Ap=a, X0 X (<),

to na to, by A,,...,4, byly wymiarowo niezalezne, potrzeba
1 wystarcza, Zeby macierz

o . (m<n)
anl s anm

byla rzedu m, to znaczy, zeby choé jeden minor stopnia m
byt rozny od zera, a minory stopnia m-4-1 byly =0.

Na przyklad, wielkosci N,D,H wystopujace w zagadnieniu
oméwionym we Wstepie .83 wymiarowo niezalezne. A mianowicie,
przyjmujgc X;=cm, X,=g, X,=sek, obliczamy, ze wyznacznik

2 1 -3
1 0 0|=2
=1 1 -1

jest rézny od zera.
Jezeli X,,...,X, oraz Y,,..., ¥, 83 dwoma ukladami jednostek,

to kazda z jednostek X,,...,X, wyraza sie jednoznacznie w ukla-
dzie Y,,...,Y, wzorami 7

(11) X,=§Y2 .. Y .., X,=& XM, Y

gdzie &,,...,&, sa wielkosciami bezwymiarowymi, a &,,,...,t,,. 53
liczbami rzeczywistymi, ktorych wyznacznik |ty| (k,l1=1,...,n) jest

rézny od zera.
Podstawiajagc (11) do (8), otrzymujemy

(12) A=af™... Egn Yll11a1+ ot tn@n Y,?"m'l' coot buntn

Wzér (12) pokazuje, jak zmieniaja sie wspolezynnik bezwymia-
rowy a oraz wykladniki a,,...,a, wielkodci wymiarowej A4 przy
przejéciu od jednego ukladu jednostek do drugiego.

Latwe dowody tych twierdzen pomijamy; mozna je znaleZé,
W nieco innej postaci, w podrecznikach algebry?).

3) Por. np. [10].










































































































