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O ROZKFADZIE ZNAKOW WSKAZNIKOW PERKALA

1. Jedng z metod, ktéra jest stosowana z duzym powodzeniem
przy analizie zespolu cech obok metody Hotellinga [2], Spearmana [6]
i Thurstone’a [7], jest metoda wskaZnikéw przyrodniczych Perkala [3].
Pozwala ona na uchwycenie tzw. przyrodniczego podobienstwa popu-
lacyjnego w odréznieniu od podobienistwa geometrycznego. Pozgdane
jest obliczenie rozkladu tych wskaznikéw przyrodniczych, gdyz wtedy
‘mozliwe jest testowanie hipotez dotyczacych przyrodniczego podobien-
stwa populacyjnego w ujeciu Perkala [3]. W niniejszej pracy podaje
metode, ktéra pozwala wyznaczyé rozklad znakéw wskaznikéw przyrod-
niczych Perkala dla pewnej symetryeznej klasy rozkladéw. Otrzymane
rozklady znakéw tych wskaznikéw moga byé przydatne przy testowaniu
hipotez dotyczacych postaci rozkladéw badanych zespoléw cech. Tablice
rozkladéw zostana opublikowane w oddzielnej publikacji.

Rozklad znakéw wskaznikéw przyrodniczych zostal otrzymany przez
nogélnienie metody Davida [1], stosowanej przez niego przy wyprowa-
dzeniu wzoru Shepparda dla tr6jwymiarowej zmiennej losowej o rozkladzie
normalnym. Klasa rozkladéw, ktéra badal David, spelmiala warunek
symetrycznodci analogiczny do warunku symetryczno§ei podanego
w zalozeniu A. Natomiast klasa rozkladéw bedaca przedmiotem naszych
rozwazan spelnia ponadto drugi warunek sy?netrycznoéci podany w za-
lozeniu B. Dzigki temu dodatkowemu warunkowi symetrycznoSeci otrzy-
mujemy pewne relacje, wzory (18)-(22), pozwalajace okreslié postaé
rozkladu znakéw wskaZnikéw przyrodniczych Perkala z dokladnofeig
do pewnych parametré6w dajacych sie wyrazié przez calki, rozwazane
m. in. przez Rubena [4], ktérych wartoSci dajg si¢ obliczyé przy uzyciu
elektronowych maszyn matematyceznych. Wzory (32) i (33) mogg byé
takze otrzymane z wzoru rekurencyjnego podanego przez Rubena [4],
Wwyprowadzonego przez niego ze znanego Wwzoru rézniczkowego Schlif-
liego [5]. ,

Na zagadnienie obliczenia rozkladu znakéw przyrodniczych zwrécit
mi uwage J. Perkal, za co skiadam mu serdeczne podzigkowanie, jak takze
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zZa cenne uwagi w czasie pisania niniejszej pracy. Dziekuje takze Z. Cyl-
kowskiemu za zwrdcenie mi uwagi na to, ze wzér (33) wynika z wzoru
(32), co uproécilo jego wyprowadzenie.

2. WskazZniki przyrodnicze okre§lone sg w nastepujacy sposéb: niech
zmienne losowe X, X,, ..., X, oznaczaja badane cechy, EX,, EX,, ..., EX,
ich wartoéci §rednie, a D*X,, D*X,,..., DX, wariancje. Wskaznikami
przyrodniczymi nazywaja si¢ skladowe wektora

1) (W, Wae.., W,) =
B (XI—EXI X,—EX, X,—EX, m)
Y s i i i S . . Y

px, ™ Dpx, ™" Dx,
gdzie
1 wWwX,—EX,
2 :-Z————.
@) "= DX,

i=1

Ze wzoréw (1) oraz (2) wynika, ze wskazniki przyrodnicze (W, W,,
..., W,) spelniaja zwigzek

(3) W1+W2+ see +Wn=0-
Niniejsza praca jest po§wiecona badaniu rozkladéw zmiennej losowej

(4) (sign W, sign W, ... , sign W,),

gdzie
gign W; = 1=12,...,n).
eWi=1_1 aa W,<o (1=1,2...,m)
Z okreflenia zmiennej losowej (4) wynika, Ze moze ona przyjmowaé
z prawdopodobiefistwem dodatnim co najwyzej 2(2"~'—1) wartoSci.
Rozklad zmiennej losowej (4) jest wyznaczony przez rozklad zmien-
nej losowej (X,, X,,..., X,). Tak np. prawdopodobienistwo ukladu nie-
réwnodci

(5) W,>0, W,<0, ..., W, >0

WaZa. sie przez calke

(6) [aF (w0, 04, ..., w,),

gdzie F jest dystrybuanta zmiennej losowej (W, W, ..., W,), a obszar
catkowania jest okreflony przez warunki w, > 0,w,<0,...,w, >0 od-

powiadajace ukladowi nieréwnosei (5).

Wzory na prawdopodobienistwo poszezegdlnych ukladow znakéw zmien-
nej losowej (4) przyjmuja prostsza postaé w ukladzie (wy,wy,...,w,), W ktd-
rym jedna z osi jest prostopadla do plaszezyzny w,-+w;+ ... +w, = O.
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Taka transformacja jest np.

, 1
w, — — [— (1), +Wy+Ws+ ... +Wy_y W,y +w,],
l/n(n—l)
' L [—(n—2)w+ws+ ... +w,_s+10,_;+w,]
— — — n— n— Wy,
' Vn—Dm—2) s o
(M) = '
Wy _o = Vé:a[ “_2wn—2+wn_1+wn]7
, 1
wh_, = ]/5"—"{[ —Wp_1+Wy],
, 1 |
Wy, = — [w, +w,+ws+ F Wy Wy +w, ]
Vn

Dla transformacji (7) transformacja odwrotna ma postaé

n—1 ’ T ’
w, = — ! + = Wny
1 , ]/fn——2 p ]/T ,

w, — —_ 0 U
2 ]/n(n_l)wl n—1 2 + n Wy y
]/__.1 'ﬂ/ Y ]/”‘“3 w'—l—l/T' '
I ATresyRchl QPRI R SUECRANE Ak

---------------------------

8) _]/ 1 ,+l/ 1 it
1TV a0V m—)n—2)
]/ 1 ot _]/Iw, ]/T,
R A= A APl
Vi
=V ae oV e

]/ 1 +I/Ew ]/T,
+V mmay ot Y gt ) e

W ukladzie wepbirzednych (wy, ws, . ..,W,) Warunek w, +w,+ ... 4w, =
= 0 sprowadza sie do postaci w, = 0. Mozemy wiec ograniczyé sie do
rozwazania (n—1)-wymiarowej przestrzeni z ukladem wspéhrzednych
(wy, Wy ..., Wh_y). W tym ukladzie wspolrzednych zmienna losowa
(W, W, ..., W,) daje si¢ przedstawié¢ np. w postaci (W3, W, ..., W,_,).
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Prawdopodobiefistwo ukladu nieréwnosci (5) w ukladzie (w), w), ...,
w,_,) Wyraza si¢ przez catke

9) [aF (0], why -y wn_y),

gdzie F'(w;, wy, ..., w,_,) jest dystrybuanta zmiennej losowej (Wi,
Wy ..., Wo_1), a calkowanie rozciaga si¢ na obszar okreflony przez
warunki

Ve
w0V ey 2t T

T, /1,
+l/ ﬁwﬂ—zﬂ/ﬁ“’"—l?“

Znaki tych nier6wnos$ci odpowiadaja kolejnym znakom, jakie mamy
w ukladzie nieréwnosci (5).

Zauwazmy, Ze normalne wszystkich » plaszezyzn okreSlonych przez
réwnania

n—1 |,
n

ViostV oan %t -
a7V mpm—p T T

T, T,
T genat ) gt =0

tworzg ze soba kat, ktérego cosinus jest r6wny —1/(n—1).

Stad wiee wynika, ze znalezienie rozkladu zmiennej losowej (4)
sprowadza si¢ do obliczenia miar obszaréw, na ktére plaszczyzny (11)
rozcinaja (» —1)-wymiarowg przestrzen.

Jezeli dany jest rozklad zmiennej losowej (X,, X, ..., X,), to mo-
zemy wyznaczy¢ rozklad zmiennej losowej (W, W, ..., W,), a zatem
takze miary prawdopodobienstwa obszaréw, na ktére plaszezyzny (11)
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rozcinajg przestrzen. Jednak efektywne obliczenie wartosei tych prawdo-
podobienstw moze byé bardzo klopofliwe, w zaleznofci od postaci roz-
kladu zmiennej losowej (X,, X, ..., X,). W niniejszej pracy ograniczymy
sig do rozwazania tylko pewnej klasy rozkladéw zmiennej losowej (X,
X, ..., X,) o takiej wlasnofei, ze dla wszystkich rozkladow tej klasy
zmienna losowa (4) ma ten sam rozklad, co dla rozkladu jednostajnego
w kuli-jednostkowej ze §rodkiem w poczatku ukladu.

Do tak okreflonej klasy rozklad6éw nalezg rozklady, ktére sg niezmien-
nicze wzgledem grupy obrotéw dookola osi o réwnanin @, =z, = ... = a,.
W szczegblnofei wige do tej klasy nalezy lgezny rozklad niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozkladzie.

3. Obecnie sformulujemy zalozenia i wyprowadzimy kilka wzoréw,
z ktérych bedziemy korzystaé przy dowodzie zasadniczego twierdzenia.

Niech %, gdzie m > 1, bedzie m-wymiarows przestrzenia euklide-
sowa,a H, =0, H, = 0,..., H, = 0 (1 <y < m+1) ukladem hiperplasz-
czyzn o réwnaniach H; = ;@ +8i®s+ «oo T0im@n =0 (¢ = 1,2,..., ).
Plaszezyzny te rozcinaja przestrzen %, na skonczong ilo§¢ obszaréw.
Kazdy taki obszar da sie przedstawi¢ jednoznacznie w postaci

(12) e,H, >0, eH,>0, ¢H >0,
gdzie ¢, = +1 lub ¢, = —1 (¢ =1,2,...,y). Niech w przestrzeni Z,,
bedzie okre§lony pewien rozklad prawdopodobienstwa P.

ZALOZENIE A. Jakikolwiek obierzemy ciag (e, ey ..., 6,) liceb +1,
miary prawdopodobienstwa obszaréw wyznaczonych przez warunks

(13) e,H, >0, eH,>0, ..., eH,>0
oraz '
(14) —e,H, >0, —e,H,>0, ..., —e¢H,>0
8q réwne

ZALOZENIE B. Miara prawdopodobiensiwa obszaru

(15) e.H, >0, eH,>0, .., eH,>0

zalezy tylko od ilosei wyrazéw -+1 oraz ilosei wyrazéw —1 w ciggu
(€1 €3y ..., 8,), gdeie ¢; = +1 (1 =1,2,...,%)

ZAroZENTE C. Masa prawdopodobieisiwa rozlozona na hiperplaszozy-
znach Hy = 0,H, =0, ..., H, = 0 jest réwna zero.

Jasne jest, ze jezeli dla danej miary prawdopodobienstwa P zato-
Zenia A, B i C s3 spelmione dla ukladu hiperplaszezyzn H, = 0, H, =
=0,...,H, =0, to 83 one speimione dla danej miary P takze dla
kazdego ukladu H; — 0, H;, =0, ..., H; = 0 hiperplaszczyzn spoéréd
H, =0, H =0,...,H, =0, gdzie 0 < ' < 7.
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Wystarczy pokazaé, ze tak jest dla 9’ = y—1. Dowdd wynika z re-
lacji
(16) P{elHil > 0’ DR} eT—IHi}I—l > O, Hi}' > 0}+
+P{31Hi1 > O, erey € _1H,,;y__1 > 0, H@'? < 0} =
= P{e,H; >0,...,¢ —IH-E,,-I > 0}.
Istotnie, zalozenia A, B i C speliaja funkcje po lewej stronie wzoru (16).

Spelnia, je wiee i funkcja po prawej stronie.
7 zatozenia B wynika, Ze miar¢ prawdopodobienstwa obszaru okres-

lonego przez nieréwnosci ¢, H, >0, ¢,H, >0, ..., ¢,H, >0 mozemy ozna-
czyé symbolem
(17) Vi(H,, Hy,y ..., H, P),

gdzie p oznacza ilo§¢ wyrazéw -1, a y—p ilo§é¢ wyrazéw —1 w ciagu
(€1 €3y .-+ €,). Dla skrétu bedziemy pisaé V,,.

Uzupelnimy jeszcze okreglenie funkeji (17) dla =y =01 m =0,
przyjmujac Vie =1 (m =0,1,...).

TWIERDZENIE 1. Jezeli zalosenia A, B i C sq spelnione, wiwczas
funkeja Vg, = V§) (Hy, Hyy ..., H,, P) ma nastgpujace wiadciwosei:

Y
(18) Vi, =
267 =1,

(19) ' Vor,y+ Vs, = Vﬂ.r—l?
(20) Voy = Vy_sp
(21) Vﬁ.2ﬁ+1 = Vpy1,2801 = %Vﬂ,zﬂ,

b 4
(22) Vo= Z (y ;—y) Voriyy v Z2y20.

i=0

Dowéd. Z zalozenia C wynika, Ze

(23) D P{e,H, > 0,0, >0, ..., ¢,H, >0} =1,

gdzie sumowanie jest rozciagniete na wszystkie ciagi (e, e, ..., €,) liczb
+1. Z zalozenia B natomiast wynika, ze miara prawdopodobieristwa
obszaru e,H, >0, e,H, >0, ..., ¢,H, > 0 zaleiy tylko od ilo§ci wyrazow
+1 oraz ilofei wyrazéw —1 w ciagu (e, 6 ..., 6,). A zatem wzér (23)
mozna napisaé w postaci (18).

Aby udowodnié¢ wzér (19), zauwazimy, zZe

(24) Vpy,, =P{H,>0,...,H; >0,Hy,, >0,Hp,,<0,..., H < 0},
(25) Vﬁ’.,, =P{H1 >07"'5Hﬂ>0’ Hﬁ+1< 0, Hﬁ+$< 0, ...,H7< 0}.
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Dodajac stronami (24) i (25), otrzymujemy

(26) Vpy1y+Vs, =P{H, >0,...,Hg>0,Hs, ,>0,...,H, < 0}.

Ciag (ey, 6, ...,6,) = (+1,..., +1, —1,...,—1), okreflajagcy obszar
H, >0,...,Hy>0, Hy, ,<0,..., H,< 0, ma 8 elementéw réwnych |1
oraz y—f—1 elementéw réwnych —1. Zatem prawg strone wzoru (26)
mozna oznaczyé przez Vg, ;. W ten sposob otrzymujemy wzér (19).

Wzér (20) jest oczywisty wobec zalozenia A.
Podstawmy teraz y = 26+1 we wzorze (19) oraz (20),

(27) Vﬂ+1,2ﬂ+1+Vﬂ,2ﬁ+1 = Vﬂ,z.ay
(28) Vﬂ,2ﬁ+1 == Vﬁ+1,2ﬂ+1-

Z zestawienia wzoréw (27) i (28) wynika natychmiast wzoér (21).
Nastepny wzér (22) mozna otrzymaé ze wzoru (19). Wykonujemy
najpierw nastepujace proste przeksztalcenia algebraiczne:

Y —y

, y'—r—1 .
(29) Z (7’ :y) Vﬂ+i,~/' = Vﬁ,y’+ Z ()J i 7’) Vﬂ+i,?’+vﬂ+r’-7,r’ =

i=0

T (o By | R s o

Yy —v—1

Z ( ) Vit }"2_1 (y’—:_l) Vosivry =

1=0

—Z ( y_l) [Vesiy+Verigiyl
1=0

Korzystajac ze wzoru (19), otrzymujemy

y'—y-1

EUNS | (G TV S o o T

Analogicznie mozemy pokazaé, ze dla 6 =1,2,...,y"—y

Y —y ¥y —y—6

S = S

=0 i=0

Jezeli za & podstawimy teraz y’ —y, otrzymujemy wzér (22).
Korzystajac z wzoréw (18)-(22) udowodnimy twierdzenie o zalei-
nofciach miedzy funkejami V,,. Twierdzenie to mowi, ze kazda funkeja
Vs, daje sie wyrazié jako kombinacja liniowa funkeji Vi, Vi, Vo -
Drugi wzér, tj. (33), w tym twierdzeniu jest szezegélnym przypa,d-
kiem wzoru, jaki podat David [1].
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TWIERDZENIE 2. Jeseli zalozenia A, B i C sq spelnione, to dla funkeji
Ve, = V},”",,)(HI, H,, ..., H, P) mamy nasitgpujqce dwie relacje:

(32) Vﬁ,r Z‘;( ﬁ+1( ) Vo p—13
(33) Voapsr = 4 gﬂ’ (—1 (*F 1) Vos-

Dowdd. Pierwszy z tych wzoréw udowodnimy w oparciu o wzér
(19) za pomocs indukeji matematycznej. Wzér (32) jest prawdziwy dla
‘B =0 i dowolnego y > 0. Pokazemy, ze ze shisznodci wzoru (32) dla
yif = 0,1, ..., y wynika shuszno§é wzoru (32)dlay+1i8=1, 2, ..., y+1.
Istotnie, w my$l wzoru (19)

(34) Vﬁ+l,v+1+Vﬂ.r+1 = Vﬂ,w
a stad
(35) Voriyer = Vop—Vayir-

Po wykonaniu elementarnych przeksztalcen

(36) Vorrye1 = Z ﬂ-“( )Vo,y i 2( —1) Bti (ﬁ) V, pEl— =

i=0
B+1

= S T Y, o

ico
Nastepny wzér (33) wyprowadzimy ze wzoru (32). Napiszemy wzor
(32) w postaci

284-1

if2 1
(37) V2ﬂ+l,2ﬁ+l = Z (“‘1)1“’( ﬁj )Vo,zﬂ+1-i =
i=0

28
- - V0,2ﬂ+l + Z( _1)i (25:11) Voap—i-
i=0

Biorac teraz pod uwage, 26 Vs 1951 = Vogps1y OtTzymujemy przeksztal-
cajac wzér (37)

28
(38) Vasper =1 2 (=D (%) Voaps =
t=0

28 )
3 S ) v

— ,}2(—1)‘(2ﬂj1) Vos-

Wzér (33) jest zatem udowodniony.
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4. Z tego, co powiedzieliémy w rozdziale 2, wynika, ze dla rozwig-
zania postawionego zagadnienia, tzn. znalezienia rozkladu zmiennej
losowe]j (4) dla klasy rozkladéw zdefiniowanej w rozdziale 2, mozna zato-
zy¢, iz zmienna losowa (Wy, W, ..., W,_,) ma w ukladzie (wi, wy, ..., w,_,)
rozklad jednostajny w kuli jednostkowej ze §rodkiem w poczatku ukladu
wipoirzednych. Przy tych zatozeniach znalezienie rozkladu zmiennej lo-
sowej (4) sprowadza si¢ do obliczenia miar prawdopodobienstwa obszaréw,
na ktére plaszezyzny (11) rozeinaja kule jednostkowa ze §rodkiem w po-
czatku ukladu. Przy obliczaniu miar tych obszaréw mozemy, jak zaraz
pokazemy, wykorzysta¢ wyniki poprzedniego rozdziatu, gdyz spelnione
83 warunki A, B i C.

Niech w m-wymiarowej przestrzeni euklidesowej &, okre§lony bedzie
rozklad jednostajny w kuli jednostkowej ze §rodkiem w poczatku ukladu
oraz niech danych bedzie y(0 < y < m-+1) hiperplaszezyzn przechodza-
cych przez frodek kuli. Zalézmy, ze normalne wszystkich tych hiper-
plaszezyzn tworzg ze soba ten sam kat. W szczeg6lnosei, jezeli y = m 1,
to 6 = arcecos (—1/m).

Udowodnimy, ze warunki A, B i C sg spelnione. W dowodzie bedziemy
korzystali z nastepujacego oczywistego lematu.

LEMAT. Niech dane bedq w przesirzeni Z,, dwa uklady hiperplasz-
ozyen Hy =0,H, =0,...,H, =0 oraz Hf =0, H; =0, ..., H =0. Za-
loémy, Ze hiperplaszczyzny te przechodzq przez $rodek pewnej kuli. Niech
IS¢ (Hyy Hy)l| oraz || <X (Hi, H;)|[ (4,§ =1,2,...,y) oznaczaja odpowiednio
dia pierwszego i dla drugiego ukladu hiperplaszczyesn macierze katéw, jakie
tworzq ze sobg ich normalne. Jezeli macierze || X (H;, H;)|| oraz || < (H}, H)|
sq réwne (porzadek kolumn nie odgrywa roli), to objeto$é bryl, jakie stozek
H;>0,H,>0,..., H, >0 oraz stotek H; >0,H;>0,...,Hy >0 wy-
cina 2z kuli, sq rowne.

Z podanego lematu widaé, zZe zatozenie A jest speinione. Istotnie,
niech dane beds hiperplaszezyzny H, =0, H, =0, ..., H, = 0. W mys#l
tego lematu miary prawdopodobiehstwa obszaréw e,H, >0, ¢,H, > 0,
ooy 6H, >0 oraz —e,H, >0, —e,H, >0, ..., —¢,H, >0 83 ré6wne, gdyz
jak latwo zauwazyé, zachodzi réwno§é || <X (e;H, ¢Hy)|| = || < (—e;H;,
—e;Hj)||. Nie korzystamy tutaj z zalozenia, ze normalne hiperplaszezyzn
tworzg ten sam kat.

Przejdzmy teraz do zaloZenia B. Zalézmy teraz, Ze normalne hiper-
plaszezyzn H, = 0,H, =0,..., H, = 0 tworza ze soba ten sam kat.
Obierzmy dwa dowolne ciagi (e, e,,...,6,) oraz (e, €3, ..., e}) liczb +1
z taka samg ilo§cia wyrazéw 1. Wykazemy, ze miary prawdopodo-
biefistwa obszaréw e, H, >0, ¢, Hy>0,...,¢,H,>0 oraz e*H, >0,
e;Hy,>0,...,6;H, >0 83 réwne. Aby to udowodnié, wystarezy w mysl



304 W. Klonecki :

podanego lematu pokazad, ze zachodzi réwnosé

(39) I < (e:Hyy Hy)| = 1| X (67 Hy, 67 Hll-

Dowoéd wzoru (39) wynika stad, ze: 1° Normalne hiperplaszezyzn
H,=0,H,=0,..., H, = 0 tworzg ze soba ten sam kat. 2° Ilo§é wyra-
26w +1 w ciagach (e, e, ..., ¢,) oraz (e, 6, ..., €,) jest taka sama.

Spelnione jest takze zalozenie C. Istotnie, wynika to natychmiast
z postaci rozkladu prawdopodobienstwa ekreslonego w przestrzeni .

Jasne jest, ze miara prawdopodobienstwa obszaru

(40) e,H, >0, ¢H,>0, ..., eH,>0

utworzonego przez hiperplaszczyzny H, =0, H,=0,...,H, =0, kto-
rych normalne tworzg ze sobg ten sam kat 6, mozna oznaczyC przez

(41) by (0

gdzie §, y i m sa okreflone jak w (17). Innymi stowy, kat 6 oraz ilo&¢
wyrazéw +1 w ciggu (e, €y ..., ¢,) liczb +1 wyznaczaja obszar o jedno-
znacznie okre§lonej mierze prawdopodobieristwa.

Latwo pokazaé, ze funkecja (41) ma nastepujace wlasnofei: jezeli
w y-wymiarowej przestrzeni istnieje y hiperplaszezyzn, ktérych normalne
tworzg ze soba ten sam kat 6, to

(42) ng;"")(f)) — V%’:L(e) (6 =1,2,...).

W szezegdllnosei

. 1 1
(43) v§59 a,recos(—;:—l-)] = VgD [31'0003(—7}—_5)] (y=0,1,...),

oraz

1 1
(44) VY a,rccos(fy—*_l)]zV(y’;l’[a’rccos(—y—_l)]=0 (y=2,3,...).

Wizoréw (42) i (43) dowodzié nie bedziemy. Dowody tych WZOréw
sprowadzaja sie do znalezienia odpowiednich catek dla wyrazen wyste-
pujacych w tych wzorach.

Wzér (44) wynika stad, ze ciagi (¢, €y, ..., 6,4) = (+1, +1,..., +1)
OTaz (€5, gy .-+ 6ypq) = (—1, =1, ..., —1) wyznaczaja zbiory puste w y-wy-
miarowych przestrzeniach. ‘

Zestawiajac udowodnione twierdzenia 1 i 2 z wzorami (42)-(44),
otrzymujemy twierdzenie, ktére daje rozwigzanie postawionego zadania,

TWIERDZENIE 3. Dla klasy rozktadéw okreslonej w rozdeiale 2 prawdo-
podobiensiwo ukladu nieréwnodes

(45) eW, >0, eW,>0, .., ¢eW,>0

-
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jest tylko funmkcja B (ilosci wyrazéw +1) w ciagu (ey, ey ..., €,) liczb +1
i réwna sig

1
(n—1) —
(46) Vism [a.rc.cos ( | )]

Jezeli w m-wymiarowej _przestrzeh'i- euklidesowej mamy uktad y hiper-
plaszezyzn, ktérych normalne tworzq ze sobg ten sam kat, to dla funkeji V47 (0)
zachodzq réwnoseci

(47) Vi Zﬂ 14 (%74) vico

oraz (18)-(22), (32), (42)-(44).

5. Z twierdzenia 3 wynika, ze rozklad zmiennej losowej (4) daje
sie wyrazié liniowo za pomocs wyrazen V{3)(6), gdzie m =1,2,...
Tak np. dla n = 2, 3, 4, 5 otrzymujemy nastepujace formuly na ob-

liczenie rozkladu wskaznikéw przyrodniczych (W, W, ..., W,).

1° Dla n = 2
(48) \ VEL(6) = 3—VEh(0),
gdzie § = arccos (—1).

2° Dla » =3

(49)

gdzie 6§ — arccos (—3).
3° Dla n =4
VEL0) = —3+3VEL(0)—TViL(0)

(°9) VE(0) — $—2 VI (0)+ VEL(0).

gdzie § = arccos (—3}).
4° Dla n =5 :
VEL(6) = 1 =2V (0)+3VEL(0),
(51) “)(e) = — 3578 6)—217“”(0),
(4) i? (2) 1 0 ) _|_.% V(4)

gdzie 6 = arccos (—3).

Zauwazmy teraz, ze ze wzoru (44) wynika, ze Vi) [arccos(—1)] = 0.
Stad i ze wzoru (48) dla dwuwymiarowej przestrzeni, n = 2,
otrzymujemy

(62) : V) [arccos(—1)] = }.
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" Dla przestrzeni tréjwymiarowej, » = 3, ze wzoru (49) i z tego,
ze V§)[arccos(—3})] =0, otrzymujemy V§}[arccos(—3})] =4. Stad

Vi [arccos(—3)] = 1 —3V{i[arccos(—3)] = ;. Mamy wiee
(53) Vi) [arccos(—3)] = %

Dla czterowymiarowej przestrzeni, n = 4, analogicznie jak poprzednio
V) [arccos(—3)] = 0 w mysl wzoru (44).
A zatem

54) VE(0) = —1+27E3(06),
VEi(0) = £—2VEL(6),

gdzie 6 = arccos (—}).

Warto§é funkeji V{)[arccos (—3})] mozna odezytaé z tablic funkeji
trygonometrycznych. Wynosi ona 0,19592.

Po podstawieniu ofrzymujemy

V) [arccos (—4$)] = 0,04388,
S?a [arccos (—})] = 0,10816.

Dla przestrzeni pieciowymiarowej, n = 5, otrzymujemy w analo-
giczny sposdéb jak poprzednio nastepujace formuly:

Vid(6) = —5+VEk(0),
(6 = z—1VEh(0),

(65)

(56)

gdzie 6 = arccos (—}).
Poniewaz V{[arccos (—3)] = 0,20979, otrzymujemy po podstawie-
niu

(4) —_
(57) {[arccos( —%)] = 0,00979,

<4) )[arccos(—})] = 0,04511.

1
Aby otrzymaé pozostate wartoéci funkeji Vi, [a,rccos(—-l;——l—)],

nalezy skorzystaé ze wzoru (20). Otrzymane wartofci podano w tablicy 1.

TABLICA 1
. o p(n—1) 1 "
Wartoéei funkeji V%,n arecos | ———
2 0 0,6 0 :
3 0 0,16667 0,16667 0
4 0 0,04388 0,108186 0,04388 0
b 0 0,00979 0,04511 0,04511 0,00979 0
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Rozkiad ogélnej liczby dodatnich i ujemnych wskaznikéw przyrod-
niczych Perkala podany jest w tablicy 2.

TABLICA 2
. .. [TY (n—1) 1
ke (5) Phi ™ [scecos (~ 5]
Wartosei funkeji p] Ven " |arccos {———
N 0 1 2 3 4 5 Razem
2 0 1 0 1
3 0 0,5 0,5 0 1
4 0 0,176562 | 0,64896 0,17552 0 1
5 0 0,04895 | 0,45110 0,45110 0,04895 0 1

Rozklad wskaZnik6w przyrodniczych Perkala dla n > 6 nie daje sie
wyznaczyé, gdyz wartosci funkeji V{)(6) dla y = 4,6, 8, ... nie zostaly
dotad stablicowane dla katéw, jakie tutaj wystepuja. Prawdopodobietistwa,
te jednak dadza sie obliczyé za pomoca wzoru rekurencyjnego opublikowa-
nego przez Rubena [4].

Jak juz na wstepie podawaliSmy, rozklady wskasnikéw przyrodni-
czych Perkala dla n > 6 zostang opublikowane w oddzielnej publikacji.
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B. KIIbOHEIIKH (Hosrans)
O PACHPEJEJNEHUA 3HAKOB HHIEKCOB II3PKAJIA
PESIOME

B aroit paGore aBTop mokasHBaer, KAK HAaHTH paclnpeleNeHHe BHAKOB eCTECTBEH-
HHX uHAexcoB Ilapkans [3] mua kxaccos pacnpefeneHult HHBAPMAHTHHX OTHOCHTEb-
HO IPpynnH BpAamEHUN BOKPYT OCH & = &y = ... = Tp.
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MMycers 24, o603HauaeT m-MepHOEe eBKIHA0BO IPOCTPAHCTBO, B KOTOPOM ojpe-
AelleHO0 pAaBHOMEpHOe pacmpefielleHHe BEPOATHOCTH B eNHHHYHOM UIApe, KOTOPOro
LEeHTP JIeMKUT B HAYAJe CHCTeMH KoOpAmHAT. B mpocTpaHcTBe Z'm AAHO p THIEPHIOC-
Kocreli (l<y <m+1) Buaa H; =anz+apdyt...+aimen =0 (i =1,2,...,9).
[TpenmoosXuM, YTO HOPMAUIHM STHX TANEPINIOCKOCTe# obpasylor Memay coGoil pas-
mgee yrasl 6. [Ipd »THX HnpeANoio:eHHAX HMEIOT MeCTO cooTHOmeHuA (32) m (33),
npuiéM ng;’(m ABJACTCH MepOR BePOATHOCTH KoEyca e H,> 0,6,H,>0,...,¢,H,> 0.
f oGosHayaer 4mKCAO0 BHpameHdd +1 B NOCHENOBATENBHOCTH (€, €5, ..., &), COCTO-
Ame#t m3 umcen -+1. Irm pesyuapTarH OHIM HOJNYyHeHH IyTéM oboGmeHusa Merona
Hasupa [1]. Mx MoHO OHIIO TAKMKE NOJYYUTH APYrUM NyTéM, UMEHHO N3 PEHYpPPEHT-
Hott fopmynn PyGena [4] aasa runepcdepHyecKMX CHMIIIEKCOB.

Ws TeopeMun 3 cxemyer, 4TO pacmpefedeHHe BHAKOB MHIEKCOB I[3pKama Moxer

GHTHh NpeACTaBICHO Kak JIHHeliHaA KoMOMHAUuA QyHkmmit Vg% (9), Vﬁﬂ(ﬂ),
B eroit pabore mano pacnpefeldeHne MHAekcoB Ilspxansa B caydae IBy-, TPéX-,
YeTHPEX- M NATHMEPHOH cayvyalHoll BeIMYHHEL.

W. KLONECKI (Poznan)
ON THE DISTRIBUTION OF SIGNS OF PERKAL INDICES

SUMMARY

The author shows how to obtain the distribution of the signs of Perkal’s na-
tural indices [3] for a class of distributions which remain invariant under the group

of rotation around the line z;, = 3 = ... = @p.
Let %'y denote the m-dimensional euclidean space with uniform probability
measure in the unit sphere centered at the origin. Let H, = 0, H, = 0,..., H, = 0

denote hyperplanes, H; = a;; %, +aig %+ ...+ @imxm = 0 (i = 1, 2, ..., ). The normals
of any two of the hyperplanes are assumed to be equal, say to 6. Under these assump-
tions formulae (32) and (33) hold, where V%)(B) is the probability measure of the
cone ¢, H;, > 0,¢,H,> 0,...,¢,H,>0 and $ is the number of 4-1's and y—f the
number of —1’s in the sequance (e, €,, ..., €y), where ¢; = 4 1. Formulae (32) and
(33) are obtained by generalizing a method originated by David [1]. However both
formulae (32) and (33) could be obtained from Ruben’s [4] recurrence formula for
hyperspherical simplices.

It follows from theorem 3 that the distributions of the signs of Perkal’s natural
indices can be expressed as linear functions of the probabilities ng)g 0), V{ﬂ 6y, ...

The distributions of the signs of natural indices are presented for two, three, four,
and five.dimensional random variables.



