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Introductlion

En 1955 l’ufl de nous a introduit dans [3] la notion de fonctions
algébriques, univalentes dans le cercle unité, de la forme

(*) a(z) = a,2+...,
vérifiant 1’équation 2(a(z)) = X(z), olt
D —
Q(w) = 'c—v[‘£ 4.t Dy+...+Drw",

E _
X(z) = zf +ooc+- Byt ...+ EL 2"

sont des fonctions rationnelles, symétriques par rapport & la circon-
férence unité. Cela permis de démontrer qu’s l'aide des fonctions du
type (*) on peut arbitrairement approcher, aprés une normalisation
convenable, toutes les fonctiones univalentes dans le cercle unité; de
plus on obtient avec elles le théoréme classique de Riemann sur la repré-
sentation conforme [5] par une méthode nouvelle et entiérement élémen-
taire et, dans la théorie moderne des fonctions, 1’équation structurale
de Lowner par une méthode nouvelle, particuliérement simple [15], [9].

Dans le présent ouvrage nous obtenons, a ’aide des fonctions men-
tionnées du type (*), un nouveau résultat de la théorie moderne des
fonctions, & savoir la variation intérieure analytique des fonctions uni-
valentes bornées.

Les premiéres formules non analytiques de la variation intérieure
des fonctions univalentes non bornées ont été données en 1938 par M.
Schiffer dans [22] et, plus tard, sous une forme un peu différente, par
ce méme auteur en 1943 dans [23]. Presque en méme temps de pareilles
formules ont été obtenues en 1946 et 1947 par G. M. Golusin dans [11],
[12] et [13], et aussi en 1943, 1945, 1946 et 1950 par A. C. Schaeffer et
D. C. Spencer dans [19], [20] et [21]. Pour les fonctions univalentes
bornées les formules correspondantes non analytiques ont été données
par 'un de nous en 1948, 1953 dans [1], [2], par H. L. Royden en 1949
dans [17] et par A. C. Schaeffer et D. C. Spencer en 1950 dans [21].

En 1962 P. L. Duren et M. Schiffer ont obtenu dans [8] des formules
sur la variation analytique pour les fonctions univalentes non bornées.
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Le résultat des auteurs de cet ouvrage s’engage dans la méme voie. Ils
obtiennent une formule nouvelle sur la variation analytique pour les
fonctions univalentes bornées, analogue & celle qu’ont obtenue Duren
et Schiffer pour les fonctions non bornées; de méme, dans la nouvelle
méthode de déduction, entierement élémentaire, dont se sont servi les
auteurs, on profite de moyens qui ne dépassent pas les plus simples él¢é-
ments d’Analyse, tels que les premiers chapitres de la théorie des fonctions
analytiques uniformes et de la théorie des équations différentielles
ordinaires. Les moyens qu’utilise la méthode appliquée dans [8] sont
beaucoup plus difficiles.

Remarquons que les recherches sur les fonctions univalentes non
bornées et bornées différent en général entre elles.

Ces formules analytiques introduisent dans la théorie des fonctions
univalentes les variations de rangs supérieurs au premier.

Nous espérons que la construction des variations & ’aide des solutions
d’équations différentielles simples, donnée par les formules (31) et (54)
de 5, chapitre II, jettera un nouveau jour sur la nature des variations
des fonctions univalentes et qu’elle pourra étre appliquée au cas des
classes de fonctions plus générales aussi bien que plus spéciales.

La longueur de cet ouvrage se justifie, entre autres, par la cireon-
stance que nous avons essayé d’y motiver méme les plus simples remarques.
Le lecteur connaissant la théorie élémentaire des fonctions pourra évidem-
ment en omettre la plupart.

Nous attirons I'attention du lecteur sur le fait que dans cet ouvrage
les théorémes, les lemmes et les formules d’une méme partie sont cités
en indiquant leurs numéros, ceux d’'un méme chapitre en indiquant leurs
numeéros et ceux de la partie correspondant, enfin ceux d’un autre chapitre
en indiquant leurs numéros, ceux de la partie et du chapitre correspon-
dants.

Dans le chapitre I nous exposons les propriétés générales des fone-
tions rationnelles simples et, en particulier, rationnelles spéciales et un
lemme fondamental sur la famille analytique des variations (2, 3) pour
la fonction rationnelle simple (1, 3), dont la dérivée admet des racines
dans certains domaines 1 de 3. Il est essentiel ici que le cercle |t| < R du
parametre correspondant ¢ ne dépend pas du degré de la fonction initiale
(1, 3) et qu’il existe une relation simple (31, 3) entre la famille des variations
(2, 3) et la solution (19, 3) de ’équation différentielle (22, 3) & points sin-
“guliers (3, 3) contenus dans les domaines fixés de 1, 3. Dans le chapitre II
nous donnons des informations sur 'approximation, la construction des fa-
milles analytiques de variations (11, 2) et (18, 3) pour les fonctions approxi-
mantes: déterminantes (1, 2) et accomodées (5, 3); ensuite, nous y démon-
trons I’existence des familles analytiques de variations (8, 4) et (2, 0);
enfin nous y donnons pour (8, 4) et (2, 0) les conditions différentielles
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(57, 4) et (4, 0). Un fait important que nous y démontrons & l’aide des
relations algébriques (9, 4), ¢’est que pour les valeurs réelles du parameétre ¢
les fonctions intérieures (8, 4) existent et sont univalentes dans tout le
cercle unité et, en particulier, qu’elles sont holomorphes dans le voisinage
des points singuliers (20, 3) ol la formule (31, 5), qui détermine la fonetion
(2, 0) &4 Paide des solutions (18, 5) et (19, 5) des équations (20, 5) et (21, 5),
est en défaut.
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NOTATIONS ET DEFINITIONS

1. (a, b), [a, b] et {a, b} désigneront resp. un intervalle ouvert d’extré-
mités @ et b, un intervalle fermé de mémes extrémités et un intervalle
d’extrémités e et b, dans le cas olt on ne saura pas si les extrémités lui
appartiennent ou non.

2. ['_fp_,g;] désignera un segment orienté d’origine p et d’extrémité
¢, ou p et ¢ sont des nombres arbitraires complexes.

3. Outre le paramétre ¢ parcourant un segment orienté [a, b] de
P’axe réel, nous emploierons également un parametre ¢ parcourant un

segment [a¢, bi] de 1’axe imaginaire.
4. E* désignera la frontiére de I’ensemble E, E’ I’ensemble complé-

mentaire de cet ensemble & tout ’espace, E° Lintérieur de E, E la fermeture
de E.
5. Les symboles ¢ <, U, N et \ signifieront resp.: , appartient

3 l’ensemble”, ,est contennu dans D’ensemble”, la somme, le produit
et la différence d’ensembles.

6. K (a,r) désignera le cercle de centre a et de rayon 7.

7. K (oo, r) désignera le cercle de centre oo et de rayon 7, c.-a-d.
Pextérieur du cercle K (0, 1/r).

8. o(z, y), o(z, A) et o(A, B) désigneront resp. la distance des points
z,y, la distance du point # a l’ensemble A4, la distance des ensemb-
les A, B.

9. Le nombre k(A, B) défini par la formule
h(a, b) = max {supinf o(a, b), supinf o(b, a)}
aed beB beB aed
s’appellera la distance au sens de Hausdorff des ensembles A et B.

10. A désignera ’ensemble symétrique de ’ensemble A par rapport

4 la circonférence unité K*(0, 1); en particulier, K (0, 1) désignera ’exté-
rieur du cercle unité.
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11. La fonction f(z) étant définie dans ’ensemble plan D, nous désigne-
rons par f(z) la fonction définie par la formule

f&) = (FE )
pour 2z e.ﬁ.

12. Si f(w, ...) est une fonetion d’une ou de plusieurs variables et K
un certain ensemble de points (z, ...), nous désignerons par f(E) I'image
de P’ensemble E par cette fonction.

Nous appliquerons des notations analogues et évidentes dans le
cas ol F sera une courbe.

13. Nous remplacerons parfois le symbole f(z) par le symbole f(z).

14. Nous appellerons a-diminution du domaine plan G l’ensemble
G, = {2: z¢@, 0(2,G") > a}. Si le domaine G est limité par une courbe
réguliere fermée (comp. [18], p. 91-92), alors, comme il est facile de le
voir, G, est également un domaine pour o suffisamment petit.

15. Nous dirons que la suite des ares plans (au sens de Jordan),
H,: z=2z,(t),a<t<p, n=12,..., est convergente au sens du parae-
métre vers Uarc Hy: z = 24(1), a <1< B, si la suite des représentations
paramétriques {z,(f)} converge uniformément vers z,(¢) dans l'intervalle
[a, B]. .

16. Nous dirons que la suite des arcs {H,} plans est convergente au
sens de Hausdorff vers Uarc H,, si h(H,, H)) - 0, ou H, et H, désignent
ici les images géométriques des ares respectifs, lorsque n — oo; alors
pour tout nombre arbitraire ¢ > 0 il existe un nombre N tel que tous
les ares H,, ou » > N, sont situés dans un e-entourage de 1’arc H,, soit

dans ’ensemble () K (z, ¢).
ZGI{[)
On voit facilement que la convergence d’une suite d’ares au sens

du parametre entraine la convergence de cette suite au sens de Hausdorff.
17. Une fonction de la forme

b(z) = b2+ by2*+..., b, >0,

univalente dans le cercle unité K (0, 1) et telle que |b(z)| < 1 pour zeK(O, 1)
sera appelée fonction bornée aw sens de Lowner.

18. Une fonction rationnelle §(3) de poles uniques de mémes multi-
plicités aux points 0 et oo de la forme

Ly 4 d
3 3

sera dite fonction rationnelle simple; en méme temps nous dirons que son
degré est le nombre 2k.

6(3) = tfot izt fid's  ferfe# 05 k>0,
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19. Une fonection rationnelle simple 6(3), réelle sur la circonférence
unité, c’est-a-dire de la forme

Je h

8(3) = 7 +ot . +fotFrz -+ 3y e #0,f, véel,

sera appelée fonction rationnelle spéciale de degré 2k.
20. Nous dirons que la fonction

a(z) = a,2+4..., a;>0, 2¢K(0,1),

est une fonction algébrique spéciale si elle satisfait dans le cercle unité
a équation

Q(a(2)) = X(2),

ol 2(w) et X(2) sont des fonctions rationnelles spéciales. En méme temps,
nous appellerons les fonctions Q(w) et X(z2) resp. déterminante et accom-
modée. Nous appellerons parfois la fonction a(z) fonction intérieure.

21. Soit H un arc régulier (comp. [18], p. 91-92) de Jordan, situé
dans le cercle K (0,1), & I’exception de son origine qui est située sur la
circonférence K*(0,1), et qui ne passe pas par zéro. Soit ensuite Q(w)
une fonection rationnelle spéciale. Nous appellerons H arc spécial corres-
pondant & la fonction £(w), si cette derniére prend sur lui uniquement
des valeurs réelles.

Dans le présent travail nous nous bornerons aux arcs spéciaux ortho-
gonaux a la circonférence unité sans notifier chaque fois explicitement
ce fait.

22. Soit {f.(2)} une famille de fonctions réguliéres (comp. [18], p.
145-146) dans un domaine @, dépendant du paramétre complexe z, par-
courant un ensemble 7, et soit f*(2) une fonctipn réguliére dans ce méme
domaine G. Supposons ensuite que f,(z) et f*(2) aient les mémes points
singuliers dans I’ensemble @. Nous dirons que f,(z) fend vers f*(z) pour =
tendant vers un r* presque uniformément dans @, si une telle convergence
a lieu dans G, ou G, désigne le domaine obtenu de G en éliminant tous
ces points singuliers.

On voit facilement que, lorsque {5,(3)} est une famille de fonetions
rationnelles simples d’un méme degré 2k, dépendant du parameétre com-
plexe 7, alors, pour que 4.(3) tende vers une fonction simple 6*(3) du
méme degré 2k pour 7 tendant vers un ¥, il faut et il suffit que les coeffi-
tients des fonetions 4,(3) tendent vers les coeffitients respectifs de la
fonction &8*(3).

23. Nous appellerons proches deux fonctions rationnelles simples si
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elles sont de méme degré et si leurs coefficients respectifs sont proches
au sens habituel.

24. Nous dirons qu’une fonction complexe d’une ou de plusieurs
variables complexes est holomorphe dans un ensemble, si elle est holo-
morphe dans un ensemble ouvert qui le contient.

Nous appellerons proches deux fonctions holomorphes dans un en-
semble, si la valeur absolue de leur différence est uniformément petite
dans cet ensemble.

25. Nous dirons que 'image f(K (0, 1)) du cercle unité par la fonetion
f(z) remplit presque ce cercle, si 'ensemble f(K(0,1)) est contenu dans
K (0,1) et si son aire est égale a 'aire du cercle K (0, 1).

26. Soit une fonction f,(2) (fixée) réguliére dans un certain domaine
el ayant en un point de ce domaine une racine de multiplicité finie k;
soit ensuite f,(z) une fonction (variable) dans ce méme domaine et ayant
des racines aux points différents z,, 2,, ..., 2;. Nous dirons que le systéme
des racines 2y, 2, ..., 2; correspond & la racine 2, si la somme de leurs
multiplicités est k et s’il existe un entourage |z—z2,| < ¢ du point z,,
contenu avec sa frontiere [z—z,] = ¢ dans le domaine cité, contenant
toutes les racines du systéme cité, ne contenant pas d’autres racines de
la fonction f,(2) excepté la racine z, et tel que [f,(2) —fs(2)| < |fo(2)| sur
la frontiére |z—zy) = e.

Du théoréme de Rouché résulte que cette définition a un sens unique,
c.-a-d. qu’il n’existe pas deux systemes différents de racines de la fonction
f1(2) correspondant & une méme racine z, de la fonction f,(2).

En effet, s’il existait deux systémes différents z;,25,...,2, et
2,2, ..., 2, de racines correspondant & la racine z, alors, en prenant
le plus grand des deux entourages, mentionnés plus haut, contenant resp.
les racines en question, la somme des multiplicités des racines de Ila
fonction f,(2), contenues dans cet entourage, serait plus grande que k;
en outre sur la frontiére de cet entourage aurait évidemment lieu 'iné-
galité |f,(2)—fo(2)| < !fo(2)|, ce qui serait en contradiction évidente avec
le théoréme de Rouché. '

Il résulte immédiatement de ce théoréme et du fait que fo(z) #0
dans un voisinage du point 2, que, si en particulier les fonctions f,(z)
et f,(2) sont rationnelles simples, alors, lorsque la fonction f,(z) est suffi-
samment proche de la fonction f,(z), il existe un systeme de racines de
la fonction f, (2}, situées dans un entourage arbitrairement petit du point z,,
qui correspond & la racine 2z, de la fonction fy(z).

Si fo(2), f1(2) et f,(2) sont des fonctions rationnelles simples, z,, 2,
et 2, sont resp. les racines de ces fonctions, si f,(2) est suffisamment proche
de la fonction f,(z) et 2z, correspond & z,, si ensuite f,(2) est suffisamment
proche de la fonction f,(2) et 2, correspond a z,, alors 2, correspond & z,.
Il en est de méme pour un plus grand nombre de fonctions.
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RESULTATS AUXILIAIRES

27. Chaque fonetion b(2) holomorphe dans le cercle [2] < r et y satis-
faisant & 1’équation U(b(z)) = V(2), oit U(w) et V(2) sont des fonctions
rationnelles simples de méme degré 2k, se prolonge d’une facon continue
au cercle fermé [2| <7, [3].

I1- en résulte immédiatement que toute fonction a(z) algébrique
spéeiale se prolonge d’une facon continue au cercle fermé K(0, 1), et
ensuite que la fonection d@(z) se prolonge également d'une fagon continue

au domaine fermé K (0,1).

28. Soit une suite quelconque de fonctions {b,(z)} satisfaisant aux
cinq conditions suivantes:

1° Chaque fonction b,(2) est holomorphe dans le cercle |z| < r,, ol 7,
est un nombre positif.

2° Chaque fonction b,(z) vérifie Pidentité U,(b,(z)} = V,(z), ou U,(w)
et V,(z) sont des fonctions rationnelles simples de méme degré 2k.

3° La suite des nombres {r,} converge vers une limite finie #, non
nulle.

4° La suite {b,(2)} converge presque uniformément dans le cercle
[2] < r, vers une fonction holomorphe b,(z) (comp. [2], p. 3-4).

5° Les suites {U,(w)} et {V,(z)} convergent presque uniformément
vers des fonctions Ugy(w) et V,(2) rationnelles simples de méme degré 2k.

Alors, pour toute suite de points {z,} convergente vers un point
20, tels que |z,| < r, pour tout » et |zy| = r,, 1a suite {b,(2,)} converge vers
bo(20); on admet évidemment, suivant 27, que chacune des fonctions
b,(2) et by(2) est prolongée resp. au cercle |z| <7, et |2] < ry [3].

29. Soit b(2) la fonction intervenant dans 27 et soit w, = b(z,),
ol |z, = 7. Si w, et 2, sont des racines des dérivées resp. U'(w) et V'(2)
de méme degré, la fonction b(z) se prolonge comme fonetion holomorphe
par le point z, [5].

30. L’image de cercle unité par une fonction algébrique spéciale
remplit presque ce cercle, [5].

31. Une fonction algébrique spéciale est univalente dans le cercle
unité, [5].

32. On voit facilement que, si 6(3) est une fonction rationnelle
spéciale, alors la fonction 4'(3)3¢ est également rationnelle spéciale de
méme degré que la fonction 6(3), ayant les mémes racines que la dérivée
0'(3)-

33. Pour toute fonction rationnelle spéciale §(3) il existe une fonction

rationnelle spéciale 5(3) de méme degré qui lui est arbitrairement proche,
dont la dérivée a des racines uniquement simples, [5].
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34, Si 2(w) est une fonction rationnelle spéciale et H un arc spécial
qui lui correspond et si les cing conditions suivantes sont remplies:

1° La dérivée Q'(w) a toutes ses racines simples, situées en dehors
de H, a D’exception de son origine, ou elle a une racine.

2° Les valeurs de 2(w) pour toutes les racines de la dérivée Q'(w)
sont distinctes et différentes de la valeur & D’extrémité de H.

3° a(z) transforme d’une fagon conforme K (0,1) en K (0,1)\H,
ainsi que a(0) = 0, a'(0) > 0 et elle se prolonge a K (0, 1).

4° X(z) est une fonction rationnelle spéciale telle que 2(a(z)) = X(z).

5° 2* est une racine de la dérivée X'(z) différente des images réeci-
proques de toutes les racines de la dérivée Q'(w) a 'exception de I’origine
de H.

Alors

(a) la dérivée X'(z) posséde uniquement des racines simples;

(b) a(z*) = w*, ol w* est 'extrémité de H; en outre il n’y a pas
d’autres points qui se transforment en w*, [5].

35. On voit facilement que si la fonction rationnelle spéciale 4(3)
possede sur la circonférence K*(0,1) une racine simple e, alors toute
fonction rationnelle spéciale 4,(3) suffisamment proche de la fonction
0(3) a sur la circonférence K*(0,1) une racine simple analogue eiel,

arbitrairement proche de ¢, qui correspond 2 € au sens de 26.

36. Si la fonction rationnelle spéciale A(w) admet une inverse sur
I’arc spécial R qui lui correspond et si sa dérivée A’ (w) n’a pas de racines
sur R, a ’exception de son origine d, ou elle a une racine simple, alors
pour toute fonction rationnelle spéciale Q(w), suffisamment proche de
la fonction A (w), il existe un arc spécial H correspondant, arbitrairement
proche de R an sens de Hausdorff, sur lequel la fonetion 2(w) admet
une inverse et sa dérivée Q' (w) n’admet pas de racines sur H, a I’exception
de son origine v, ol elle a une racine simple; de plus, 2(v)— 2(v,) = A(d)—
— A(d,) ou d et v désignent les extrémités des arcs R et H respectivement.

En effet, en supposant, ce qui ne diminue pas la généralité des

considérations, que A(w) transforme R en segment [0, —1], en sorte
que d, et d se transforment resp. en points 0 et —1, considérons la fonction
A(w)— A(d,) et remarquons qu’elle admet une inverse sur 1’arc R et, par
conséquent, ne s’annule pas sur R & ’exception de d,, ou elle a une racine
double. D’ou il résulte facilement qu’il existe un domaine P > R suffi-

samment petit, dans lequel il existe une branche du radical VA(w) — A(d,)

_—

uniforme et univalente, faisant correspondre K au segment [0, ¢]; en
outre, a cause de 'univalence, la dérivée de cette branche est différente
de zéro dans P et, par suite, la dérivée de la fonction A(w) a dans P
exactement une racine d,. Soit maintenant ¢ un domaine arbitraire tel
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que Rc Q < Q c P. Si Q(w) est une fonction rationnelle spéciale, suffi-
samment proche de la fonction A(w), alors, en vertu de 35 et de ce qui
a été constaté plus haut, dans le produit K*(0,1) N Q il y a exactement
une racine v, de la dérivée £2’(w), arbitrairement proche de d, et, par
suite, la différence Q(w)— Q2(v,) est arbitrairement proche de la différence
A(w)— A(dy). Ainsi, lorsque Vapproximation est suffisamment bonne,
ces différences ont dans @ les mémes nombres de racines. Comme la
fonction A(w)— A(d,) admet dans @ exactement une racine double d,
et la fonction Q(w)— 2(v,) vy admet aussi une racine double v,, elle est
évidemment différente de zéro a ’exception de v,. D’ou il résulte aisément

qu'il existe dans @ une branche uniforme du radical V.Q(w)— Q(v,),
arbitrairement proche de la branche l//@ — A(d,). De plus, prenant ensu-
ite un domaine un peu petit 8, R =« § = § < @, nous voyons facilement que
lorsque 'approximation est suffisamment bonne, la fonction V 2(w)—02(w,)
est univalente dans 8 (comp. [3], p. 9-10) et P'image du domaine S

par cette fonction couvre le segment [0,¢] de l’axe imaginaire. En
outre, & cause de 'univalence, la dérivée de cette fonction est différente
de zéro dans 8§ et, par suite, la dérivée de la fonetion Q(w) admet dans 8
exactement une racine v,. Désignons par H l'image réciproque du segment

[0, 7] par cette fonction; nous constatons qu’elle est un arc régulier de
Jordan, arbitrairement proche au sens du parameétre, donc & plus forte
raison au sens de Hausdorff, de I’arc R; de plus, le vecteur tangent a H
a son origine v, est, comme il est facile de le prouver, arbitrairement
proche du vecteur tangent a l’arc R & son origine d,, ce qui donne facile-
ment que 'arc H, a P’exception de l'origine v,, est situé, de méme que
Yare R, entiérement dans le cercle K (0,1). Il est aussi facile de calculer
que H est orthogonal & la circonférence unité. Etant donné que la branche

I/.Q(w)—Q('oo) admet une inverse sur 'arc H et la fonction ¢(x) = z?

—_—

une inverse sur son image [0, ], la fonction composée (V2(w)— Q(v,))’
= Q(w)— 2(v,) et, par conséquent, la fonction £2(w) admet une inverse
sur ’arc H. Enfin, les extrémités d et » étant les images réciproques du
point ¢ par les branches mentionnées, on en obtient immédiatement que
A(@)—A(dy) = 2 = —1 et Qv)— 2(v,) = 4* = —1.

Récapitulant les faits mentionnés plus haut, nous voyons que H
est I’arc spécial demandé dont il a été question au début, correspondant
3 la fonetion Q(w).



I. FONCTIONS RATIONNELLES SIMPLES

1. INTERPOLATION LOCALE

LeMME 1 (sur Dinterpolation). Soit 8(3) une fonetion rationnelle
simple (18, %) de la forme

_ I

3

Supposons que la dérivée 8'(3) de cette fonction a toules ses racimes
simples et soient

1) 8(3) Foeet-foto A fudt,  fu #0,fu #0.

(2) Ty, =, l=1,...,4q,

(3) Yry ')‘=0,...,g’,

toules les racines de cetie dérivée, ot q et g sont des nombres quelconques non

négatifs, tels que 2q+ g+ 1 = 2k; cette fagon nmon uniforme dont nous avons

désigné les racines sera commode pour U'énoncé de la seconde partie du lemme.
Sotient ensuite

- 1
(4) 8 = 6(x), 8 =a(£i: ); l=1,...,4q,
1

(5) tr=6(yr)’ r=07-'-’g’

les valeurs de la fonction (1) pour les wvaleurs des racines (2) et (3) de sa
dérivée.
Alors pour tout systéme de mombres

-~

(6) 5’;, 5"1, l=11---7 q,
(7) by r=20,...,9,

suffisamment proches des nombres respectifs (4) et (5), il existe, déterminés
d'une fagon unique: une fonction rationnelle simple

fi

(8) b = Fooet foboet fug®
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et un systéme de nombres

) 1
(9) @y, —, l=1,...,4q,

(10) 3"” r=0,...,g,

arbitrairement proches resp. de la fonction (1) et des nombres (2) et (3),
tels que

. 11
(11) 8 (&) =0, a'( - ) =0,
4]
(12) & (4,) = 0,
(13) 5(@) = &, é(f—) _ i,
4)
(14) 8(9,) = iy,
(15) —fi _ I
fio e

En méme temps Uexpression (8) et les nombres (9) et (10) sont des
fonctions holomorphes des variables (6) et (7).

En outre, dans le cas particulier ow la fonction initiale (1) est ration-
nelle spéciale et les nombres (2) et (3) sont racines de sa dérivé, situées resp.
a Dintérieur et syméiriquement en dehors, ainst que sur la circonférence
unité et, lorsque les valeurs (6) sont conjuguées et (7) sont réelles, la fonction
(8) est rationnelle spéciale.

Démonstration. La premiére partie de la conclusion du lemme
équivaut & Vexistence d’une solution unique et holomorphe du systéme
des équations (11) & (15) par rapport aux coeffitients inconnues

(16) forforfor 8§=1,...,k,

et aux racines inconnues (9) et (10), situées dans un entourage des valeurs
initiales respectives

(17) fo’fs’fsy 3=1’--°’k,

et (2) et (3), cette solution dépendant des parameétres variables (6) et (7).
Ensuite, il suffit pour cela, en vertu de résultats connus, que le déterminant
fonctionnel des expressions (11)-(15) par rapport aux inconnues (16),
(9) et (10) soit différent de zéro pour les valeurs initiales (17), (2) et (3).
Admettons que dans les lignes successives de ce déterminant figurent
les dérivées partielles des premiers membres successifs (11)-(15) par
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rapport aux inconnues (16), (9) et (10). Pour la démonstration supposons
le contraire, & savoir que le déterminant ne soit pas différent de zéro.
11 existerait dans ce cas un systéme de nombres ne s’annulant pas simul-
tanement

(]8) /]fo, Af,g, Afg, s = 1, saey ]C,
(19) A.’Dl,Aiﬁl, l=1,...,q,
(20) AYey r=0,..,9,

tel que la somme des produits des éléments de chaque ligne du déter-
minant par ces nombres scrait égale & zéro. Caleulant a partir de (11)-(15)
les éléments du déterminant et effectuant les caleuls indiqués ci-dessus,
nous obtenons

k .
D) (Afg—a—‘s--@—wlfq (@) ) + da, —‘?67(.‘—”’-) =0,
= of s af, 01,
3 i1, 05’ (1 [a) A 0‘&{&)-)%@9-5'(1@:0
§=1 afs afs awl ’
a5’ (4, 95 (4, a8 (4,
(Afsﬁ- L)y 4, 220 ) b ay, V),
s=1 Ofs afs Yr
90(d) ( 96 (i) 04 ( m,)) 96 (2,)
Af XY Af, Afy —=X 4 o~ o,
f 6fo +Z d afs T4 afs +dm a0
04 (1 /) '2( 06(1 /@) . 05(1/92,)) 86(1/3:,)
Af, =220 Afy g, 2O A =0,
=y % oot R
96 (9, . 95 (9, 08 (4, 24(y,
a7, 2200 (Afs——(y—)——}-dfs --9’))+A W) _ o,
f, =1 0fs fs ayy
Afk-i’fiwf ) _,
fk Bfk

ou toutes les dérivées mentionnées sont prises pour les valeurs (17), (2)
et (3). Ayant calculé ces dérivées, nous obtenons

k

(21) X ( Wf“’ + e Afuai |+ Am 6 (w) = 0,

§=1 i

2 — Dissertationes Mathematicae LXX
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k

aS+1 7] 1 1 _
(21') Z(—sAf g g Af, P )-I—A:va (w,)(_w—%) —0,

8=1

k

(22) 2 1( 3+1 > +sdf,y )+Ayra”(y,) =0
(23) Ao Zk,‘(f’j: +afat) = o,

(24) Afo+ Z(Af i+ Afs )= 0,
(25) Ao+ Zk (‘;f +Afsy¢) =0,

(26) é}f" =£f{i.

Considérons maintenant la fonction

(27) 28(3) = f’°+ o Ao+ Af3s

c’est une fonction rationnelle, dont le nombre des racines ne dépasse pas
le nombre 2k. Nous déduisons de (23), (24) et (25) que les points (2) et (3)
sont racines de cette fonction de multiplicité au moins un. Si le nombre
des racines de la fonction (27) était égal a 2k, les points (2) et (3) devraient
étre racines de cette fonction de multiplicité exactement un; elle serait
alors une fonction rationnelle de mémes poéles et de mémes racines que
a fonction 36'(3), done

A46(3) = C36'(3),
ou C est constant, c’est-a-dire

Afot 2(

8=l

i) = 3

8=1

o).

Comparant les coefficients des mémes puissances de 3, nous obtenons
entre autres

Afy = —Ckfe et Afy = Ckfi;
vu (26), cela donne C = 0, donc¢ 446(3) = 0, d’ou
(28) Afy =0, Afy=0, Af,=0.
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Par conséquent, des relations (21), (21') et (22) et de la simplicité
des racines de la dérivé é’(3) nous déduisons que

(29) Awy =0, Af =0,
(30) Ay, = 0;

conjointement avee les égalités (28) cela est contraire a ’hypothése que
les nombres (18), (19) et (20) ne s’annulent pas simultanément. La pre-
miere partie de la conclusion du lemme est ainsi prouvée.

La seconde partie résulte du fait que dans le ¢as ot les nombres (6)
sont conjugués et les nombres (7) réels, la réalisation du systéme (11)-(15)
par les nombres (16), (9) et (10) équivaut, ce qui est facile & voir, a la
réalisation de ce systéme par les nombres

(31) for o Jo
3 1
(32) L1, —>
&
1
(33) =
Ye

de la et de 'unicité des solutions il résulte que la fonction (8) et les systémes
(16), (9), (10) et (31), (32), (33) doivent étre identiques, donec

(34) fo=for fo="fa
(35) & = iy,
. 1
(36) Yr = —.
Yr

En particulier, il résulte dé (34) que la fonction (8) est une fonction
rationnelle spéciale.
Dans la suite nous aurons besoin d’une spécification du lemme 1:

LeMme 1'. Soit
(37)  s(t), &), sity) =si, &) =&, 1=1,...,¢"¢ <q,

un systéme de 2q* de fonctions holomorphes dans un cercle |[t—1t,)| < T,.
Tl existe alors pour la fonction (1) et pour les nombres (2) et (3) un T*,0 < T* < T,,
tel que dans le cercle [t—t,| < T" existent, déterminés d’une fagon wnique:
une famille de fonctions rationnelles par rapport & 3, qui dépend du para-
métre complexe t et qui -est holomorphe par rapport & t, de la forme

(38) (3,18 = fka# +--'+f0(,t)+---+fk(t)3k, Je(t) # Oyf(t) #0,
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et un systéme de fonctions holomorphes
1

t _ I=1,...
z1(1), :ﬁl(i)’ ’ ' 4,
¥-(1), r=20,...,9,
tels que
o 5, !
(39) I 5(ml(t)7t) = 07 3 mat =0$
(40) 5; (yr(t)’t) =0,

1
(41) 6(wl(t)! t) = 8(1), 6(%: t) =&@), 1=1,...,q,

(42) S(m(t), t) = s, a(al(t—),t) =&, l=4q+1,...,q,
(43) 8(y,(2), 1) = t,,
(44) SUNE 3
fk Je
(45) 0(3, %) = 6(3),
(46) o) = m,  Hi(l) = &,
(47) Yr(to) = Y.

De plus la relation

3t @) | . 1+E(1)3
48)  8i(3,1) = i3] (3,02[1”1() (t)+M (t)l—w(t)a]’
est remplie, ot
50 . — it
(49) Ml(t) M”(mz(t),t) ]’Il(t) T 1 u( 1 ).
—2— 10

La famille (38) sera appelée famille de variations pour la fonction (1).
Démonstration. La premiére partie du lemme est une conséquence
directe du lemme précédent si ’on y remplace les variables indépen-
dantes §,,l =1,..., ¢ respectivement par les fonctions (37), et les
variables restantes de (6) et (7) respectivement par les constantes corres-

pondantes de (4) et (5).
Pour démontrer la formule (48), nous considérons les fonctions

(50) 5 (3, 1) 2(“’ +fi (03 )+fo
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et
k
Y \ | —-]if(t) .ep
(51) 139,(3,1) = Z( 3,-’ -+J@f:~(t)3’)-
i=1
La premicre s’annule aux points
0, —-o, l=g+1
@ - = vee
1), 2 (1) ’ q ’ y 4,

Y, (1), r=20,...,9;

elle a donc avec la seconde au moins ¢— ¢*+ ¢ racines communes. Nous
le constatons en dérivant les relations (42) et (43) et en tenant compte
de (39) et (40). Par conséquent nous pouvons nettre le quotient de (50)
par (51), en abrégeant les facteurs communs, sous la forme

8 (3, 1) [ 3@l - 14 @z(t)a]
52) 2 Ny ST ) S e M,
B2 Hea0 D e Uk v yrred Rl

ce qui équivaut, comme on le voit immédiatement, & une décomposition

en fractions simples, ot M;(?), ]Ifl(t) et M (t) représentent des fonctions
holomorphes du paramétre ¢. ) '

En comparant maintenent les coefficients de 3"‘ et de 3" dans les
deux membres de la relation (52), nous obtenons les deux relations
suivantes

ki fe(t) =

LD Ny By ) - 30,

A0 B :
wrm—= ) (M) — My (4) =M (1),
P
d’ou
SMiM(t) = — 2 log LD

g .
a Ju(?)
Mais, étant donné (44),

a % Je(2)

c’est-a-dire M (1) = 0; Pexpression (52) prend donc la forme (48). Passant
ensuite dans (48) a la limite avec 3 — x;(t) et avec 3 — 1/4;(¢) et, vu (41)
et (39), nous constatons enfin qu’en méme temps ont lieu les relations
(49), ee qui termine la démonstration.

d (1
log 744 _ o,

Remarque 1. Dans le cas particulier, considéré dans le lemme 1,
ou les fonctions (37) sont conjuguées, les nombres (4) pour [ = ¢*+1, ..., ¢
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sont conjugués et les nombres (5) réels, nous en déduisons, de méme que
dans la démonstration du lemme précédent, que

ol =fl®), Hi=FH0O), j=1,..,k,

$y (1) = my(1), l=1,...,q,

1
Yr(t) = —, r=20,...,9,
Yr(?)

d’ou il résulte en particulier que la fonction (38) est rationnelle spéciale
et, par suite, il résulte des formules (49) que

M) = Myt), 1l=1,...,q"

Remarque 2. 11 résulte immédiatement de 'unicité des solutions
du systeme (11)-(15) par rapport aux inconnues correspondantes que
pour deux cercles quelconques [t—1,| < T et [t—t,| < T, dans lesquels
existent les familles et les systémes de fonctions du type mentionné dans
le lemme 1’, ces familles et ces systémes sont identiques dans la partie
commune des cercles mentionnés.

Par conséquent, il existe parmi les nombres 7, intervenant dans
le lemme, un nombre le plus grand qui est leur borne supériéure.

Remarque 3. On peut observer que, si on se donne la fonction
rationnelle simple (1), mentionnée plus haut, dont la dérivée a toutes
ses racines simples, et si e, est une racine quelconque de cette dérivée
arbitrairement choisie, il existe une fonetion analogue rationnelle simple
(8), arbitrairement proche de (1), dont la dérivée a toutes ses racines
simples et il existe une racine de cette dérivée é,, arbitrairement proche
de €, qui lui correspond au sens de (26,%), telles que les valeurs de la
fonction (8) pour toutes les racines de la dérivée sont distanctes et diffé-
rentes du nombre —14 §(é,).

En effet, il suffit d’appliquer le lemme 1 (sur linterpolation), en
posant y, = ¢, et en choisissant ensuite les valeurs (6) et (7) de telle facon
qu’elles soient distinctes et différentes de --1-+17, et en prenant é, = ¥,.

Il en est de méme dans le cas olt les fonctions (1) et (8) sont rationnelles
spéciales.

2. PROLONGEMENT DE LA FAMILLE DES FONCTIONS RATIONNELLES
SIMPLES AU CERCLE FERME DU PARAMETRE

Supposons réalisées les hypothéses suivantes:

1. Soit dans le plan un systéme de 2n-+2 domaines de Jordan g,
G,G; (j=1,...,m), §, limités par les courbes réguliéres ¢*, G;, G}, §",
de fermetures disjointes, tel que Oeg, coeg.
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2. Soit un nombre positif d, suffisamment petit.

3. Soit dans le cercle |{| < T une famille de fonctions rationnelles
simples par rapport a 3, de la forme

F N
(1) A(3,1) = ;‘K“’ e APt Pe()3e,

Fe(l) 0, Fg(t) #0,

holomorphes par rapport & ¢, et de fonetions holomorphes

(2) 35(1),W, J=1,...,m,
(3) pe(t)y, hR=1,...,m,
(4) 2n4m = 2K,

telles que

(i) 4,(3,1) s’annule aux points (2) et (3);
(ii) les conditions suivantes sont realisées:

1
A(af(t)7t) =S7'(t)’ A(—%j(T)’t) =Si(t)7

A(ph(t)’ t) = Ah’
Fe(t) _ Fi(0)
Fe(t)  Fx(0)
ol 8;(t) et S;(t) sont des fonetions holomorphes de la variable ¢ au moins

dans un cercle {t| < T,, o T, > T*; en outre dans le cercle |i| < T les
expressions

| 851 o 8
| 23?”)"' Aala’(&‘(t)’ t) _2_1_ i A (L t)
O IRA T

sont bornées supérieurement et |Fx(t)| et ]ﬁ’K(t)l sont bornées inférieu-
rement par des constantes positives;

(iii) les racines 3;(t) et 1/3;(t) pour tout ¢ sont situées respectivement
dans les domaines G; et G; 4 une distance au moins d de leurs frontiéres;
(iv) les racines restantes p;(t) sont situées & l'extérieur de la somme
de tous les domaines G; et G; & une distance au moins d de leurs frontiéres;
(v) les valeurs 4; = A(py(0), 0) sont toutes différentes entre elles.

LEMME 1 (sur le prolongement). La famille (1) et les fonctions (2)
et (3) peuvent étre prolongées, sans nuire a leur analycité, au cercle fermé
[t < T*, en respectant les conditions (i)-(v).



24 I. Fonctions rationnelles simples

Démonstration. Remarquons tout d’abord qu’en vertu de (i), (ii)
et, vu la démonstration du lemme 1’,1, on a dans le cercle |¢| < T 'identité

’ . ’ ‘ 3+37 t) 7 1+3]( ) )
5) 41(3, 1) = 134,(3, ( X
(5) (3, 1) = i34,(3, %) Z Dimam T 150,
ou
_ s 1) 59
(6) N, = Wi 00 N;(t) = 1 A,,( 1 t)’
22 85
3i (8) 3J(t)

et les modules des N;(i) et IAV,-(t), vu (ii), sont bornés supérieurement
et les modules des 3;(¢) et 1/3;(f), vu (iii) et la définition des domaines
G;, G;, sont bornés supéricurement et inféricurement. Remarquons en
outre que, vu 1, (iii)-(v), les racines (2) et (3) sont toutes distinctes, done,
en vertu de (4) et la définition de la fonction (1), elles sont toutes simples.

Soit maintenant ¢* un point arbitraire suité sur la circonférence
du’ cercle |t] < T* c.-4-d. |t*| = T". Soit ensuite {t,} une suite arbitraire
de points de ce méme cercle tendant vers t*.

Analysant dans la relation (5) les coefficiénts des puissances de 3,
nous observons qu'une puissance arbitraire positive 3° figure au premier
membre avec le coefficient 17’; (t) et une puissance arbitraire non positive
37 avec le coefficient F,(t). Au second membre, vu la divisibilité de Ia
fonction 4,(3, t) par les dénominateurs 3— 3;(¢) et 3— 1/3;(¢), la puissance
positive analogue 3° o le coefficient Ly (Fg(t),..., Fy(?),..., Fr(l),
Ny()yooey Na(t), N (1), ...y Na(t), 3u(0)y +-es 3u(t), 32(0), 73»(0) qui est une
fonctlon linéaire par ra,pport a Fg(d),... FK(t) dont les coefficients
sont des 1)01yn6mes par mpport a N(t), ... ﬁn(t), 30(0)y eeey (), 32(0)y -y
(), 1/3,(8), -.., 1/3a(1), 1/31(t 1/3n(t du premier degré par rapport
aux variables N (1), . N,,(t) Le coefflclent de la puissance non positive
3~° sera analogue. Par conséquent, la comparaison des coefficients
des puissances successives de la variable 3 dans les deux mem-
bres de la relation citée (5) meéne a un systéme linéaire d’équations
différentielles aux fonctions inconnues Fx (i), ..., FK (t). Etant donné que
dans ce systéme les coefficients de mémes fonctions inconnues aux seconds
membres sont bornés, puisque |N;(t)| et ll\A"?- (t)| sont bornés supérieurement
et |3;(2)| et |1/3;(f)| supérieurement et inférieurement, alors, conformément
4 la propriété connue des systémes linéraires, les fonctions Fg(?),...,
Fx(t) sont bornées supérieurement; en outre, ce qui résulte de 1’hypo-

thése (ii), les fonctions Fx(t) et FK(t) sont aussi bornées inférieurement.
11 résulte ensuite de la propriété mentionnée des coefficients que les
modules de toutes les racines p,(t) (h =1, ..., m), 3;(t), 1/3;() (j = 1, ..., n)
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sont -bornés; les modules de ces derniéres racines sont bornés déja par
I’hypothése.
Considérons maintenant les suites

{FK(tm)}w";{jK(tm)}’{ai(tnt)}7{ (t } {Ph( }1m’—1 2

Comme elles sont bornées, en extrayant au besoin une suite partielle,
nous pouvons admettre que la suite {t,.} a été choisie de fagon que toutes

les suites mentionnées soient convergentes vers des limites Fi, .. FK,

3;' y 1/ 37y Ph-
Posant
Tk

= ot Byt + Fi3¥,

A*(3) =

nous remarquons, vu (i) et (ii), que 3, 1/3;, p, sont les racines de la
dérivée A% (3) et que les valeurs de la fonction elle-méme A*(3) en ces
points sont respectivement égales a S;(t*), §;(t*) et 4,. Il en résulte en
particulier que les points p;, h = 1, ..., m, sont tous distincts. De plus,
comme ces points sont situés dans I’ensemble complémentaire de la somme
des domaines disjoints G; et @;, contenant les ensembles fermés G;z et
G4, dans lesquels sont situés les points 37 et 1/3}, on voit que les points p;,
doivent étre différents des points 3;, et 1/3. Comparant ces faits on
tire de (4) que 37, 1/37 et py sont 2K racines de la dérivée 4™ (3), qui sont
distinctes et, par conséquent, elles sont toutes des racines simples.

Appliquant & présent & la fonection A%(3) et aux nombres 3;,1/3;
et p; le lemme 1, 1, nous en déduisons qu’il existe un cercle |{—¢*| < i’,
tel qu’il existe dans ce cercle déterminés d’une fagon unique une famille
de fonctions rationnelles par rapport & 3, dépendant du parameétre com-
plexe t et holomorphes par rapport a ¢, de la forme

(%) A*(a,t)=—;‘(—)+ A0S, Fe) 20, (1) £0,

et un systéme de fonctions holomorphes
2* T ——
( ) 3] ( )7 3;? (t) ?
(3) ]);:(t), h=1,...,m,

telles que

. ’ ®7 1 *7
6 4750, = 0, 47 (=0 1) = 0, 47 (0, ) = o,
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‘o * (% * 1 * [ %
(11 ) A (3f(t)v t) = Si(t)a 4 (T_; t) = Si(t); A4 (Ph(t)’ t) = Ahy
3 (2)

Fe(t) Fg
@)y Fx'

et que
A*(3, 1) = 4%(3),

1 1

) =% =i
37 3?’ 3;!(_‘*) 3] ’

Pr(t*) = pi.

On voit encore aisément que les conditions (iii) et (iv) restent valables
pour les points limites 3, 1/3;, et pj, c.-a-d. que

(iii*) 37 et 1/3; sont situés respectivement dans les domaines G;
et G; & une distance au moins d de leurs frontiéres;

(iv*) p; sont situés & lextérieur de la somme de tous les domaines
G; et G; 4 une distance au moins d de leurs frontiéres.

Par conséquent il résulte facilement de l'unicité locale des solutions
des équations du type considéré dans le lemme 1’,1, en comparant les
conditions (i), (ii) et (i*), (ii*) pour ¢t =t,, m =1,2,..., que pour m
suffisamment grand les fonctions (1), (2), (3) et (1%), (2*), (3%) coincident
pour ¢ = t,. Il en résulte directement, vu la remarque 2, 1, que ces
fonctions coincident aussi dans un certain entourage de ¢,. Enfin, en
vertu du fait que ces fonctions sont holomorphes, il en résulte qu’elles
coincident dans le produit des cercles [f| < T et [t—¢*| < T. Mais, cela
signifie que les fonctions (1), (2), (3) se prolongent comme fonctions
holomorphes par rapport & ¢ par un point arbitraire t* de la circonférence
[t] = T*, c.-a-d. au cercle fermé |t| < T".

3. VARIATIONS DES FONCTIONS RATIONNELLES SIMPLES

Supposons realisées les conditions suivantes:

1. Soit dans le plan un systéme de 2n-+2 domaines de Jordan g,
G, G (j=1,...,n),d§ limités par les courbes réguliéres ¢*,G;, @G, ",
de fermetures disjointes, tels que Qeg, ocoed.

2. Soient cing membres positifs arbitraires »,, ¥%, v,, N et §, ou 4
est assez petit pour que les dominutions Gy, et G;; soient des domaines
et que 4 < min(1, VWJ;); en outre vy < vl
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3. Soit une fonction rationnelle simple, arbitraire de degré arbitraire,
de la forme '

F A .
(1) A(3) =—3§?+---+an", Fgx #0, Fg #0,

ayant les propriétés suivantes:
(j) 4'(3) admet uniquement des racines simples;

(ji) 4'(3) admet & Pintérieur de chaque domaine G; resp. G, exacte-
ment une racine 3; Tesp. 1/3;;

(jjj) les racines restantes p; (h=1,...,m), m =2K—2n, de la
fonction 4'(3) sont situées a 'extérieur de la somme de tous les domaines
Gj et 07;

(jv) les valeurs A(p,) sount toutes distinctes;

(v) les distances des points 0, 3;, 1/3;, oo respectivement aux frontiéres
g, G}, G;, §* sont toutes plus grandes que & (comp. [18], p. 19);

(vj) sur les frontieres des diminutions Gy, et (3,-(,,2)6 ona {d'(3) >,

et dans les fermetures G; et G—, on a [A'(3)] <Yy |4"(3)] > »,.

4. Soit un systéme arbitraire (N°) de nombres complexes N; et 1§7j,
j=1...,,n, dont les modules sont bornés supérieurement par N.

On a le lemme suivant:

LeEMME 1 (sur les variations), Il existe un R >0 qui dépend wuni-
quement du systéme des domaines de 1 et des nombres de 2, tel que pour
toute fonction (1) remplissant les conditions (j)-(vj) et pour tout systéme de
nombres de 4, il existe dans le cercle [t| < B une famille de variations des
fonctions rationnelles de la variable 3, dépendant du paramétre complexe t,
holomorphes par rapport a t, de la forme

FK(t) - K I
@) 4G 1) = =g+ a3, Fx(®) #0,Fx(®) #0,

el il existe des systémes de fonctions holomorphes

(3) 3i(t), %,i(ti’ j=1,...,mn,
(4) p(t), h=1,...,m, m =2K—2n,
tels que
) 3 (0 e Giapmpy = - Gz
3 (?)

n n o _
(5) Pu(t)e (L)l Gz Y LJI Gg’(l/z)a)’f
j= j=
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(6) A ()Y =0, A (3}%, t) =0,
(7) Ay (pa(t), 1) = 0,
(8) A3, 1) = 8;(t), 4 (g%, t) = §;(0),
(9) A(pu(t),8) = 4n, ou A, = A(pa),
(10)" E:K(t) _ 17:1{,

Fg(t) Fg
(11) 4(3,0) = 4(3),
(12) 50 =3 T =
(13) Pr(0) = pa;
les inéga,lz'tés suivantes ont liew:
(14) N0l < CN,  |N;(t) < ON,
o

1

(15) =15

et o on a posé

(16) 8;(t) = A(3;)+ N; 2437 A" (3)1,
(16”) 8;(t) = 4 (1) N2 A"(}_)
3i 31 3i
el
8;(2) . Si(t)
A7) M) = ,  Nj(t) = —— AN .
223}' (t) A;.g (3."”)7 t) ! 95 .21 A;r (A 1 , t)
30 " \3 ()

On a la relation suivante:

(18) Aé(a,t)=iaA;(3,t)'ZN()——(t—)+ O
i=1 J

( R AU 1+3;() ‘)
)3
De plus il existe une fonction
(19) 3 = ?u, 1),
définie et holomorphe par rapport aux deux variables u et t dans le domaine

(20) {u,t: uel, |t] < R},
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ou
n _ n _ -
(21) U= (U Gy Y L)] é}'(llﬂ)ﬁ U Jiiee Y g(l/&)ﬁ)li
i=1 i=

qui est, en tant que fonction de la variable t, solution de U'équation différen-
tielle

d3 RS ( 343 | 1+%¢(t)3)
22 B i M w3 N ) 28
(22) dt = AP ATy L
considérée dans le domaine
(23) {3,1: 3¢3, Itl < B},
on
N n - n —_
(24) 3= (jLJI Gy’(l,u)a v H Gi(m)ﬁ U Jajae Y g(lmé)’y

avec la condition initiale
(25) 3=u pour t =20,

cette fonction (19) est, pour t arbitraire et fixé, une fonction univalente, en
tani que fonction de la variable u, dans le domaine U. Pour la fonction (19)
on a dans (20) Dinégalité

(26) 19 (u, 1) —u| < 55 6.

En méme temps pour t arbitraire, fixé et u variable Uimage du domaine
U par la fonction (19) couvre le domaine
n

n o _ -
(27) 3= (U Giapes Y L)l G}'(I/lﬁ)& U Janeps Y g(l/ls)a)'o
1=

j=1
- Il existe donc, au moins pour 3¢3, une fonction
(28) u=19""(31

inverse de (19). Cette fonction est holomorphe par rapport aux deux variables 3
et 1 dans le domaine

(29) {3,1: 3¢3, [t] < R}

et elle y vérifie aussi Dinégalité

(30) 1971(3, t)—3l < Mt
. 48

ou M = 6T%GN.

La fonction (19) satisfait dans (20) a la relation

(31) A (u, 1), 1) = A(u).
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Enfin, dans le cas particulier o la fonction (1) est rationnelle spéoz'ale,
lorsque 3 =3, N; = N; et g < K(0,1),G; < K(0,1),§ = §,& = G, les
fonctions (2) sont également rationnelles spéciales pour t réels et les valeurs
(3) sont symétriques par rapport & K*(0,1). Il est clair que Uensemble des
points (4) est de méme situé symétriquement par rapport & K*(0, 1), il nest
pourtant pas necessaire de le mettre en évidence par des notations spéciales.
En outre, pour ces mémes t réels et pour w appartenant respectivement aux
ensembles K (0, 1), K*(0,1) et K(0,1) les valeurs de &(u,t) appartiennent
respectivement auxr mémes ensembles.

Démonstration. Considérons les domaines et les nombres mention-
nés dans 1 et 2, que nous supposerons fixés dans la suite du raisonne-
ment. Soit ensuite 2 la classe de toutes les fonctions rationnelles simples
de la forme (1), satisfaisant aux conditions (j)-(vj) et #"— la classe de tous
les systémes (N°) de 4. Du lemme 1’, 1 nous déduisons tout d’abord que
pour toute fonction (1) de cette classe et pour tout systéme de nombres
arbitraires 4, il existe un cercle [{| < T*, dans lequel il existe, pour les
fonctions 8;(t) et S;(f) données par les formules (16), une famille de fonc-
tions 4(3,17) de la forme (2), holomorphes par rapport & ¢, et il existe
des systémes de fonctions holomorphes 3,(t), 1/3;(2) (j = 1, %), Pn(l)
(h =1,...,m), pour lesquels sont remplies les condmons (6) (13) et,
ce qui en résulte, est vérifiée la relation

3+3() 1+3(8)3

(32)  4(3,1) = i34, (a,nZ(N 0+ 1_37,(%),
olt N,(t) et .Nj( ) sont définies par les formules (17). Soit |f| < R, y0 d’apres
la remarque 2, 1, le plus grand des cercles mentionnés plus haut. Soit
enfin || < RA ~o le plus grand cercle contenu dans le précédent, dans lequel
les fonctions (3) et (17) satisfont en plus aux conditions (5), (5') et (14).

On constate facilement que la premlere partie du lemme signifie
simplement que la borne inférieure R des nombres RANo pour A(3)e2
et (N% e est positive. Dans ce cas on peut prendre dans la conclusion
pour E un nombre arbitraire, au plus égal a R.

Pour prouver cette premiere partie du lemme supposons donec le
contraire, c.-4-d. que la borne inférieure mentionnée soit égale & zéro.
Il en résulte immédiatement que pour tout f naturel il existe une fonetion

4;(3) €2 et un systéme (N7)e A" de nombres N, N,, (7 =1,...,n) tels que

: 1
(33) RAIN?<f f=1,2,..

Posons

Fx ) )
(34) A,(g):—aé+...+1wx,33r, Fg, #90, Fg, #0, f=1,2,...,
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et désignons ensuite par

1

(35) 3iry =, J=1,..,n, [f=1,2,..,
3it
et
(36) Prss h=1,...,m,,m,=2Kf—2n,f=1,2,...,

les racines de la dérivé 4;(3) situdes respectivement dans les domaines

G, et G; et & Dextérieur de la somme de ces domaines. Désignons ensuite
par

FK/(t) A K ~
(37) 4;(3,1) = K7 +...+Fg, (03", Fg,(t) #0, Fg,(t) # 0,
1
38 7, i ] BN
(38) 3ir(t) 200
(39) Prs(t),

respectivement la famille et les fonctions remplissant dans [¢f < R
des conditions analogues a celles de la conclusion

' 1

(40) Afg (377(”1 t) =0, Alg( t) = 0,

3Jf(t
(41) Ag, (ows(t), 1) = 0,

1
(42) As(3i(1), 1) = Sy (1), Ar( ) = 8 (1),

7I(t)
(43) A(pw(®), ) = Agy 00 duy = Ay(pa),

Fe (t F
(44) AK,( ) _ AKf :
Fg,(t) Fg,
(45) 44(3, 0) = 45(3),
1 1
46 0) = 3y, — = —,
(46) 31(0) = 35 20 3
(47) Prt(0) = Py,
et
1

(48) 3i1 (1) € Gja 20 37 @) ‘07‘(1/2)0’
(48') prr() e (U Gamp v U Gzl s

(49) IN;(6) < ON, |Ny(#)| <CN,
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ou
(50) 8is(t) = Ay(3i9)+ N32i3% 47 (311,

- 1 ~ 1 ,/1
(50') ij(t) = AI(A )—Nﬂ2’b =3 Af (T—)t,

3ir 3ir 3it

8j (1) . S';'f('i)
51) Njy(t) = — Ny(t) =
CU ) = @i, g T T il

35() #\3(2)

et la relation qui en résulte:

n

y i A j ¢ - 1 Aj t
(52) Aﬂ(af t) =13 A/ﬂ(37 t) Z(Nj](t) ﬁ:§L(—l -+ N,‘/(t) __‘_.a_fm)

=1 3— 3ir(1) 1—3;()3
Considérons pour f arbitraire 1’équation différentielle
a3 N ( 3+3(0) | o . 1+3i()3
53 — = —1 Ny@t) — + Ny (t) ~—)
(59) di 372; 1) 3— 3is(1) i 1—3;(%)3

avec la condition initiale
(54) 3=wu pourt =20

dans le domaine
(55) {3yt 33, 1tl < B, o},

ou 3 est défini par la formule (24).
Soit maintenant ue U (voir (21)); alors le bicylindre

{3,8: 13— ul <b, it] < Rynt},
ol

(56) b =8,

8

est entiérement contenu dans le domaine (55).
Remarquons ensuite que dans ce domaine est réalisée l'inégalité

N 3 - 1+§m(t)3)
— N, (1 - .N,' ¢ =
} zaf;( (1) 3— 3 (1) N (1) 1—3;()3

2/6+16 48
——— = < —nCON.
1o < 3 nC

En effet, vu (48) et la définition de 3, les inégalités suivantes ont lieu

< 2n0N(% T z}a)

[3—3r(t) > 16 et la—

L >14
3ir(1) £
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et, en vertu du fait que 3¢ 37(1)¢9 et 1/3;(¢)¢d et 6 < 1, nous avons
(comp. [18], p. 19)

1-+16 13 (8)] < 1 1 < ! 16<1
Posons
48
(57) M = ? #nCN .

Il suit de résultats connus [7], p. 351-356, qu’il existe exactement
une seule solution

(58) 3 = O (u, 1)
de I’équation (53), remplissant la condition initiale
(59) ﬁ,(u, 0) = U,

_définie et holomorphe par rapport & « et £ au moins pour la valeur initiale
ue U et pour la valeur de la variable indépendante |{| < Min (R, /N b/ M),

c.-a-d., vu (56) et (57), pour

| &
(60) Jt] < Min (RA,N;, _STBnC—N)

Prenons ensuite f est assez grand pour que

1 - 6* )

f = 848nCN’
alors pour ces f, vu (33), le minimum du second membre de (60) est R"JN?
et la solution (58) est déterminée définitivement au moins pour u,? du
domaine

(61) {u,t: e, [t < BN}
De plus, de ’unicité des solutions de I’équation (53) avee la condi-

tion initiale (54), nous déduisons facilement (voir le raisonnement de

[14], p. 97) que pour tout ¢t fixé, |t| < R, ; N;’,.la, fonction (58) est univalente
par rapport & la variable ueU.
Remarquons encore que dans (61) on a

(62) 8w, t)—ul

”

¢ -
. By(wy )+ 3(0) 1+aﬂ(t>ﬂ,(u,t>)) l
— iy 1) Y (0 Wy 212 at
f( wdy ’,Z( "0, —50 T T, 00,m, 1

. 1
<M|t| < MRA,N‘; < M?.

3 — Dissertationes Mathematicae LXX
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Observons ensuite que pour les f suffisamment grands, I’image du
domaine U par la fonction (58), considéré comme fonetion de la variable «,
avec t arbitraire et fixé du cercle [t| < R“IN'I)’ couvre le domaine 3
(voir (27)).

En effet, soit 3,¢3; dans ce cas le cercle |u—3, < ;; 6 appartient an
domaine U et, si en outre f est assez grand pour que

M - 1 é
f <167
alors, vu (62), sur la eirconférence |u—3, = ;6 est remplie 1'inégalité
[P (u, t)—u| < |u—3,]. D’ou, en vertu du théoréme de Rouché, nous
déduisons que la fonction (58) prend dans le cercle ju— 34| < i 48 1a valeur 3,
exactement une fois, donc¢ au moins une fois dans U.
Combinant les remarques précédentes, nous obtenons que pour les
f suffisamment grands, pour ¢ arbitraire fixé et pour weU variable, il
existe au moins pour 3¢3 une fonction

(63) u = 9 (3,1)
inverse de (58); cette fonction, comme fonction des deux wvariables 3
et ¢, est définie au moins dans le domaine (64):
(64) {3,1: 33, It] < Rt}

Elle est en méme temps holomorphe dans ce domaine par rapport
aux deux variables, ce qui résulte de la relation &;(d;'(3,t),?) = 3 et dun

théoréme connu sur les fonctions implicites.
De plus, conformément & ce qui précede, on a dans (64)

(65) 197 (3, ) — 3l
= 18,(3+(% (3, ) —3), 1) — (34+(97 " (3, D —3))]
- 1
< Mit| < MRy, < M-f.
Remarquons ensuite que dans (61) on a identiquement
(66) Ay (0 (u, ), 1) = Ay(u).

En effet, cela résulte d’abord du fait que, d’aprés (52) et la définition
de la fonction (58), la dérivé du premier membre de (66) par rapport
a t s’annule identiquement, ensuite des conditions initiales (59) et (45).

D’ou résulte que dans (64) on a

(66") 813, 1) = 4,(977(3, 1)
et par conséquent, si f est choisi tel que
1 1
M— < —9,

7 =32
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on a l'inégalité (voir 2, )

(67) 14,(3, 1) — 44(3))
8 6.4
= 4,973, 0) = 4,(3)| =] [ A (u)du]
3
: _, N
g( Max [/]f('u)l)-h?, (3, t)—al <'VM-}T
uef3, 377 (5,1)]
pour
(68) 351LJ1 G;(l/sz)a v L)l A;'(l/az)a-
= =

En effet, & cause de (65), (68) et du choix de f, le segment [3, 9; ' (3, 1)),
en particulier son origine, est situé simultanément dans 3 et dans I’ensemble

n n
U G; u UGy, dans lequel est vérifiée, d’aprés 4,(u)e2, Phypothése (vj),
i=1 i=1
c.-a-d. Dinégalité |4;(u)| < ».
Nous voyons ensuite, en appliquant le principe du maximum, que

cette inégalité (67) a lieu également pour |if < R, Y dans l’ensemble

n n — i
fermé ,LJIGi(I/az)d U HGy'(l/az)a-

§= =

Pour les points
n n —
(69) 3€P1G:f(l/2)d U Ule'(l/z)dy
= j=

nous obtenons, en tenant compte du fait que leurs distances & la frontiére
(68) ne sont pas inférieures & }6— 56 > 14, et en appliquant deux fois
la formule de Cauchy, vu (67), les inégalités

) M.%
(70) IA},(a, t)— A;(?))I < T
et
1
'ulM- 7
71 A;.(3, 1) — 47 < .
(71) | 133(37 ) f (3)| (16)2
A cause de I'inégalité (71) et de (vj), nous avons dans ’ensemble (69)
1
M- —
f

(72) |4 (3: 01 > e s
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et, par conséquent, en vertu de (51), (50’), 4, du fait que 3, 3;;(f)dg U §
et de la limitation

1’ l'
14 ()] = | o—
’ | 2md K*4;1,9) (3_ 37/)2
résultant de la formule de Cauchy et de (v) et (vj), nous obtenons pour

8 H

4;6) , )< !

1 i
] ey ElE)
(73) Nyl = [Nyl — Al oy ,
131 (0)1*| A5, (31 (0), 8] 1.1
’ -
2 f
: (16)°
et de méme
2
‘1(t) "’”(31@))'
(73") | Ny ()| = |N7/| 31” 2 f i
= A;s’s ("‘—’ t)‘
3r(t) | | 3ir (?)
1 . pl
28
<N

Si donc f est assez grand pour que

1
le.___
f 1
1}2_ (%6)2 >_2—v27

alors, vu (15), N (1) et ﬁj,(t) vérifient pour |f| < RﬂfN‘} les inégalités
(74) Nk < ON—e, |Ny(t)l <ON—e,

ol ¢ désigne un nombre positif, e < 1CN.
En comparant maintenant les coefficients de 375/ et de 3%/ des deux
membres de la relation (52), nous obtenons les deux égalités suivantes:

Fie,(t) = K5 3 (Nyy (1) — Ny (1) F (1
et
P, () = K/%Z( Nip(t) — Ny (1) Fe, (1)
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d’ou, vu (45), il résulte immédiatement que

Fg,(t) = Fxexp(K;i [ 3 (Ny(z)— Ny(7))de)

——> j=1

et
Fie (t) = Fre, exp (Eyi f 3 (r)— Nyy(v)) dr).

i=1

Profitant maintenant de 1'inégalité (49), nous obtenons les limita-
tions
(75) [Fx, (1) = |Fg | exp(— K;-2nCNE4n9),

(75') P, (0)] > |Fx ) exp(— K;-2nON Ran9)

pour |I] < R“IN/O'
Il résulte ensuite de P'inégalité (70) que pour f suffisamment grands
on & pour (i < RAJ,N;’

145,(3, ) — 4 (3)| < 4,

dans ’ensemble (69); d’ou et de 1a définition du nombre »; nous déduisons
définitivement que pour f suffisamment grands a lieu l'inégalité suivante

(76) 144,(3, )1 = %7,
pour
n n
(76') 3e Ule*(uz)o v Hef(llzw
7: =

et [t < R, N9 qui donne immédiatement que pour tout. ! aucune des
racines 3;(t), 1/3;(f) ou pus(f) n’est située sur les frontiéres de (76’). En
combinant (48) et (48’) et en tenant en outre, compte du fait que toutes
les racines p,(t) sont distinctes, puisque les valeurs de la fonction (37)
pour ces racines sont, en vertu de I’hypothése (jv) et (43), distinctes,
nous concluons que les racines (38) et (39) sont toutes distinctes. D’autre
part, comme le nombre de ces racines est égal au degré de la fonction
(37), elles sont les seules racines de sa dérivé. Il est facile de voir que,
si f est fixé pour le moment, les racines 3;(t), 1/3;(f) et pyy(?) pour |¢| < RAIN?
sont situées & une distance non inférieure & un nombre positif d des frontieé-

res des dognaines Gz 1€SD- G zs- Supposant le contraire, il existerait un
jo Ou un j, ou bien un h,, ainsi qu'une suite de paramétres {f,}, tn — t",
[t*] = RA,N}’a tels que 3;,7(tm) n"S*: 3*€G;;(17/3)6 ou 1/3f0f (tw) >1/3%,1/3"€ é[;‘:;(112)&
ou bien pyy(tm) — p*, p*e ,-UIG;ZIIZ)G ule é,-"}l,z)o. D’autre part, on pourrait

prendre, de méme que dans la démonstration du lemme 1, 2 (sur le prolon-
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gement), en extrayant au besoin une suite partielle de {¢,.}, que 4;(3, t,)
- A7 (3), ou A4*(3) est aussi, vu (75) et (75'), une fonction rationnelle
simple; em méme temps on devrait avoir 4* (3*) = 0 ou 4% (1/3") =0
ou bien A" (p*) = 0, ce qui est impossible, car sur les frontieres G:(112)6:
Glupp on 2, & cause de (76), Linégalité IA*'(a ) = $7,. Done il doit exister
un d >0 tel que

1 «
(77) (e Gameray €6 =—— e Gyappsray,
3ir (1)
ainsi que
n _ n — ,
(17') Ph/(t)e(HGf(u/z)a-d) v UlGa'(a/z)o—d)) .
= =

Appliquant maintenant le lemme 1, 2, dans lequel le rdle des do-
maines G; resp. G; sera joué par les. domaines Gjqps TesP. Giap)s et celui
du cercle |f| < T par le cerele [t] < R, /N9, nous en déduisons, vu les inégali-
tés (74), (75) et (75'), que la famille (37)et les fonctions (38) et (39) pourront
étre prolongées au cercle fermé |t| < RA),N s pareillement, il résulte des
relations (77) et (77') et de la continuité des fonctions (38) et (39) que
les relations (48) et (48’) ont lien dans le cercle fermé ¢ < RA,N'}-

Il résulte immédiatement de ce qui précéde que la famille (37) et
les fonctions (38) et (39) se prolongent comme fonctions holomorphes, en
respectant les conditions (40)-(49), a un cercle |tl<R4,‘v0,+177, N> 0,

plus grand que le cercle tf < R, N contrairement a la définition de ce
dernier.
Ainsi, conformément 4 ce qui nous avons annoncé, la borne inférieure

R des nombres RAN,. mentionnés plus haut est positive. Si, en particulier,

nous posons
: 54
R = min|R, ——
mm( ’16~48nC’N)’

alors pour un tel R la premiére partie de la conclusion est vraie. Démon-
trons qu’avec le méme choix du nombre R la seconde I’est aussi.

En effet, prenons une fonction 4(3) arbitraire, du type indiqué dans 3,
une famille correspondante de fonctions (2) et les fonctions (3) et (4)
qui remplissent les conditions (5)-(14) dans le cercle [{| < R. Considérons
I’équation différentielle (22) dans le domaine {3,1: 3¢3, |t < R}, avec la
condition initiale (25).

De méme que dans la premiére partie de la démonstration, il est

question des fonctions (58), nous constatons qu’il existe exactement une
seule solution

(78) 3 = H(u,t)
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de ’équation différentielle (22), remplissant la condition initiale & (%, 0) = u
définie et holomorphe par rapport & % et ¢ au moins pour les valeurs
initiales we U et pour les valeurs de la variable indépendante

. 54 . 54
— Mi — — )< Mi S
(19) il <k =Mn (R’ 16-48%01\7) o (R ’ 8-48noN)’
donc dans le domaine (20).
De plus nous observons que pour tout ¢ fixé la fonction (78) est
univalente par rapport & la variable ueU.

Nous remarquons en outre, comme pour (62), en tenant encore compte
de (57) et (79), que

Mt < 48 N " 1 é
P, )=l S M <55 nON 6 18nCN — 16

Ensuite, vu cette inégalité de méme que pour les fonctions (58),
nous voyons que l’image du domaine U par la fonction (78), considérée
comme fonction de la variable u avee ¢ arbitraire fixé couvre le domaine 3.

Récapitulant les remarques précédentes, nouns constatons que pour
¢ arbitraire, fixé, |t| < R, et ueU variable, il existe au moins pour 33
une fonction

(80) u =94'(3,1),

inverse de (78). Cette fonction est définie et holomorphe par rapport
aux deux variables 3 et ¢ dans le domaine (29) et elle y vérifie aussi I'iné-
galité

1571 (3, ) —31 < M|t

Nous remarquons enfin, comme pour (66), que la fonction (78) vérifie
dans (20) la relation (31).

Supposons enfin que les conditions indiquées dans le cas particulier
de la conclusion sont remplies.

Alors il résulte facilement de la remarque 1, 1 que les fonctions (2)
sont rationnelles spéciales, les valeurs (3) sont symétriques par rapport
4 K*(0,1) et les valeurs (17) sont conjuguées.

Prenons & présent {,e(— R, R) arbitraire et soit

(81) A= Aty ag, 1)
la solution réelle de 1’équation réelle
il =
(52) - —Z(N( “’8 5,0 S 20,
3 T

qui remplit la condition initiale A(%y, a, t,) = @, OU e, est un nombre
arbitraire réel. Une telle solution existe toujours au moins pour te(— R, R)
et elle est une fonction holomorphe. De plus, prenant g arbitraire, réel
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et fe(— R, R) arbitraire et prenant ensuite ay = 4 (¢, , {,), nous obtenons,
en vertu de 'identiré connue i(?, 8, 7) = 4 (to, A(t, B, %), T), que A(fy, ay, t)
= f; cela prouve que toute solution A(%y, ay, ) pour i, ¢t fixés pour le
moment, considérée comme fonction de a,, prend toutes les valeurs réelles.
D’autre part, de (82) et du fait que dans notre cas particulier N ;(t) = N;(t)
et 3;(t) = 3;(f) pour ¢ réels, il résulte facilement que la fonction 3 =
exp ©1(0, ay, t) est une solution de ’équation (22) avec la condition initiale
3 = ¢ pour ¢t = 0. De 13 et de I'unicité des solutions de I’équation (22)
il résulte que les fonctions (81) et (78) sont liées par la relation

B(e™ 0, t) = expii(0, ay, t).

Ainsi pour f réels et ueK*(0,1) on a également &(u,t)eK"(0,1);
en outre, conformément & ce qui précéde, toutes les valeurs sur K*(0, 1)
sont les valeurs de la fonction 9(w,t). De ce fait, par tout point de la
circonférence wunité il passe une solution de 1’équation (22), parcou-
rant entiérement sur cette circonférence. Done, encore en vertu de
'unicité des solutions de cette équation, aucune solution contenant

les points de K (0,1) ou de IE(O, 1) ne peut traverser la circonférence
K*(0,1), ce qui donne immédiatement que pour ueK(0,1) resp. pour
ueI‘ff(O, 1) est également 9 (u, t)e K (0, 1) resp. & (u, t)eI‘f(O, 1).
Remarque 1. Remarquons que des conditions (jv) et (9) il résulte
que les racines (4) sont distinetes. Par conséquent, de (5) et (5) il résulte
ensuite que toutes les racines (3) et (4) de la dérivée A;(g, t) sont distinctes
et, comme leur nombre est égal au degré de la fonction (37), alors (3)
et (4) sont toutes les racines de cette dérivée, nécessairement simples:
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0. FORMULE FONDAMENTALE
POUR LES VARIATIONS DES FONCTIONS UNIVALENTES BORNEES

Soit une fonetion arbitraire univalente et bornée dans le sens de
Lowner (17, )
(1) b(z) = bz+..., b, >0,

transformant le cercle K(0,1) en un domaine G.

THEOREME FONDAMENTAL. Il existe wune famille de variations .des
fonctions univalentes et bornées dans le sens de Lowner, de la forme

(2) bz, 1) = by()e+...,

définie dans un intervalle I = (—T,T) du parameétre t, holomorphe par
rapport a t et vérifiant les relations

(3) b(z,0) = b(2),
N (51, 9)
(4)  bilz, 1) —é?@Mi(@A)me ”)MZHX
b(Li(), ) +b( 1) C?‘(t)+z)
bE®), )bzt E )T

14+b(5(0), th(z, 1)
1—b(5(1), )bz, 9

+@UW@A> 2 3)(,n
1- 50

ou (;i(t) et pi(t),j =1,...,n, sont des fonctions holomorphes telles que

1£;(£)| < 1 et la quantité n et {;(0), B;(0) sont des nombres arbitraires donnés
d’avance.

La démonstration se composera des cing parties.
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1. APPROXIMATION

Soit b(2) une fonction définie dans K(1, O) et soit b(z) = 1/b( 1/z) pour
zeK(O 1); on voit que b(z) transforme d’une facon conforme K (0, 1)
en G (11, ).

Soit un systéme arbitraire fini de points
(1) (ieK(0,1), j=1,...,m,
et de leurs symétriques par rapport & K*(0,1)

1 - .
(2) ‘E_‘K(Oyl); S )=1,..,mn,
i
et soit
1 ~{1 ~
(3) w; = b(C:,)EG et - = b(?) eG.
w; é',.

Soit encore une fonction arbitraire x(w), holomorphe, et différente
de zéro aux points (3), symétrique par rapport & la circonférence K*(0, 1)
et telle que x'(w;) = 0, x'"(w;) % 0 et »'(1/w;) = 0, »" (1]w;) # 0.

On voit immédiatement qu’il existe un systéme de cercles k et K;,
j=1,...,n, contenant resp. 0 et w;, a fermetures disjointes et contenues
dans G, et il existe un systéme de cercles symétriques ket I}j, j=1,...,m,
contenant resp. oo et 1/w;, 4 fermetures disjointes et contenues dans é,

donc également disjointes de ces cercles, tels que la fonction x(w) est
holomorphe et différente de zéro dans la somme des cercles fermés K;

et Ib, et que sa dérivée, considérée dans la somme de ces cercles, s’annule
uniquement aux points ; et 1/w;, tandis que sa dérivée seconde y est
différente de zéro.

Soit [%(w)]'”? une fonction définie dans la somme

YK YR,

égale dans chaque cercle K; resp. IE',- a4 une branche quelconque de la
racine carrée de x(w).

Nous constatons le fait suivant:

LEMME 1 (sur Papproximation). IT existe une suite {2,(w)} de fonctions
rationnelles spéciales et une suite {H;} d’arcs spéeiauxw correspondant & ces
fonctions (21, %), tels que les conditions suivantes sont remplies:

(a) les domaines K (0, 1)\H; tendent dans le sens du noyau vers le
domaine @;

) {Q(w)}, {Q)(w)} et {Q) (w)} tendent dams les cercles K; et K;
umformement vers les fonctions x(w), »' (w) et »'' (w) respectivement;
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(€) £2j(w) a foufes ses racines simples; .
() sur Parc Hy la dérivée Q;(w) n’a pas de racines & Uexception d'une

seule qui est a Vorigine de cel arc;

(e) les valeurs de la fonction Qi(w) auzx racines de la dérivée 0Q;(w)

a Vextérieur de la somme des cercles K; et K;, et la valeur analogue a Uex-
trémité de Varc H, sont toutes distinctes.

Démonstration. En vertu d’un résultat connu ([14], p. 89), il
existe une suite d’ares simples {S;} partant de la circonférence unité
vers son intérieur, ne passant pas par zéro, telle que la suite des domaines
{K (0,1)\S;} tend dans le sens du noyau vers G. Par conséquent, pour f

n

suffisamment grand, les distances des ares S; & la somme k U {J K; sont
=1
supérieures & un certain nombre positif. Considérons ensuite, de méme
que dans [3], p. 12-13, ’homographie [(w) transformant le cercle unité
en le demi-plan supérieur, et posons a = I(0). Les arcs S, se transforment

par l(w) en arcs analogues Oy = I(S;) et les cercles k et K; se transforment
en cercles (k) et I(K;). Formons 'arc C; symétrique de C; par rapport
a Vaxe réel et les cercles (k) et I(K;) symétriques respectivement des

précédents par rapport & l'axe réel. Les arcs C; et C; forment ensemble
un arc F, symétrique par rapport a 'axe réel. Pour f suffisamment grands
la distance de I’arc F, & la somme

~

1) u U UE) U L) v U L
i=1 j=1

est supérieure, ce qui est facile & vérifier, 4 un certain nombre positif.
Considérons f arbitraire, suffisamment grand, et I’arc correspondant Fy.
L’arec F; peut étre arbitrairement approché dans le sens de Hausdorff
(16, 1, I), par un arc analytique 4, de représentation paramétrique

£ =ps(v), el

ou I est le segment [ —7, ;] et p;(7) est une fonction univalente, définie
dans un certain rectangle B;, symétrique par rapport aux axes de coordon-
nées et contenant dans son intérieur le segment I (comp. [3], p. 12-13).
De plus, en améliorant éventuellement I’approximation, on peut admettre
que Parc A; est & une distance plus grande qu’un certain nombre positif
de la somme des cercles mentionnés. Enfin, on peut admettre que ps(7)

= ps(7) pour zeB; et aussi en diminuant éventuellement le rectangle
B;, que D; = p;(By) 4 une distance plus grande qu’un certain nombre
positif de cette méme somme de cercles. Examinons maintenant dans
le domaine D; la fonction inverse p;!(f). Nous remarquons, vu ce qui

préceéde, que p,‘l(Z‘) = 5,‘1(&) pour (eD; Prenons ensuite dans D; un
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domaine fermé simplement connexe et symétrique par rapport a l'axe
réel @, tel que I < [p; '(Qy))’. Formons la fonetion composée [x( I~ C))]”2 et
considérons la fonetion u,(¢) qu1 est égale & v 7 '(¢) dans @y et & [=(17"(2))]"®

dans la somme des cercles U (1K) v l(K )). Cette fonetion est évidem-

ment holomorphe dans l’esemble

&=Qwugumwuuim

et, comme l’ensemble complémentaire de cet ensemble est un ensemble
connexe contenant les points a et @ et symétrique par rapport & Vaxe
réel, il résulte facilement des résultats correspondants [3], p. 9, et [18],
p. 173, qu’il existe une fonction rationnelle 7;({), symétrique par rapport
a Paxe réel, ayant des pdles uniques aux points a et @, arbitrairement
proche de u;({) pour (e}, telle que:

() m7(C) et @y () sont resp. arbitrairement proches de [(x(l'l(é)))m]'
t [(x(l‘l((;)))”z]” dans Vensemble () (1(K;) U l(ff,-));
i=1

(B) 7({) est univalente dans ’ensemble Q,;

(y) I<= (W(Qo/))o-

Posons 7y () = =,() pour feQy. Alors, vu ce qui précéde, il existe
dans mg(Qoy) une fonction inverse my' () et, ce qui est facile & vérifier
elle y est arbitrairement proche de p,(z).

Posons

(4) Ty = mgs' (I).

On voit que T, est un arc analytique simple, symétrique par rapport
a l'axe réel, donc orthogonal & cet axe au point d’intersection; T, ne
contient évidemment pas les points @& et @. De plus, en tenant compte
du caractére arbitraire des approximations considérées, on peut admettre
que les distances dans le sens de Hausdorff des arcs T; et Ay et, par

conséquent, des arcs Ty et Fy, tendent vers zéro lorsque f tend vers D’infini.
En outre, on a

(5) () > (=(TONE, @) > [N
n,- (C [( (l_ (€) ))1/2]!1

uniformément pour
n T~
Ce _Ul(l(K,-) U l(K;)).
j=
Examinons & présent la fonetion

(6) A (w) = (m ({(w)),
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ou ¢(x) = 2% On prouve facilement que c’est une fonction rationnelle
spéciale. En effet, la fonction rationnelle (6) est partout holomorphe,
a Pexception des points 0 et oo, ou elle a des poles et elle est réelle sur
la circonférence K*(0,1). Posant maintenant

(7) R, =1'(Py),

ol P, est une partie de Varc T située dans le demi-plan supérieur fermé,
nous constatons que Ry est un arc simple et, comme précédemment, la
distance dans le sens de Hausdorff des arcs E; et Sy tend vers zéro lorsque f
tend vers l’infini.

De plus, puisque la fonction 7;({) est symétrique par rapport i I’axe
réel et transforme 7; en I et qu’elle est univalente dans @y > 7T elle
s’annule exactement en un seul point de arc T, situé sur 1’axe réel et
sa dérivée m;({) est constamment différente de zéro sur 7. Par conséquent,
comme on le voit de ce qui précéde et de (6) et (7), la dérivée A;(w) s’annule
a Dorigine de D’arc R; située sur la circonférence du cercle unité, tandis
qu’aux points restants de I’arc K, elle est différente de zéro.

De plus, comme la fonetion x;(l(w)) admet une inverse sur larc
R; et le transforme en la partie supérieure du segment I, ou la fonction
@(r) admet une inverse, la fonction (6) admet également une inverse

sur ’are R, et le transforme en le segment [0, —1]. Un calcul élémentaire
facile montre que I'arc R, est orthogonal a son origine a la circonférence
unité.

Cela étant, nous constatons que l’arc E; est spécial correspondant
a la fonction (6) et tel que ses valeurs &4 son origine et a son extrémité
sont resp. 0 et —1.

D’ailleurs, vu (6) et (6), on a

(8) Ay (w) = x(w),  Aj(w) — ' (w),

A7 (w) — %" (w)

n 2
uniformément pour we | J (K; U K;).
i=1

Enfin, désignant resp. par ¢y et ¢ l’origine et 1'extrémité de 'arc R,
et en appliquant successivement (33,1, I) et la remarque 3,1, I, nous
pouvons approcher arbitrairement chaque fonction /A;(w) par une fonction
rationnelle spéeiale Q;(w), suffisamment proche de A;(w), dont la dérivée
Q;(w) a toutes ses racines simples et dont les valeurs pour ces racines
sont toutes distinctes et différentes de la valeur —1-4 02/(v,), ol vy est
la racine de la dérivée £2)(w) correspondant & la racine ¢; dans le sens
de (26, %). Alors, conformément & (36, %), il existe un arc spéeial H, cor-
respondant & la fonction £;(w), arbitrairement proche dans le sens de
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Hausdorff de R;, sur lequel la fonction Q(w) admet une inverse et la
dérivée Q;(w) n’a pas de racines & l’exception de son origine vy, ol elle
a une racine simple; de plus Q;(v;)— 2,(vy) = Ay(g) — A;(eyy), dome

(9) Qi(vy) = — 14 Q¢(vyy),

ou v; désigne Pextrémité de V’arc Hj.
En méme temps, comme l'approximation examinée plus haut est

arbitraire, on peut admettre que les convergences uniformes suivantes
ont lieu

(10) Qi (w)— Ay (w) >0,  Qy(w)— As(w) -0,
Q;'(W)—A;’(w) -0,

et que les distances dans le sens de Hausdorff des arcs H; et E; tendent
vers zéro. .

En définitive, prenant les fonctions Q,(w) et les arcs H; mentionnés
pour ceux dont il est question dans la coneclusion du lemme, nous véri-
fions successivement que, vu la définition de ’are S; et les rapports de
convergence entre Ry et S;, H, et I, la condition (a) est remplie; en vertu
des relations (8) et (10) la condition (b) est remplie; vu la premiere pro-
priété de la fonction £;(w), il en est de méme de la condition (¢); en vertu
de la seconde propriété de ’arc H; la condition (d) V’est aussi; enfin, vu
la seconde propriété de la fonction £;(w) et (9), la condition (e) est aussi
remplie. Soit enfin

(11) a(z), [f=1,2,..., pour z¢eK(0,1),

une fonction qui transforme d’une fagon conforme le cercle K (0,1) en
le domaine K (0,1)\H;, telle que

(12) a,(0) =0, a;(0) > 0;
(13) a,(z) pour zeK(0,1)

est alors une fonction analogue qui transforme. d’une facon conforme
K (0,1) en le domaine K (0, 1)\H; ((10, %), (11, *)).

Les fonctions (12) et (13) se prolongent d’une fagon continue aux
ensembles fermés K (0, 1) et 1%(0, 1), (27, *).

Du théoréme sur le noyau il résulte que

(14) a;(2) >b(2) et &(2) > b(2)

presque uniformément dans K (0, 1) resp. K (0, 1).
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2. VARIATION DES FONCTIONS DETERMINANTES

Soient b(z) et »(w) les fonctions et k, K;, I}j, k et wj, 1/w; les cercles
et les points‘introduits dans 1
Soit 20* 1a borne inférieure des distances des points 0, w;, 1/w; et oo

aux frontneres des cercles %, K;, Kj, et k.
Soient 1pu!, 2y, des mombres positifs limitant supérieurement le
module |x'(w)| et inférieurement le module |x''(w)| sur les systémes des

cercles K, et I~(,-, e —un nombre positif arbitraire et assez petit pour que

S
o < min(o* 1,V4ul/u,) et 2u, un nombre positif limitant inférieure-

ment le module |»' (w)] sur les systémes des circonférences Kj,,, et IE;-'(I,:,)J.
On a évidemment u, < ul.

En vertu du lemme 1,1 (sur Papproximation) il existe une suite de
fonctions rationnelles spéeiales

D -
(1) Qy(w) = 3= +...4 Dy+...+ Drw™
Dy, #0, Dy — reel, f=1,2,...,
et d’arcs spéciaux H; correspondant a ces fonections, tels que

(2) Q4(w) — x(w)

uniformément sur les cercles K; et 171',- et tels que sont remplies les condi-
tions (a), (c), (d) et (e) du méme lemme. De (2) et des propriétés de la
fonetion x»(w) il résulte en outre que pour f suffisamment grand chacun

des cercles K; et K; contient exactement une seule racine de la dérivée
.Qj (’LU).
Désignons pour ces f suffisamment grands resp. par

1

(3) Wiy =y J=1,...,n,
Wjy
1 '

(4) Wrfy — k=1,...,my,
Wry

(8) Vit l——-O,...,m;',

ol

(6) 20+ 2mj 4 (my’ +1) = 2L,

les ra,cmes de 1a dérivée Q,«(w) situées dans les cercles K; et IT{,, dans
K(0,1)\ U K; et K(O 1)\ U K et sur la eirconférence K*(0, 1), ol vy,

est l’orlgme de H,.
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Soit ensuite g; le minimum des distances des points 0, wy, 1/w;; et oo

aux frontiéres des cercles correspondants %, K;, K; et k¥ contenant ces
points.

11 résulte de la convergence (2) que

, 1 1
(6 ) O)” - w,-, _— =
wjf wj
et, par conséquent,
(7) 0 —20".

Des définitions des nombres !, uy, 0 et u, et de (2) et (7) il résulte
de plus que pour f suffisamment grands

(8) 1Qi(w)| < pty 197 (w)] > py

sur les systémes des cercles fermés K; et IT.’,-,

(9) Q5 (w)[ > py

sur les systémes des circonférences Kjyj), et IE;(W)Q et
(10) or>0" > e.

Soient enfin A4;,j=1,...,n,f=1,2,..., signifie des nombres
arbitraires complexes et A; leurs conjugués, tels que les suites {4},
j=1,...,n, soient convergentes respectivement vers les limites A;
données d’avance, et soit A un nombre limitant supérieurement tous
les termes de toutes ces suites.

Alors, en vertu du lemme 1, 3, I (sur la variation), il existe un nombre
S >0 qui dépend uniquement du systéme des cercles k, K;, K;, et k et
des nombres u,, u', u,y A et o, et qui est indépendant de I'indice f, tel
que dans le cercle || < S il existe pour toute fonetion (1) et pour f suffisam-
ment grand une famille de variations de fonctions rationnelles de la
variable w, dépendant du parameétre complexe ¢, holomorphes par rapport
a ¢, de la forme

DL; (t)

A1) Qw1 = =7

tooob-Dp, (W™, Dy (t) #0,Dg,(t) # 0,

et il existe des systémes de fonctions holomorphes

1 .
(12) w;js (1), =, J=1,..,n,
w 5y (t)
(13) (t) ! k=1 m;
Wiy (1), B (1) ) =1,...,my,

(1) vy (), l =O’-'-,m;,1



2. Variation des fonctions déterminantes

tels que
, , 1
(15) Qpp (w:i/(t), t) =0, Qo (Q&’J/(t) ’ t) =0,
’ ' 1
(16) Quwir®),8) =0, Qp|-———,t] =0,
Wiy (1)
(17) Qpw(oy (1), 1) =0,
1 .
(18) Q(wy (1), 8) = Sy (1), Qf( 5 (0) ,t) = 8y(1),
7
1 1
(19) Qi(wis(t), 1) = Qp(wry), | y 1) = Q| —),
wys(1) Wyy
(20) Q(vy (1), t) = 2(vy),
Dy (& D
(21) *L/( ) _ I_)Lf :
'DL’(t) Lf
(22) ;7 (t) € Kj1p2)09 on ) ‘Iz}'(l/Z)m
n n = ,
(22") Wy (1), vy (t)‘(jL__Jl Kjape Y };)1 K:r'(l/z)a) )
(23) Qy(w, 0) = Q/(w),
(24) (0) L1
i = Wy = Er—
i T an(0) gy’
25 wiy(0) = w 1 —L
(26) () =iy ) T Ty
(26) vy (0) = vy,
et que les inégalités
1
(27) () < 04, 1Ay < Cd, O =4y
2
ont lieu, ot on a appliqué les notations
(28) 8ir(t) = Qy(wyy)+ Ay2iwl 2 (w9,
A 1 - 1 ol 1
! ; = _— - i 2.":——9 -_ t
(28) Sﬁ(t) Q/(w,-,) An‘ 4 w?, ! (w”) )

4 — Dissertationes Mathematicae LXX
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et
(29)
8 (t) - Sy (1)
Afl(t) == 2 ; IJI, ’ Af/(t) = " .
2w,,(t)7,Q,ww(w,-,(t), t) _9 1 % ' ( 1 t)
oty " \an@)’
En outre on a la relation
(30) Qu(w, 1)
s ‘ w+ wjy (1) ~ 1oy (tyw
= wQ,(w,t) (A-(t)ﬁ—[-A'(t)A— )
fud™s ,; T 0 — wy(1) T —oy(tyw

De plus, pour tout f indiqué plus haut il existe une fonction

(31) w = y(Y,1),

définie et holomorphe par rapport aux deux variables y et ¢ dans le
domaine

(32) {y,t: ye¥, [t] <8},

ou
L n = _ =

(33) Y = (Ul K Y H Kiame VY Eampe Y ko)
e -

fonction qui est, comme fonction de la variable ¢, solution de I’équation
différentielle

w N, wtay(t) o 1ty (w)
O (A”(” w—ay(ty T 1 1—r1>9-,(t)w)’

considérée dans le demaine

(35) (w, t: weW, |t| < 8},
ou
~ n_ L _ =
(36) W= (H Ko YV L_Jl Kjame Y kame Y kame) 5

avec la condition initiale
(37) w=19y pour t=20;

cette fonction (31), comme fonction de la variable ¥ dans le domaine Y
est univalente pour ¢ arbitraire, fixé. ’
Pour la fonction (31) nous avons dans (33) Pinégalité

(38) (Y, ) — ¥ < 0.
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En méme temps pour ¢ arbitraire, fixé et pour y variable, ’image
du domaine Y par la fonction (31) couvre le domaine

n L~ _ = ,
(39) W= (U Kinpee Y U Kjnpee Y kajee Y k(l/lﬁ)g) .
7=1 =1
Done, au moins pour weW il existe une fonction

(40) y =y (w,1)

inverse -de (31). Cette fonction est holomorphe par rapport aux deux
variables w et ¢ dans le domaine

(41) {w,t: weW, |t| < S}
et elle y remplit également l'inégalité

- . 48
(42) wal(wit)_wlngmy ou Ml =73—%01A.

-

La fonection (31) satisfait dans (32) a la relation

(43) Qi (pi(y, 1), 1) = 2(y).

Enfin pour ¢ arbitraire réel, te(— U, U), et pour y appartenant
resp. & K(0,1), K*(0, 1) et K (0, 1) les valeurs des y,(y, t) appartiennent
resp. & K(0,1), K*(0,1) et K (0, 1). '

3. VARIATION DES FONCTIONS ACCOMMODEES

Considérons maintenant les systemes de points (1) et (2) de 1 et la
fonction ¢(2), holomorphe en ces points, définie par la formule

(1) a(2) = %(b(2))
dans les domaines b '(K;) et b~ '(K;).

On déduit par un calcul facile, des propriétés de la fonction x(w)

(2) a'({)) =0, o (_1—) =0
~J ’ a y

’

(3) o'’ ({5) # 0, c"(—_l—) #+ 0.
&i
Remarquons ensuite qu’il existe un systéme de cercles ¢ et @,
j=1,...,n, contenus dans K (0, 1), analogues a k et K;, dont les ferme-
tures sont contenues resp. dans les domaines disjoints b7'(k) et b~ '(K;),
et contenant resp. les points 0 et (;, ct il existe un systéme de cercles
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correspondants ¢ et é,, j=1,...,n, contenus dans K (0, 1), symétriques
des précédents par rapport & la circonférence unité, dont les fermetures
sont contenues resp. dans les domaines disjoints Z_lv(i) et 2)“(]?,-), conte-
nant resp. les points oo et 1/{;, tels que la fonetion o(z) est holomorphe

dans les cercles fermés disjoints Q; et Q,, sa dérivée o'(z) considérée sur
la somme de ces cercles fermés s’annule.uniquement aux points {; et 1 /r;',,
et la dérivée seconde o''(2) y est différente de zéro.

. Soit 27 la_ borne inférieure des distances des points 0, {;, 1 /E; et oo
aux frontiéres des cercles correspondants - ¢, Q;, Q, et 4.

Soient 34!, 24, des nombres positifs limitant supérleurement le module
|6’ (2)| et inférieurement le module [¢’'(z)| sur les systémes des cercles

Q; et Q;, T un nombre positif arbitraire et assez ‘petit pour que T <
§,—
< min(z* 1, 1/4).1/12) et 24, un nombre positif limitant inférieurement
le module |o’(2)| sur les systémes des circonférences Q. €t Qfuz.. On
a évidemment 4, < Al
Prenons & présent la suite des fonctions composées

(4) X;(2) = Ql(af(z))’ f=12,..,

ou Q;(w) et a,(2) sont les fonctions (1, 2) et (11, 1). Il est facile de vérifier
que les premiers membres de (4) sont des fonctions rationnelles spéciales
de la forme

E _
(5) X, (2) = —zj’;i + ..+ Ey+ ... +Ep M, By +£0, Ey — réel,

De (4), du lemme 1,1, de (14, 1) et (1) il résulte facilement que
(6) X;(2) — o(2),

lorsque f tend vers l’infini, sur la somme des cercles fermés (5; et Q:, De

(6) il résulte de plus que pour f suffisamment grand dans chaque @; et é,-
il y a exactement une seule racine de la dérivée X;(z) qui est Pimage
réciproque par la fonction a@;(z) resp. par la fonction d;(z) de la racine
correspondante (3,2) de la dérivée Qj(w), situde dans le cercle K; resp.

K;. Pareillement, pour f suffisamment grands il y a a ’extérieur de la
somme des cercles nommés my-+ m; racines simples de la dérivée X;(2)
qui constituent les images réciproques des racines restantes (4, 2) et (5, 2)
de la dérivée Q;(w), & 'exception de v, qui est 'origine de l'arc H,, et
encore d’une racine simple située évidemment sur la circonférence unité.
Il est évident d’apres (34, ¥) que cette derniére racine est 'image réci-
proque de l’extrémité de 1'arc H,.
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Désignons les racines mentionnées plus haut par

_ 1 af 1 .

(7) Cff=af1(w7'f)7 C—ﬁ=a’l(6_ﬂ)’ .7:11---ana
_ 1 (1 ,

(8) 77 =atl(wkf)1 2—=wrl(__ ) k=1,...,my,

Zrf Wiy
(9) ull=a';-1('”lf) =&,f_l(§l71)1 t=17---7m;'1
, _ .—1,_—1
(9" Uy +1,5 = Oy 1("’m}'+1,)’) = 1(")m}’+1,r);

ol V711, et 5;;4,1,, désignent resp. les extrémités des arcs H, et ﬁ,.
Nous remarquons ensuite facilement, en tenant compte des égalités

(10) Xi(2r) = 2(ap(201)) = 24(wiy),
(11) X, (_i)= -Qf(d;(_i)) = & (_L),
zk, zk, wk,
(12) X;(uy) = Q¢fay(uyy)) = Qy(vy), 1=1,...,m/+1,

qui résultent de (4), (8) et (9), et de la condition (e) du lemme 1, 1, réalisée
pour la fonction £;(w) par hypothése que les valeurs de la fonction X,(2)
pour les racines de sa dérivée X,(z), situées & ’extérieur du systéme des
cercles @; et é;, sont toutes distinctes.

Soit ensuite 7; la borne inférieure des distances des points 0, j,
1/8; et oo aux circonférences correspondantes ¢*, @, QF er g*.

De la convergence (6) il résulte que

) 1 1
(12') Cig >y = >=
&r G
et, par conséquent,
(13) 7, > 2%,

De (6) et (13) il résulte ensuite que pour f suffisamment grand
(14) X ()] <Ay X[ (R)] >4,
sur les systémes des cercles fermés (—;),- et 5,-,
(15) 1X;(2)] > 4,
sur les systémes des circonférences Qjy: et é,}'(m), et

(16) 7> > 1.
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Prenons enfin les nombres complexes Bj, et leurs conjugués By,
définis par les formules
(17) Bjy = Aﬂ(_a_,('c_,.,)_y
Ciray(Lir)
et le nombre
4

lmln (K™ (0 )’Q;)lz’

1<7<7L

B =

qui limite supérieurement les modules des nombres B, car, en vertu de

I’évaluation connue de la dérivée logarithmique des fonctions univalentes

et de la définition du nombre A4, [14], p. 117, on a

a4 (Cp) | 1+ 1yl
’ ~

Liray(Cir) | — 1— 185l

Alors, en vertu du lemme 1, 4, I (sur la variation), il existe un nombre

et IA,',I <A

V >0, qui dépend uniquement du systéme des cercles g, Q;, éi et q et
des nombres 4,, 41, 4,, B et 7, et qui est indépendant de 'indice f, tel que
dans le cercle || < V il existe pour toute fonction (5), pour f suffisamment
grand une famille de variations de fonctions rationnelles de la variable
z dépendant du parametre complexe ¢, holomorphes par rapport a ¢,
de la forme

E , .
(18)  Xj(z,1) = z’gf”+...+ELf(t)zL/, B ()#0, Ep@)+0,

et des systémes de fonetions holomorphes

(19) brlt), ——y G=1,.,m
AN S Z'jf(t) ’ y 7oy
20 t). 1 E=1 y
(20) 2y (1), ékf(t)’ =1y ..., My,
(21) uy(t), l=1,...,m/+1,
tels que
, 1
22 Xz t ’ t - 0, X z 0,
(22) 7= (Car(8), 1) / (Cff(t) )
' 1
(23) Xye (zkf(t)y t) =0, X/z (zkf (i t) =0,
(24) Xy (uy(t),1) =0,
. 1 -
(25) XG0, 0 = S0, X t) = S,
C?f(t) .

1 1
(26) Xi (o (1), 1) = Q2y(wy), X’(zk,(t t) = 'Qf(%_v_kf)7
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(27) Xy(uy(2), 1) = L¢(vyy),
ELf(t) EL;
28 — = —
(28) B, () EL, ’
29 51 (1) € Qi ¢
(29) it(t) e QJ(I/2) ’ C;y(t
n O
(29" 2y (8)y uyy (1) ‘( LJI Qi1 Y U Q; (1/2)1) ’
7= =
(30) Xi(z, 0) = X;(2),
(31) r(0) = Gy e =
g TR0 T Ty
(32) 2k (0) = 2 1 _1
YT 5 0) T g
(33) MZ/(O) = Uy,
et que les inégalités suivantes ont lieu:
- A
(34) |Biy(t)] < C:B, |By(t)] <C:B, C,=4 Y
2
ot 8,(t) et S;(t) ont été définis par les formules (28, 2) et (28, 2) et
85(t) ; 8ir(t)
(35) By(t) = — By(t) = (1).
S T AT A G N A R ( 1 )
29 o 2
g "\ e
() Il est facile de prouver que
() S3(8) = X, (&) + By, 2083, X} ()0
et d’une facon analogue que
(AA) 8,0 =Xx, (;) — By x"( . )t.
7 tr &ir

En effet, en dérivant deux fois la relation (4) par rapport a 2z, posant ensuite
iy au lieu de 2, en tenant compte de (7) et du fait que wj; sont racines de la dérivée
%(w), nous obtenons

'Q;’ (wﬁ) a';z(Cj’) = X;, (tﬁ) ’
d’ou
ay (Ci1)

02, Q) (@,) = (
71°°F \Vf ” f(cﬂ)

) x5 @5,
et en vertu de (17)
Ajy007y 27 () = By 83 X[ ()3

conjointement avec (28, 2) et avec les relations Xy({j) = Qf(wjs) resultant de (4)
et (7), cela donne la premiére de relations mentionnées. La seconde se démontre
de fagon analogue.
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En outfre on a la relation

n

, . 2+ Ly (0) 1+é,-,(t)z)
36 Xiu(z,1) = 12 Xp(2, t (B-t + By (1) — 0,
(86)  Xile, ) = i Xiele, ) O | By =20 -+ Byt 7o
De plus, pour tout f indiqué plus haut il existe une fonction

(37) 2= QJ;({B', t),

définie et holomorphe par rapport aux deux variables x et ¢ dans le
domaine

(38) {x,t: ve X, |t} < V},
ol
no_ L — _ )
(39) X = (9LJ1 Qi Y LJI Qiqysyr Y Qs V !7(1/3):) »
= 7——.

fonction qui est comme fonction de la variable {, solution de 1’équation
différentielle

(40) — = —zzZ( Bj (1) +§.’"((:)) By (1) i—l—i;gt;z)
considéré dans le domaine

(41) {2,8: zeZ, 1| < V},

ol _

(42) Z = (1@1 67‘(1;4.): v }:Jl 6;‘(1/4): v S-l(vm)r v 5(1/4)1)',

avec la condition initiale
(43) #=w pourt=0;

cette fonetion, comme la fonction de la variable # dans le domaine X,
pour ¢ arbitraire fixé, est univalente.
Pour la fonction (37) nous avons dans (38) 'inégalité

(44) lo(@, )2l < 5 7.

En méme temps pour ¢ arbitraire, fixé et pour x variable, I’image
du domaine X par la fonction (37) couvre le domaine

n —_—
(45) Z = (U Q ie)e v U QJ(I/16)r U Gupey Y Q(l;xs)z) .
i=1

Done, au moins pour zeZ il existe une fonction

(46) @ = g7 (2, 1)
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inverse de (37). Cette fonction est holomorphe par rapport aux deux
variables 2z et ¢ dans le domaine

(47) {2,t: zeZ, |t| < V}

et elle y satisfait également & D’'inégalité

48
(48) lor '(2, ) —2| < M,lt}, ou M, = —;nozB.

La fonction (37) vérifie dans (38) la relation
(49) X (pr(z,y 8), 1) = X;(2).

Enfin, pour ¢ arbitraire réell, te(— V, V), et pour x appartenant
resp. & K(0,1), K*(0,1) et K(0, 1) les valeurs des ¢s(,t) appartiennent
resp. 4 K (0,1), K*(0,1) et K(0,1).

4. VARIATION DES FONCTIONS INTERIEURES

Etudions maintenant pour f suffisamment grand, arbitraire et fixé,
les fonctions rationnelles (11, 2) et (18, 3), introduites dans 2 et 3, pour
les valeurs du parametre ¢, |{| < Ty = min(S, V); pour simplifier les
notations nous omettrons dans la suite indice f des fonections (11, 2),
(18, 3) et des fonctions liées avec elles et nous ferons de méme pour leurs
indices finaux (12, 2), (13, 2), (14, 2), (29, 2), (19, 3), (20, 3), (21, 3), (35, 3),
(31, 2), (37,3) et (11, 1).

LEMME 1 (sur Vexistence et l'unicité de la fonetion intérieure).
St pour un t réel, —Ty <t < T, pour un r >0 et pour les fonctions cor-
respondantes (11, 2) et (18, 3) il existe une fonction algébrique spéciale

(1) a(z) = d,z+...,
remplissant les conditions
(2) Qi(z),t) = X(2,1) pour z¢K(0,7) et a >0,

cette fonction est unique.
De plus, st pour un tyréel, — Ty <ty < T, il existe une fonction algébrigue
spéciale

(3) ao(2) = aj02+-..,

remplissant les conditions initiales

(4) Q(ao(2), 1) = X(2,1,) pour zeK(0,1) ef a;o >0,
el

(5) a9(L;(t)) = wj(to),

(6) 7 (zk(to)) = wi(ty),

(7) Qg (’“l(to)) =uft), #m’'+1,
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alors pour tout ¢t d’un certain entourage (t,— h, ty-+h) il existe une famille
de variations de fonctions algébriques spéciales de la forme

(8) a(z,t) = a;(t)z+...,

déterminée d’une fagon uwique, holomorphe par rapport & t et remplissant
les conditions

(9) Qa(z,1),1) = X(2,t) pour z¢eK(0,1) et a,(t) >0,
les condilions

(10) aL;(t), 1) = w;(t),

(11) a(2(f), 1) = wi(?),

(12) a(u(t), 8) = v(t), 1 #m"'+1,

et la condition initiale

(13) a(z, ty) = ao(2).

Démonstration. Pour établir la premiére partie de la conclusion,
examinons pour un certain ¢ les fonctions (11, 2) et (18, 3). Nous dédui-
sons des relations Dy () # 0 et E.(f) # 0 que ces fonctions sont diffé-
rentes de zéro pour w et z de certains entourages [w| < g et [2| < r. Soient

. L
(14) Q;(w, 1) =Ll/!2(w,t) =%+...
et
L VE (1)
(15) Xp(z,1) = VX(z,1) = TL+

les branches des radicaux des fonections (11, 2) et (18,3) déterminées
dans les entourages correspondants |w| < o et |2| < r, choisies de fagon
que

(16) VD0 VELp) >o.

Un tel choix est possible, car, étant donné (2), on a D (1) = af By (t)
et, par conséquent arg D;(t) = argE(?). De (2) nous déduisons facile-
ment, en extrayant les racines des deux membres et en tenant compte
de (14), (15) et (16), que dans un certain entourage du point z = 0 Ia
fonction (1) remplissant (2) s’exprime par la formule

(16') a(z) = Qp'(Xp(z, 1), 1),

ce qui donne immédiatement l'unicité annoncée.

Passant & la seconde partie de la conclusion, nous montrerons tout
d’abord que dans un certain entourage du point ?, existent les fonetions
(8) qui remplissent les conditions (9).
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En effet, supposant le contraire, il existerait une suite de valeurs
du paramétre ,

(17) L, v=1,2,...,

tendant vers ¢, pour lesquelles il n’existerait pas de fonction correspon-
dante (8) (comp. [3], p. 17-23). Examinant les fonctions (11, 2) et (18, 3)
dans ’entourage du point {,, nous voyons, & cause de la continuité de
leurs coefficients au point ¢, et des relations Dy(f,) # 0 et E.(t,) # O,
que ces fonctions sont différentes de zéro pour ¢, w et 2z de certains entou-
rages [t—ty| < hgy lW| < go b [2] < 7y (comp. [5]). Soient

L____
L
(18) Qu(w,t) = VQw,1) = LE210) ..
et
Ly
(19) Xale, ) = VG, = L2y

pour |[{—1t,| < h, les branches des radicaux des fonctions (11, 2) et (18, 3)
définies dans les entourages correspondants |w| < g, et [2| < 7, choisies
de facon que

L L
VD.(t)]VEL(t) >0.

Ces branches existent, car, étant donné (4), on a Dy (t,) = aip EL(to);
d’autre part, vu (21, 2) et (28, 3) et la remarque que pour ¢ réel Dy(t)
= Dy(t)et Er(t) = EL(t), on a les égalités

DL(t)/DL(t) - DL(to)/DL(to),
EL()/EL(t) = Er(t)|EL(t,),

d’olt nous déduisons en définitive que arg Dy (t) = arg E.(t), ce qui rend
possible le choix désiré des branches. Nous constatons ensuite facilement,
en extrayant les racines des deux membres de 1’équation Q(w,t) =
X(z,1,), que pour tout v suffisamment grand, tel que |t,— t,] < k,, il existe
dans un entourage |z| < r;, fixé et indépendant de », exactement une
seule fonction holomorphe a,(z), définie par la formule

(20) a,(2) = 21 (Xp(2,1,), ) = ay2+...,
et remplissant les conditions
(21) Qa,(2),1) = X(2,1,), a,>0.

Soit r, le rayon de convergence de la série du second membre de
(20). Puisque la fonction du premier membre de (20) est holomorphe au
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moins dans ’entourage fixe |z] < r;, et que, en raison de la définition
de la suite (17), elle ne peut étre holomorphe dans tout le cercle unité,
on a tonjours 7; <7, < 1. La fonection (20), considérée dans le cercle
|2] <7, y remplit évidlemment la premiére des conditions (21) et, par
suite, elle se prolonge au cercle fermé 2| <7,, (27, %). Sur la circonférence

|2l = 7, il doit évidemment exister un point 7,, en lequel la fonetion (20)
n’est pas holomorphe. Si nous posons

(22) P, = a,(y,),
il est ¢évidént que
(23) Qu(@,y 1) = 0,

car dans le cas contraire la fonction (20) serait d’apres (21), holomorphe
au point y,. En extrayant au besoin des suites partielles, nous pouvons
admettre 'existence des limites

limr, =F>1r >0, #<1,
¥—00

(24) limy, = 4,

y—-00

lima,(z) = 4(2) = a;2+...,

¥—00

et dans ce cas d(2) est une fonction holomorphe dans le cercle |z| < 7
cette fonction satisfait dans le cercle mentionné, en vertu de (21), (24)
et de la convergence de la suite (17) vers {,, & la relation

(25) Q2(d(2), ) = X(z, to)

L L -
avee @, = lima, >0 et a = VD.(t,)/VEL(t,), done, vu I'unicité dé-

y—>-00

montrée ci-dessus, elle est identique a la fonction (3) pour |2| < #; en
outre elle se prolonge évidemment, ainsi que @4(z), au cercle fermé |2| < 7.
Ensuite, vu (22), (24) et (28, %), nous constatons que la limite

(26) ¢ = limw, = d(9) = a,(9),

v=—>00
cxiste, d’ol, on obtient, d’apres (23),
(27) Dy (&, %) = 0.
Les cas suivants sont donc possibles: pour un certain j =1,...,%n
(28) &= oty et F=1L(t),

ou bien pour un certain k =1,...,m’

(29) £ = wi(ty) et G = z(t),
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ou enfin pour un certain I =0, ..., m"

(30) & =wn(t) et |fl=1.

Nous disons que dans le cas (28) on doit avoir

(31) Z, = wi(tl')
et
(32) yl’ = c](tv)

pour » suffisamment grands. En effet, si z, # w;(!,) pour un nombre
infini d’indices », il résulterait de (15, 2), (23), (26) et (28), de la continuité
de la fonction (12, 2) et de la définition de la suite (17) que

'Qio(wf(tv)! tv) = 0’ 'Q':v(wv’ tr) = 07

lim.’l?, == w,-(to), limw,-(t,,) = Wy (to),

d’ou, passant a la limite, w;(f,) serait une racine au moins double de
Péquation Qg (w,t,) = 0, contrairement au fait que toutes les racines
de la dérivée sont simples (comp. la remarque 1, 3, I). De la méme facon
nous démontrons la relation (32) pour » suffisamment grands. En effet
si 9, # {;(t,) pour un nombre infini de », la fonction X(z, t,)— 2(w;(3,), 1) .
aurait, en vertu de (25, 3), (18, 2) et (22, 3), une racine double {;(¢,) et,
vu (31), (22) et (21), cette méme fonction aurait également une autre
racine y,; ces racines étant distinctes et tendant, en vertu de la conti-
nuité de (19, 3) et en vertu de (24) et (28), vers une limite commune ;({,),
le point {;(¢,) devrait étre une racine au moins triple de la fonction
X(zy to)— 2(ws(to), &), donc au moins double de la dérivée X,(z2, 1,),
contrairement au fait que toutes les racines de cette dérivée sont simples
(comp. la remarque 1, 3, I). De (31) et (32) pour » suffisamment grand,
du fait que w;(f,) et £;(t,) sont des racines simples des dérivées Q. (w, t,)
et X,(z,1,) et des relations (21) et (22) il résulterait que la fonction (20)
est, en vertu de (29, %), holomorphe au point ¥,, contrairement & I’hypo-
theése. Ainsi le cas examiné est impossible. De la méme fagon on prouve
que le cas (29) I’est également. Il nous reste donc & démontrer ’impossibi-
lité du cas (30). Raisonnant comme auparavant nous constatons que

(33) x, = v(t,)

pour v suffisamment grands. Ensuite, en considérant la fonction X(z, ¢,)—
—.Q('u,(tv), t,), nous constatons, en vertu de (33), (22) et (21) et de ce
que le nombre soustrait est réel, que cette fonction a deux racines diffé-
rentes y, et 1/7,, tendant, vu (24), vers la méme limite ¢; d’ou nous
déduisons que 7 est une racine au moins double de la fonction limite
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X(z, ts)— 2(wi(ty), t,), done également une racine de la dérivée X, (z, t,),
¢’est-a-dire on doit avoir X (7, t,)— 2(v (%), t,) = 0 et X, (¥, t,) = 0. Done

(33') g = un(l),

ol & est 'un des nombres 1, ..., m' + 1. Puisque Von a ensuite, en vertu
de (28, %),

@, = a,(y,) —> ao{un(to)),
il s’ensuit, vu (26) et (30), que
vi(te) = o (un(to));

de ce qui précede et de (4), (20, 2) et (27, 3), nous tirons que

(34) Q(vi(te), to) = 2(a (un(to)), to) = X (ua(to), 1),
(35) Q(wnity), to) = 2(wy),

(36) X (un(te)y to) = 2(vn),

done

(37) Q(m) = 2(vn),

d’ot nous déduisons que kA = I, car les valeurs de la fonction Q(w) pour
tous les zéros de sa dérivée, situés sur la circonférence unité et sa valeur
4 lextrémité de I’are H sont toutes distinctes, (comp. la condition (e)
du lemme 1, 1). En particulier, il résulte de 14 que le cas £ = v,(t,) n’est
pas possible, car % > 0. Dans le cas ou I est 'un des nombres 1, ..., m",
on a, conformément & (33'),

9 = wi(ty).

Revenant & présent & la fonction X(2,1,)— 2(w(t,), t,), nous consta-
tons, en vertu de (33), (22), (21) et (27, 3) (20, 2) et de la continuité de
u(t), qu’elle a trois racines différentes v,, 1/y, et ;(f,) tendant vers une
limite u,;(t,). Le point u;(f,) devrait donc¢ étre une racine au moins triple
de la fonetion X(z, ¢,)— .Q(vl(to), t,), donc au moins double de sa dérivée
X, (2, t,), ce qui n’a pas lieu (comp. la remarque 1, 3, I). Le cas (30) est
done aussi impossible pour 7 =1, ..., m".

L’impossibilité de tous les cas (28), (29) et (30) prouve, vu la suppo-
sition contraire, I’existence dans un certain intervalle (f,— &, {,+ h) d’une
fonction algébrique spéciale de la forme (8), remplissant les conditions
(9) partout dans le cercle unité.

L’unicité de la fonction (8) résulte de la premiére partie de la con-
clusion.

Le fait que la condition initiale (13) est remplie est une eonséquence
de 1'unicité.
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Du fait que les fonctions Q(w, t) et X(z,?) sont holomorphes et du
théoréme correspondant sur ’analycité des fonctions implicites ou bien
de la représentation (16’), il résulte facilement que la fonction (8) est
holomorphe par rapport & ¢.

Démontrons maintenant que pour % suffisamment petit la fonction
(8) vérifie également les relations (10), (11) et (12). Supposons le contraire,
p. ex. admettons qu’il existe un ! parmi les nombres 1,..., m’ et une
suite de valeurs du paramétre ¢,

tv’ v=1’2’l..’

tendant vers t,, tels que

(38) a(ui(t,), 1) # w(t,).
Alors, en posant
(39) £, = alm(t),t),
nous tirons de (9) et (39) que
(40) Q(&, t,)— X(m(t,), ) = 0.
D’autre part, en vertu de (27, 3), (20, 2) et (17, 2), il vient
(41) Q(vi(h), t.)— X(w(t), t) =0
et
(42) 2u(0(t,),1) = 0.

Enfin, comme (39) et (13), (28, %), (7) et 1a continuité des fonctions
correspondantes (14, 2), (11, 2), (18, 3), (21, 3), entrainent

£, —a, (ul(to)) = ;(%o),
vi(t,) — i (to),
Q(w,1,)— X(’“l(tv); tv) - Q(w, 1) — X(ul(to)’ to)’
il résulterait de (40), (41) et (42) que v;(?,) est une racine au moins double
de la dérivée 2,,(w, t,), ce qui n’a pas lieu. Il en est de méme dans le cas

des relations (10) et (11).
De ce fait la démonstration est achevée.

LEMME 2. Dans chaque intervalle {—T,T > < (—T,, T,) il existe,
déterminée d’ume fagon unique, une famille de fonctions du type (8), holo-
morphes par rapport & t, remplissant les conditions (9), les. conditions (10),
(11) et (12) et la condition
(43) a(z, 0) = a(2),

o a(z) est la fonction (11, 1).
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Démonstration. Considérons une classe #  d’intervalles fermés
(=1 7o) © {—T, T, 7y 1, 0, dans lesquels on peut former, confor-
mément a la premiere partie du lemme 1, une famille de fonetions du
type (8) remplissant les conditions (9), les conditions (10), (11), (12) et
la condition initiale (43). Cette classe n’est pas vide, car elle contient
Pintervalle (0, 0> dans lequel la fonction (11, 1) forme la famille mentionnée.
Désignons par {— 7,, 75} 'intervalle qui est la somme de tous les inter-
valles de la classe examinée. De l'unicité des fonctions (1) remplissant
les conditions (2) il résulte directement d’une facon connue que dans
Pintervalle {—;, 7,} on peut former une famille de fonctions du type
(8) remplissant les conditions (9), les conditions (10), (11), (12) et la
condition (43).

Démontrons & présent que la famille de fonctions mentionnée plus
haut dans lintervalle {—z,, 7,} peut étre prolongée comme famille de
fonetions du type (8), en respectant les conditions (9)-(12) et (43), a I'inter-
valle fermé {— 7, 7,>. Démontrons en premier lieu que ce prolongement
peut étre fait & Pintervalle fermé & droite {— 7, 7).

Prenons a cet effet une suite arbitraire de valeurs du paramétre ¢:

tv - 72’
telle que la suite {a(z, ?,)} soit convergente vers une certaine limite
(44) a(z) = a,2+..., 2eK(0,1),a,>0,

ce qui est possible, car la suite {a(z, t,)}, étant bornée, est normale (comp.
(30, %)). La fonction (44) est donc algébrique spéciale et remplit les con-
ditions limites '

(45) Q2(d(2), vs) = X(2,7;) pour z¢K(0,1),a >0,
(46) d(Li(7e)) = w4(7a),

(47) (2 (72)) = wi (7o),

(48) dwm(ry)) = n(ra), T #m'+1.

La fonction (44) remplit done, comme il est facile de le constater,
les conditions du lemme 1 pour ¢, = 7,, — T, < 7, < T,. Pour h suffisam-
ment petit il existe done, pour tout ¢ de l’intervalle (v,— &, 7,+ k), une
fonction algébrique spéciale, déterminée d’une fagon unique, holomorphe
par rapport & ¢, de la forme

(49) d(z,t) = a,(t)2+..., 2eK(0,1),
qui remplit les conditions

(50) Q(d(z,1),1) = X(z,t) pour 2zeK(0,1), a(t) >0,
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les conditions

(51) a(L;(t), 1) = (1),

(52) d(z(t), 1) = wi(t),

(53) dfw(t), t) = w(t), #m'+1,
et la condition initiale

(54) d(z, t,) = d(z).

Considerons maintenant la partie commune des intervalles {— z,, 7,}
et (—ty,—h, 1o+ h). Dans cette partie deux familles de fonetions (8) et
(49) remplissent les conditions (2) du lemme 1. Alors, en vertu de la pre-
miére partie de ce lemme, nous avons

(55) a(z,t) = d(z,1).

Comme la famille (49) est holomorphe par rapport & ¢ au point 7,
la famille (8) peut, en vertu de (55), étre prolongée de 'intervalle {— 7, 7,}
a Dlintervalle {—7,, 7,>, comme famille holomorphe par rapport a ¢,
en respectant les conditions (9), les conditions (10), (11), (12) et la condi-
tion (43). .

On constate de la méme facon qu’il est possible de prolonger la
famille (8), en respectant les propriétés et les conditions mentionnées,
de lintervalle {—7,, 7,} & l'intervalle fermé & gauche {— 1y, 7,}.

Ainsi nous avons démontré qu’on peut prolonger la famille (8)
a l'intervalle fermé {—r,, 7,), comme famille holomorphe par rapport
2 t, en respectant les conditions (9)-(12) et (43).

De cette fagon on a évidemment {— 7, 73} = (— 7y To)-

11 est facile de constater que {—7y 7,0 = (—T,T). En effet, si
p. 8X. 7, < T, il existerait dans la classe J¢ des intervalles un intervalle
plus large qui ne se contiendrait pas dans lintervalle {(— 7, 7,)>, ce qui
évidemment n’est pas possible: ce serait p. ex. tout intervalle fermé
(—1y13+h'D>, ot 0 <h' <h, et la famille de fonctions du type (8),
remplissant les conditions (9)-(12) et (43), serait la famille des fonctions
définies par les formules

<
a(2,1), 7Ta<
Ainsi la démonstration est achevée.

COROLLAIRE. Dans Vintervalle (—T,, Ty) existe, déterminée d>une fagon
unique, une famille de fonctions du type (8), holomorphes par rapport a i,
remplissant les conditions (9), les conditions (10), (11) et (12) et la condition

(56) a(z, 0) = a(2),
ot a(z) est la fonction (11,1).

5 — Dlssertationes Mathematicae LXX
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Démonstration. Il suffit ici de remarquer que I'intervalle (— T, T'y)
est ]Ja somme de tous les intervalles fermés (— T, T'> contenus dans cet
intervalle, et de profiter de 1'unicité des fonctions (1) qui remplissent
la condition (2).

LEMME 3. La famille de fonctions du type (8) dont il est question dans
le lemme 2 et dans la conclusion de ce lemme, vérifie dans Dintervalle (— T,
T,) Dégquation

(BT &z, 1) = 5 {ﬁ,(t [( “_Z(M) a(z, 1) a(Z;(t), )+ alz, )

(¢:(8), 1) a(Ci(t), ) —a(z, )
' Li(t)+2 a5(L(1), 1)\?
—zay(z,1)- L) —z ]+ﬂ;(t)[(5j(t) _—a(c,-(t),i)') X
X a(z,t )1+il.(-&',g_i)a ——za;(z, )1+€7(t) ]}
1—a(Z;(t), t)ya(z, t) 1—¢(h)2

ou Uon a pris
(57') pi(t) = iB;(1).

Démonstration. Dérivons d’abord Dlidentité (9) successivement
par rapport & ¢t et & z; nous obtenons les relations

(58) 91’0(“(3’ t)y t)a't, (2, 1)+ Q;(a(z’ t)y t) = Xt’(zy t),
(58') Qula(z, 1), thas(z, 1) = X;(z, 1).

Si 4 présent ze K (0, 1) et différe des points (19, 3) et (20, 3), alors,
& cause de (10), (11) et de l'univalence des fonctions (8), 2,(a(z, 1),
# 0 et évidemment X,(z, t) #0 et a,(z,t) # 0. Divisant ensuite pour
ces mémes 2z (58) par (58’) et multipliant la relation ainsi obtenue par
a,(z, t), nous avons

, X/ (z,1) , Q(a(z, t),1
ay(2,1) = ﬁ%(%ﬂ*%%,

d’ol, en vertu de (31, 2) et (36, 3), du fait que A;(t) = 4;(t), B;(f) = B;(1),
w;i(t) = w;(t) et C}(t) = Z,-(t) pour ¢ réel, et de (10), nous obtenons

’ ., - i _ 1 —:’.
(59)  ar(z, 1) = izai(z, 1) Z(B"(t)i—égg B, (1) 1+§ :;i) B
=1 il — ¢ .

a(z, t)+a(t(1), t) 1-}-0,(5, L1 )
_ 4,( 4;
ia(z, t)Z( /0 (z,t)—a(é',(t) g 0 1—a(;(0), 4 ’t)“(z’
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pour z différents de (19, 3) et (20, 3). Multipliant ensuite les deux membres
de (59) par z— (;(t), ou j est fixé, et passant a la limite pour 2z — ;(t),
nous avons

a;(€7(t)7 t) ?
60) Ay(t) = By(1) (C ) ——] .
( J i 1)~ 60,9

Mettant enfin dans (59) au lieu de A;(¢) le second membre de (60),
nous obtenons-(57) pour z¢ K (0, 1) et différents des points (19, 3) et (20, 3).
La relation (57) a lieu également en ces points, puisque ces deux membres
sont continus partout dans le cercle unité.

Soulignons que ce qui a été dit des fonctions a(z), 2(w, t), X(z, t),
wi(t)y Lfoo;(t), we(t), 1fwe(t), v(t), Li(0), 1/4;(0), 2e(t)y 1/a(t), m(t), Ay1),
A;(t), B;(t), B;(t), w(y, 1) et ¢(x,t), s’applique, conformément & la con-
vention adoptée au début, aussi aux fonctions analogues de 1, 2 et 3,
dépendant de l'indice f. Dans la suite nous profiterons de ces formules,

en indiquant explicitement que les fonetions mentionnées et les autres
qui leur sont liées dépendent de l’indice f.

5. PASSAGE A LA LIMITE
ET DEDUCTION DE LA FORMULE FONDAMENTALE

Examinons & présent les expressions £;(w,t) et X,(z,?), introduites
dans 2 et 3, pour f suffisamment grands et pour |{| < T, = min(U, V).

En vertu de 4 il existe pour tout f fixé et pour ¢ réel de Pintervalle
—T, <t < T, une fonction intérieure

(1) a(2,t) = ay(t)2+..., 2elK(0,1), ay(t) >0,
holomorphe par rapport a f, vérifiant ’équation correspondante
(2) Q(as(z, 1), 8) = Xy(2, 1),
avec la condition
(3) a;(z, 0) = a,(2).
En vertu de 2 et 3, il existe pour ,(w, t) resp. X;(z, t) des fonctions
(4) w = y(y, 1),
resp.
(5) z = gs(z, 1),

définies et holomorphes au moins pour les variables ye Y, [t| < T,, resp.
zeX, [t| < T, qui sont, comme fonctions de la variable ¢, solutions des
équations différentielles

ow + (Ujf(t)

i w
(6) T T (Aa'r(t) 0 g (1)

- 1 +‘:’7'f(t)'w_)

+ A?'f (t) 1 —cbj,(t)w
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resp.

a2 > ( e+ Cy(t) 5 . 14Ey(t)z
7 = = —iz ) B, 22 B (t)—.—)
(7) ot 1=21 l 2— Ly (1) 1t
avec les conditions initiales
(8) w=y pour =20,
Tesp.
(9) z=x pour t =20,

Les fonctions (4) et (5) sont pour ¢, |t| < T, arbitraire, fixé, uni-
valentes comme fonctions des variables y resp. # dans les domaines Y
resp. X.

En méme temps, pour ?, |t| < T, arbitraire, fixé, et pour xeX
variable 'image du domaine X par la fonction (5) couvre le domaine Z.
Il existe donc une fonection

(10) & = g7'(2,1),

inverse de (5) au moins pour ze¢Z. Cette fonction est holomorphe pour
zeZ, |t| < T, et elle vérifie 'inégalité

(11) lpr 1z, t)— 2| < M, |¢|.

Enfin les fonctions (4) resp. (5) satisfont aux relations

(12) Q(vi(y, 1), 1) = 2:(y),
Tesp.
(13) Xf(?’f(m, £)y t) = X;(2)

pour yeY, |t|] < T, resp. zeX, |t| < T,.
Comme les suites de fonctions holomorphes

(14) (0}, {0n®)}, {4i®)}, {4y},
Tesp.
(15) {a@®y, @), By®), {By®),

figurant dans les équations (6) resp. (7), considérées pour |i| < T, sont
bornées, d’aprés (22, 2) et (27, 2) resp. (29, 3) et (34, 3), nous pouvons
supposer qu’elles convergent presque uniformément vers des limites
(14') wy(t), ”31 ), 4;(), A;@),

resp.

(16') L@, G, B, B,
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holomorphes pour |{] < T,. Alors les suites des solutlons (4) resp. (5),
considérées dans les domaines

(16) {y,t: ye X, [t] < T},

Tesp.

17) {w,t: veX, |t] < T},
convergent presque uniformément vers les fonctions
(18) w=yp(y,1),

resp.

(19) z=g(z,1),

holomorphes dans ces domaines, qui sont, comme fonctions de la variable
t, solutions des équations

w+w, t) ~ 14 wi(t)w

resp.
z—I-C,(t) 1+C;(’v') )
21 — = —2 B;(t B;(t) ———
& g‘:( 0w TP Zi(t)z
avec les conditions initiales
(22) w=9yY pour =0,
Tesp.
(23) z=x pour t=0.

En effet, la convergence des suites (14) resp. (15) vers (14') resp.
(15’) entraine facilement que les seconds membres de (6) resp. (7) convergent
presque uniformément vers les seconds membres (20), resp. (21), dans
(16) resp. (17). Ensuité, de méme que dans 3, I, il résulte de (22, 2)
et (27, 2) resp. (29, 3) et (34, 3) et des définitions des domaines
Y et X, que les seconds membres (6) resp. (7) sont bornés uniformément

48 48
par les nombres —- nC,.4 resp.— nC,B. L’application de la méthode
0 T

des fonctions majorantes [10], p. 16-29, montre également que les solu-
tions (4) resp. () sont bornées uniformément dans les domaines (16)
resp. (17), done elles forment des suites normales. Ce qui précéde, con-
jointement avec l’unicité des solutions des équations (20), (22) resp.
(21), (23) et avec le fait simple que les limites des suites partielles arbi-
traires, extraites des suites des solutions (4) resp. (5), sont solutions des
équations limites (20) resp. (21), méne de facon connue & la remarque
précédente. '
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Les fonctions (18) et (19) sont évidemment, pour ¢ arbitraire, fixé,
des fonctions univalentes comme fonctions de y resp. # dans les domaines Y
resp. X (comp. [10], p. 97). ’

En méme temps, pour ¢ arbitraire, fixé, et pour z<X variable image
du domaine X par la fonction (19) couvre le domaine Z. Il existe done
au moins pour ze¢Z une fonction

(24) & = ¢7(2, 1)

inverse de (19). Cette fonction est holomorphe pour zeZ, |t < T, elle
satisfait a inégalité

(25) lp (2, ) —2| < M, |t
et
(26). @z, t)eK*(0,1) pour zeK*(0,1) et t réel, te(—To, T,),

(27) p~1(2,t)eK(0,1) pour zeK(0,1) et ¢ réel, te(— Ty, To).
En continuant, nous observons que la suite des fonctions inverses
(10), considérées dans le domaine '

(28) {2,t: zeZ, |t| < Ty},

converge presque uniformément vers la fonction (24).

En effet, de 1a convergence en tout point des fonetions (5), admettant
des inverses, vers la limite inversible (19), il résulte d’'une fagon évidente
Ia convergence en tout point des fonctions inverses (10) vers la fonction
inverse (24); la suite des fonctions (10) ¢tant normale, car les valeurs
des fonctions (10) appartiennent & 1’ensemble borné X, la convergence
mentionnée est presque uniforme, [18], p. 52.

Remarquons & présent que la frontiére G* du domaine ¢ = b(K (0, 1))
est située dans le domaine Y, donc la distance o(G*, Y’) est positive.
Remarquons ensuite que 'univalence de la fonction b(z) entraine immeé-
diatement gu’il existe un anneau R tangent intérieurement & la circon-
férence K*(0, 1), assez étroit pour que R c X et que son image b(R)
est arbitrairement proche de la frontiére G* au sens de Hausdorff, et,
par suite, b(R) « Y. Remarquons enfin que, vu (26), (27) et (25), il existe
pour la fonetion (24) un entourage réel I* = (— T, T, T < T, du
point ¢t = 0, assez petit et un anneau ouvert P = {2: 7, < |2| <1} = Z,
assez étroit pour que

(29) p~'(2,1)eR
dans P’ensemble
(30) {2,t: zeP, tel*}.

En nous basant sur ce qui précéde, nous pouvons définir dans 1’en-
semble (30) la fonction

(31) b(z, 1) = p(b(972(2, 1), 1)
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Mais, en vertu de ce qui a été dit plus haut, la fonction (24) est
définie au moins dans I’ensemble ouvert des variables complexes

(32) {2,t: 2eP, |t] < T*},

contenant 'ensemble (30); ensuite, comme 'image de ce dernier par la
fonction (24) est, en vertu de (29), contenue dans R, on peut trouver un
ensemble ouvert F des variables complexes 2 et ¢, contenu dans ’ensemble
(32) et contenant 'ensemble (30), tel que la relation (29) ait lieu égale-
ment dans ’ensemble F, plus large que (30).

En méme temps, d’aprés ce qui préccde, la fonction (18) est définie
au moins dans ’ensemble des variables complexes

(33) {y,1: yeb(R), |t] < T*}'

Récapitulant ce qui précede, nous constatons que le second membre
de (31) est défini et holomorphe au moins dans I’ensemble F et dans la
suite nous allons considérer la fonction (31) dans cet ensemble.

Remarquons enfin que, vu (31), (22) et (23), on a

(34) b(z, 0) = b(2).

Soit maintenant K*(0, 7), ou 7, < r < 1, une circonférence arbitraire,
fixée, située dans P et soit I = (— T, T) un entourage arbitraire, réel
du point ¢ = 0, contenu avec sa fermeture dans ’entourage précédent I”.
Nous avons alors pour la fonction (1) la représentation

1 @y (3’ t)

(35) ay(z,1) = 5 Kﬁ(fm el

pour 2eK (0,7),tel et pour tout f. D’autre part, désignant par &(r) la
distance euclidienne de ’ensemble {z,?: 2e K*(0,7),teI} & la frontiére
de ’ensemble E, nous voyons que la fonction (31) est, pour tout zeK*(0, r)
fixé, holomorphe par rapport a la variable complexe ¢ dans le rectangle
ouvert @(r) de cotés paralleles aux axes de coordonnées, a la médiane I
et & la hauteur %e(r).

Posons L
(36) Sy = {2,1: 2e K*(0, 1), teQ(r)}.

Nous avons d’abord, vu la définition de l’ensemble S,
(37) S, cE
et, par conséquent, vu la définition de ’ensemble E et (12, %),
(38) ¢ (8;) = 97} (E) = R.

Les fonctions (10) étant définies au moins dans ’ensemble (32) et
y tendant presque uniformément vers la limite (24), les images «p,"‘(S,)
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de lensemble fermé (36), contenu dans (32), tendent dans le sens de
Hausdorff vers l'image ¢-(§) = ¢'(8§,) ¢ R; par conséquent, pour f
suffisamment grand les images g;'(S,) sont contenues dans un ensemble
fermé R, c E. En méme temps, vu la convergence (14,1), les images

a;(R,) tendent dans le sens de Hausdorff vers 'image F, = b(R,) = b(R,)
< b(R) et, par conséquent, pour f suffisamment grand les images a;(R,)
sont contenues dans un ensemble fermé F', = b(R). Enfin les fonctions (4)
sont définies au moins dans I’ensemble (33).

Récapitulant ce qui précéde, nous constatons en définitive que pour f
suffisamment grand les fonctions composées

(39) by(z, ) = wi{ador (2, 1), 1))

sont définies au moins dans Pensemble fermé S,; comme ¢;'(z,t), a;(¢)
et y,(y,t) sont définies resp. au moins dans les ensembles ouverts F,
K(0,1) et (33), contenant resp. S, R et {y,i: yeF,, |f| < T*}, il est
facile de constater que les fonctions (39) sont définies au moins dans un
engemble ouvert S, tel que S, S, < F et, de méme que la fonetion
(31), elles sont holomorphes dans &,; par conséquent, ce qui suffira dans
la suite, elles sont continues dans ’ensemble

(40) {z,1: 2eK*(0,7),teQ (1)} = 8, = G,

et holomorphes par rapport a ¢ pour z fixé. En méme temps, de la con-
vergence presque uniforme des suites des fonctions ¢;'(z, 1), a;() et
ys(y, t) resp. dans les ensembles E, K(0,1) et (33) resp. vers les limites
¢ 1(z 1), b(L) et p(y,t), il résulte que

(41) by(z, 1) > b(2, 1)

presque uniformément dans &,; par conséquent, la convergence (41)
est uniforme dans S, et, & plus forte raison, dans ’ensemble (40). De
plus, dans I’ensemble

(42) {z,t: 2zeK*(0,7),tel} c 8, c &,
I’égalité

(43) bz, 1) = ay(2, 1

a lieu.

En effet, vu (39), (12), (4, 3) et (13),
(44) Q!(bf(zs 1), t) = ('l’l(af(?’f‘l(zy t))7 t)) = Q/(“I(‘Pf-l(z’ t)))

= X;(¢7 (2, 1) = X; (o (07 (25 1), 1), 1) = Xy(2, 1)
et, va (39), (9), (8) et (43,4), on a

(45) by(z, 0) = a/(z, 0);



5. Passage & la limite 73

d’olt ’'on déduit que pour tout z¢ K* (0, 7), fixé, tel que 2y, (I;,(z, 0), 0) 0,
en vertu de (44), (2) et (45) et du théoréme sur ’unicité des fonctions
implicites, aura lieu 1’égalité (43), d’abord pour les ¢ de l’intervalle I
suffisamment proches de zéro, et ensuite, & cause de 1'analycité des deux
membres par rapport a f dans cet intervalle, 1’égalité (43) aura lieu dans
tout lintervalle; enfin, pour z¢K" (0, r) tel que

(46) Qu(bs(2,0), 0) = 0,

I’égalité (43) résulte de ce qui précéde, de la continuité des deux membres
de (43) et du fait que ’ensemble des points ol a lieu (46) est isolé.
Considerons maintenant ’expression

1 bi(3,
27 gefo,ny 3—%
dans I’ensemble
(48) {2, t: zeK(O,T),teQ(T)};

nous déduisons facilement des propriétés de la fonction (39) dans ’en-
semble (40) que 'expression examinée (47) est une fonction holomorphe
des variables z et { dans ’ensemble (48). En outre la convergence uniforme
(41) dans (40) entraine immédiatement que la suite (47) converge presque
uniformément vers 'intégrale

1 b(3, 1)
2 Tt?: I{t(o’ 1-) 3_2

(49) d3.

L’expressions (49) est évidemment une fonction holomorphe au
moins dans 'ensemble (48).

D’autre part, nous observons que pour zeI (0,r) et teQ(r), réel,
¢.-a-d. dans I’ensemble

(50) {z,t: 2ze K(0,7),tel},
on a, vu (43) et (35),
(51) oz, t) = —— 53,9 4.

27t K*{0, 1) 3—%

Mais, puisque la suite des expressions (47) est, comme on I’a constaté
plus haut, convergente presque uniformément dans (48), la suite (1) est
convergente, pour tout feI, fixé, en tout point du cercle K(0,r). Dong,
comme les fonctions (1) sont pour t¢I, fixé, définies, univalentes et bornées
dans tout le cercle K (0, 1) et, par conséquent, y forment une suite normale,
il résulte, en définitive, de ce qui précéde et de la convergence de la suite
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(1) aux points du cercle K (0, r), que pour tel, fixé, la suite (1) converge
presque uniformément dans tout le cercle K (0,1) vers une fonction

(52) b(z,1) = bi(t)2+...,
définie dans ’ensemble
(53) {zy1: 2e K(0,1),tel},

univalente et bornée comme fonction de z pour ¢ fixé.

11 résulte de la formule (51) et des convergences de (1) vers (52) et
de (47) vers (49), établies plus haut, qu’on peut écrire la fonction (52)
dans ’ensemble (50) sous la forme

-

1 b(3,1)
b4 b(z,1) = —-
('J ) (z, ) 211:'1: K*0, 7) 3—z

d3.

Mais, comme on I’a remarqué, les expressions (47) et (49) étant des
fonctions holomorphes des variables z et ¢ de ’ensemble (48), les formules
(b1) et (54) permettent de prolonger les fonctions (1) et (52) comme
fonctions holomorphes également a l’ensemble (48); de plus, prenant
les prolongements, mentionnés plus haut, pour tous les ensembles (48)
correspondant aux nombres 7, r, < 7 < 1, nous remarquons qu’ils déter-
minent dans la somme de ces ensembles
(55) U {&,1: 2¢ K(0,7),teQ(r)} o {2, t: 2 (0,1),1el}

To<r<1

certaines fonctions holomorphes qui sont les prolongements des fonctions
(1) et (52). Ces fonctions sont ainsi définies d’une facon univoque. En
effet, désignant par b,(z, t) la fonction définie par la formule (54), prenons
deux valeurs différentes r, <7, et soit 2,¢{ un point fixé du produit
{z,t: 2e K(0,7,),teQ (7))} N {z,t: 2e K(0,7,),teQ(r,)}; alors 2e¢K(0,7r;) N
NK(0,r,) et teQ(r;) NQ(r,) et, vu (54) et les égalités des intégrales
curvilignes correspondantes, on a

1 b3, 1 b(3, 1
b (e, ) — @04 . 1 (3,1)
27 gra,ryy 3R 270 g, r) 3%

d3 = brl('z, z)’

ce qui prouve l'unicité des prolongements mentionnés des fonctions (52)
a la somme (55). On peut faire le méme raisonnement pour les fonetions
(1), en y remplacant la formule (54) par la formule (51). Les fonctions (1)
et (52), ainsi prolongées & l’ensemble ouvert (55), seront désignées dans
la suite par les mémes symboles a;(z, t) et b(z, ).

Nous prouverons a présent que la fonction b(z,t) de (52) remplit
les conditions de notre théoréme.

En effet, le fait que la fonction b(z, t) est univalente, bornée et holo-
morphe a déja été prouvé plus haut.
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La condition (3, 0) est réalisée comme conséquence immédiate de
(34) et (54). ,

Il ne nous reste plus qu’a prouver que dans l’ensemble (53) a lieu
Iégalité (4, 0) ainsi que les conditions supplémentaires concernant les
propriétés des fonctions £;(¢) et §;(1).

A cet effet remarquons, en premier lieu, que la convergence presque
uniforme dans (48) de la suite (47) vers (49), entraine que pour les fonc-
tions prolongées (1) et (52) a lieu la convergence presque uniforme

(56) a(2,1) > b(z,1)
dans (48) pour tout r, r, <7 <1, d’ou il résulte facilement que ('56)
a lien presque uniformément dans la somme (55), Remarquons ensuite

que la convergence presque uniforme de (56) dans (55) entraine immé-
diatement les convergences analogues pour les dérivées:

(57) au(z, t) — b (2, 1)
et
(58) a;’z(zy ) — b;(z7 t).

Prenant enfin des arguments z, ¢ arbitraires, fixés de 1’ensemble (53),
tels que 2 # Z;(1), j = 1, ..., n, et, par conséquent, b(z, t) 5 b(Z;(), 1) et,
tenant compte du fait que pour f suffisamment grand z £ {;(t) et, par
conséquent, ay(z,t) # a;(L;(t), t), nous déduisons de la convergence des
suites (15) vers (15’) et des convergences (56), (57) et (58), en passant
a la limite pour f tendant vers l’infini dans les équations (44, 4), la
relation de la forme demandée (4, 0) avec fonctions b(z, t), £;(t) et B;(f)
= ¢B;(t) définies dans (52) et (15). Ces fonctions, comme on 'a constate
plus haut, sont holomorphes. De plus, du fait que (;(¢)e@); il résulte
immédiatement que |{;(f)] < 1. Enfin, de (14, 1), (12', 3), (17, 3) et des
relations admises A; — A; (cf. p. 48) il résulte d’abord que

2
Bj; > 4, (L(,Cﬁ—) 5
e18(9))
en méme temps, il résulte ensuite des relations (57’, 4), (35, 3), (31, 3),
(30, 3), de (A) et (AA) de la page 55 que Bj;(0) = iBj;, et enfin, en vertu
de (57',4) et de la définition des fonctions B;(t), que B;(0) = ¢By(0)
— 1B;(0) = #;(0). Récapitulant ce qui préceéde, nous obtenons
: b(&) \'
Ait0) @Ai( ib'(Cy')) ’
vu le caractére arbitraire de A4;, cela prouve que $;(0) peuvent prendre
des valeurs arbitraires données d’avance.

Ainsi la démonstration du théoréme 4 été entiérement achevée dans

les parties 1-5.
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