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SUR DEUX GROUPES INFINIS ET CONTINUS

0. Ce travail consacré a deux groupes infinis et continus se compose
de deux partic A et B.

Dans la partie A nous appliquons la méthode initiée par S. Lie et
douée d'un fondement par E. Cartan, aux groupes des transformations
conservant respectivement 1’équation de Laplace et 1’équation de la corde
vibrante, données sur une variété analytique V2 Dans cette étude on
montre, entre autres, qu’a chacun de ces groupes est liée intrinséquement
une suite infinie et bien définie des groupes linéaires de méme structure.

En se servant des résultats obtenus dans la partie A on construit
dans la partie B deux groupes abstraits infinis et continus dont les é1é-
ments générateurs sont une variété V2 et une suite infinie des groupes
linéaires de Lie. Les considérations de cette partie présentent une appli-
cation particulicre de la méthode développée dans mon ouvrage [6],
Ch. VI, § 3.

A.

1. Préliminaires. Soit V? une variété connexe et orientable de classe
C”; supposons que sur V? soit donnée globalement une équation qui
dans les coordonnées locales x!, 2 d’un voisinage U < V* ait la forme

(1.1) 020 026 0 I
. dztos | dztozr 0 0 T
On voit que pour ¢ = -1 (1.1) est Péquation de Laplace et pour ¢ = —1

Péquation de la corde vibrante.
I’équation (1.1) est invariante pour les transformations des coor-
données locales des voisinages de 1’atlas de V* satisfaisantes aux relations

oz  0x* ozt 0z?
(1-2) T T T LT = &€
ox* 0x? 0x? ozt
on voit bien que pour ¢ = -1 les relations ci-dessus forment le systéme

des équations de Cauchy-Riemann.
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Il résulte de I’hypothése faite sur ’équation (1.1) que les équations
(1.2) sont en involution par rapport aux variables !, 2%; elles sont donc
les équations de définition ([1], p. 178) d’'un groupe continu infini des
transformations agissant sur la variété V?; nous le désignerons par G°
(e = 41). Posons

71 71 Z2 72
(1.3) gil = uiy gzz = _EuL % = u?a g:z = ui’
en désignant par uj(*) des nouvelles inconnues auxiliaires, fonctions du
point xe U. Les équations (1.2) peuvent étre remplacées par le systéme
(1.3) aux inconnues Z*, uj.

Pour étudier le groupe G° nous allons prolonger le systéme des
équations (1.3) au moyen des différentiations. Ceci nous permettra de
faire voir qu’a l’équation (1.1) sont liées intrinséquement trois suites
infinies:

1) la suite 8, des systémes des équations linéaires de Pfaff,

2) la suite S, des groupes linéaires

(1.4) o TS, ..., T%, ...,
3) la suite §; des espaces fibrés principaux
1y B3y ..oy Byy ...

dont les groupes de structure sont les éléments correspondants de la
suite (1.4).

2. Prologements des équations (1.3). Différentions les équations (1.3).

2 —x
On verra fa,cileinent que les grandeurs BZ‘ ; o s’expriment aux moyen
des dérivées %, si celles-ci satisfont aux relations suivantes
@1) ou, _ oud oul _ ous .
) ox? dxt’ Ozt Ow?
On aura alors les formules
02zt ou) 02z A
ox'dxt o’ 0x2dzt  0x®’
02zt oul 027! ou;
atoxr oo’ oztowr | 9z
(2.2)
0272 ou; 0272 0u}
daiozt ozt ox2dzt  Ow?’
02 z2 ou; 0272 ou;
dxtdx  oat’ 0w20x?  0x®

(1) Dans tout ce travail les indices grees x, 4, y ... parcourent les valeurs 1, 2.
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Introduisons maintenant une seconde série des inconnues auxiliaires
%; en posant
1 1 2 2
ou, 1 o, ou; 9 ou; )

— 2 — —
(2‘3) axl = uz’ a£2 - _8u27 aml - u27 a$2 - u2

ce qui est bien compatible avec les relations (2.1). Les équations (2.2)
peuvent maintenant s’écrire

o2zt 1 02zt 5
—_— = Uy, = — ¢eu3,
oxtoxt 0x20xt
027 . 027! .
2.4) 0zl ox? ! 0x20x? ’
0272 9 0272 1
3 u2 — u2
ox 0zt ’ 0x2 01 !
0272 . 0272 .
0z 0x? O0x20x?

En tenant compte des formules (2.1)-(2.4) on peut se convaincre
que les équations obtenues par différentiation des équations (1.3) peuvent
étre remplacées par les équations (2.3). Nous dirons que le dernier systéme
des équations est le premier systéme prolongé des équations (1.3) qui,
comme on a vu, remplace les équations de définition (1.2).

Nous voyons que les relations (2.3) ont la méme forme que les équa-
tions (1.2); on peut done leur appliquer le méme raisonnement dont nous
avons fait usage au comencement de ce n’.

En introduisant la troisiéme série des inconnues auxiliaires w3 nous
oObtiendrons ainsi les équations '

ou . Oug . 0u; N ous .
Py U Uz, YT — &U3, F Uz, o Uz,
qui forment le second systéme prolongé des équations (1.3).

En poursuivant ces raisonnements et en se servant de I’induction
on obtient une suite infinie des prolongements des équations (1.3) ou,
¢e qui revient au méme, des équations de définition (1.2) du groupe
infini @*,

Le résultat obtenu peut donc étre présenté sous la forme sumivante

o |, om , om , om
=u = —eu = =u
(2.5) Ot 12 ox? 1 oxt 1 03 b
' 1
Oup ul ou; o ou; o2 ou; o
Oa:l r+1)9 awz r4+19 6:01 r+19 awz — %ryily

(r=1,2,3,...).
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Dans ces equations x, x? jouent le rdle des variables indépendantes et
z¢, uy, u3, ... sont des inconnues.

3. La suite S, des équations de Pfaff. Les équations (2.5) peuvent
étre présentées sous la forme des équations linéaires de Pfaff de la forme
suivante

Azt = uyda’ — eusda’, dz* = widz' -+ uida’,
(3.1) duy = Up 1zt — eup ,da’,  dur = wup,,dx’ 4 upy, do
(r=1,2,3,...).
Posons maintenant

2 2 2
wy = U dx’ — euida’, wg = w;de’ -+ uy da?,

2

(3.2) w0y = Up 102 — eur do?, o = Uy, Ao+, do?
(r=1,2,3,...).
I1 est facile de voir que le systéme des équations
(3.3) 0y =0, 0r=owr r=0,1,2,..)

est équivalent au systéme tronqué formé de r+1 premiéres des équations
du systéme (2.5), si on remplace les wvariables 2% u; (r =1,2,...)
dans les formes o par les variables ¥, u;.

Il résulte de 'hypothése que 1’équation (1.1) est donnée sur toute
la variété V2 que le systéme des équations (1.2) est en involution par
rapport aux variables !, #2; il en est donc de méme du systéme des
équations (2.5) et de chaque systéme tronqué donné par les » premiéres
des équations (3.3).

4. La suite S, des groupes linéaires. Les formules (3.2) représentent
des substitutions que l’on fait sur les différentielles dz™ pour obtenir les
formes w; (r =0,1,2,...). Les matrices de ces substitutions ont la
forme

1 2
Upypr — EUryy
(4.1) 7r+1=[ 2 1 ] (r=0,1,2,...)
r+1 Ur 1
et T'on a
(4.2) Dét yrpy = Tppy = (url'»]-l)2_}‘8(u3+l)2-

Si Ton y regarde les coefficients wu,,,, u;,, comme des paramétres
arbitraires, les matrices y,,; forment un groupe linéaire de Lie, dont
P’espace pour ¢ = +1 est ’espace euclidien a deux dimensions aux coor-
données uy,,, u;,; et pour ¢ = —1 son domain défini par I'inégalité
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T,,, > 0. Pour la matrice inverse de (4.1) on a la formule

1 2 1
ur+1 € u’r-{-l
1 Trpyv Trys

(4'3) Vre1 = 2 1

Uri1 Up 1

Tr+1 Tr+1

Au groupe formé des matrices (4.1) nous donnerons le nom de groupe de
structure d’ordre »-+1 du groupe infini G° et nous le désignerons par I7,;.

Désignons respectivement par aj et b les éléments des matrices (4.1)
et (4.3) et calculons les formes différentielles linéaires

II; = —biday,.
Si Pon y substitue les valeurs des elements a et b, on obtient

2 1 1 2
—_— Up 1 AUy, 1 — Up 1 AU
1 2 741 T+1 T+1 r41
I = —dlogVT,,,, IIi= ,

T\

Iy = eI, II; = 1I,.

(4.4)

Posons
2 1 1 2
ur+ 1 dur+ 1 ur+1 dur+1 .
’
Tr+1

(45) ‘L’,1-+1 = _dlogl/-Tr.{_l’ T£+l =

on aura done

I =1, IOh=—e,, IIi=—1.,, I)=r1,.
Il résulte des formules (4.5) que l’on a
(4.6) v, =0, du,,=0.

Comme les 7} 419 72, sont des formes différentielles linéaires et indépen-
dantes données dans 1’espace du groupe de structure Iy, ,, ce groupe est
abélien et ses constantes des structure sont toutes nulles. Il en résulte
que Palgébre du groupe [;,; est aussi abélienne.

I1 est facile de voir que le produit des matrices (4.1) est permutable
et que par conséquence le groupe Iy, est abélien. Nous avons le montré
Par le calcul ci-dessus pour faire apparaitre les formes v dont nous aurons
besoin dans les formules (6.8)

Nous pouvons maintenant énoncer le

THEOREME 4.1. A DPégquation (1.1) domnée sur la variété V*® est lide
tnirinsequement la suite infinie des groupes linéaires
(4.7) L2y ey Lrpay s

qui sont des groupes abéliens de méme structure. La dimension du groupe I
est égal & 2 et les coordonnées du point de son espace sont les nombres uy, uZ.
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On a déduit la suite (4.7) des équations de la suite des équations
(3.3) qui peuvent étre regardées comme les prolongements de la premiére
d’elles; parconséquent nous pouvons dire que les éléments de la suite
(4.7) sont des prolongements du groupe I7.

5. La structure de la variété V2. D’aprés ce que nous avons supposé
aun® 1, la variété V* est de classe O et sur V* est donnée 1’équation (1.1).
Nous allons maintenant démontrer le

THEOREME 5.1. 8¢ (1.1) est Péquation de Laplace (¢ = 1), la variété
V2 a la structure complexe; si (1.1) est Uéquation de la corde vibrante (e = —1),
elle a la structure d’un “product space”.

Considérons pour la démonstration de ce théoréme un voisinage
arbitraire U de I'atlas de V2 et un point x(2*)e U. Supposons que dans
ce point soit donnée la base naturelle tangente (e,, e,) et sa base duale
(f% f?). Remplacons ces bases par deux bases duales (I,, I,) et (J7, J%),
définies au moyen des équations

(6.1) e, = ml—eull,, e, =uil,+ul,
et
1 2 1 1
u w3 ug h
5.2 = —Jl— —J? =—dJl4 — J?
(5.2) T, T, ’ r T, t T,

dont les coefficients sont respectivement les éléments de (4.1) et de la
transposée de matrice (4.2) pour r = 0.

Les coordonnées des vecteurs e,, e, et fi, f2 par rapport auxb ases
(I, I,) et (J* J?) sont alors données au moyen des formules suivantes

1 1 2 2 1 2 2 1
5 6 = U, € = — E&U, € = U, €y = Uy,
.3)
1 2 2 1
fl . 'u]_ fl ’u/l fz 8'“:1 f2 'ul
1 — T 2 = — 1 = 2 = T
T, T,’ T,’ T,

Formons maintenant au moyen des vecteurs des bases naturelles
un tenseur mixte, une fois contravariant et une fois covariant, en posant

(5.4) D = e®f— ce;,f*,

ou le symbole ® indique, comme d’habitude, le produit tensoriel.
Ses coordonnées aux bases (I, I,) et (J?, J?) seront désignées par ¢.
On aura donc d’apres (5.4)

Px = erfu— s6afx-
Si l'on y introduit les valeurs données par les formules (5.3), il viendra
‘P}=07 ‘P§=Oa 9";=17 ?’i:—s'
Au moyen d’un calcul facile on en déduit 1a relation suivante

Fogs = — &0j.
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On voit donc que, si ¢ = +1, le tenseur mixte (¢}) est intégrable

et que, par suite, la variété V2 est analytique complexe ([3], p. 6),8i e = —1,
elle a la structure d’un “product space”.
REMARQUE. Dans le cas ¢ = —1 le Théoréme 5.1 reste vrai sans

supposer que la varieté V2 est orientable. Dans le cas ¢ = 41, ce Thé-
oréeme résulte immadiatement des suppositions faites au commencement
du n°1; nous avons néanmoins fait la demonstration embrassement le
deux cas pour souligner P’analogie entre les deux groupes ¥*' et ¥~

6. La suite S,. Nous allons montrer qu’on peut construire un espace
fibré principal ayant la variété V2 pour base et le groupe linéaire Iy
(n® 4) pour groupe de structure.

Imaginons pour ce but deux voisinages arbitraires U; et U; (U;
~ U; # 0) de Datlas de V2 et un point arbitraire xeU; ~ Uj.

Soit
1 2
aij eay;
— 04j A

une matrice dont les éléments seraient des fonctions C® du point @, sati-
sfaisant aux conditions
(6.2) al!i = a}i’ a%j = ’—an'i’ (a%,)”—}—s(af,-)z =1,

a‘ll:i = 1’ a’%‘i = 0.

En comparant les formules (4.1) et (6.2) on voit que la matrice y;; est
un élément du groupe linéaire I'7, défini au point .

En tenant compte des formules (4.1) et (4.3), ou ’on doit poser » = 0,
on vérifie facilement que la matrice y; satisfait aux relations

(6.3) Vi =€, Vi =Yy Vik = VsiViks

ou e désigne élément-unité du groupe I et ou la derniére relation se
rapporte au point £ commun & trois voisinages U;, U;, Uy de D'atlas de V2.

On voit sur les relations (6.3) que les repéres tangents & la variété V2
forment un espace fibré principal [5] B} dont le groupe de structure est
le groupe I'f. Un point arbitraire de B} a pour coordonnées (x, u,) (zeV?,
%, eI']). La projection de (x, u,) sur la variété V2 est le point # et I} son
groupe de structure. V2 et I'j étant des variétés C” il en est de méme
de ’espace B} dont la dimension est égale au produit 2 x2.

Un raisonnement tout semblable & celui qui précéde permet de mon-
trer que sur la variété B} on peut former un espace fibré principal B}
ayant B] comme base et I'; comme groupe de structure; il faut seulement
8e servir des voisinages de la variété B ayant pour points les systémes
(#, u,); la dimension de Bj est égale & 2°.
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Au moyen de I'induction on peut ensuite former la suite des espaces
fibrés principaux

(6.4) B, B, ...,Bi. ., ...
ayant pour groupes de structure respectivement les éléments de la suite
(4.6)
1, Iy I, ...

La base de espace B est la variété V2 et celle de l’espace B, , est B,
(r=1,2,3,...). Le point b.eB; est

by = (@, Uqy Ugy onoy Uy)

(wEVZ’ ulirf, uzeré, esoy u,.eF:).

Comme la variété V2 est par hypothése C° et les groupes (4.7) sont analy-
tiques, il en set de méme des groupes (6.4).

Dans les espaces B, sont donnés respectivement les systémes des
équations de Pfaff (3.3).

(6.5) By wk=or, wi=owr (k=0,1,2,..),
ou les formes w;, wi sont définies par les formules (3.2):

(6.6)  wi = up,,do' —eui, d2?, i = ui, do'+ug,,do’
(k=0,1,2,...).

Ces systémes sont tous en involution par rapport aux variables z', 2% (n° 3).
La solution générale du systéme E, a la forme T = ¢(x) et celle du
systéme E,, B, ..., E; peut étre écrite comme il suit

(6.7) :ik=‘}’(m)7 Uy = @(x, uy), ceey ﬁk:‘p(x’ulw'-’uk)’
toutes les fonctions qui y entrent étant C.

Pour étudier de plus prés les systémes (6.5) différentions extérieure-
ment les formes (3.2); on trouve

(6.7') dor = dus, A do'—eduy,, A do?,
dot = duj , A d' 4 dup,, A do®

(r=20,1,2,...).

En résolvant les équations (6.6) par rapport aux différentielles da* on
obtient

1
ur+1 2

1 2 2
Ury1 g Urp1 o dw2 _ Urin w
r .

1
- wr+

do' = ; 2 —
1;+1 13+1 13+1 13+1
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Si Pon porte ces expressions dans (6.7') on trouve

1 1 2 2 2 1 1 2
Ur du’r.{. 1+ EUr dur+ 1 A ok + Ur 1 dur+ 1— Urq1 d’ll/.,-+ 1 A Wl

d")wl' = r ry
Tr+1 Tr+1
2 1 1 2 1 1 2 2
do? — ur+1dur+1_ur+1dur+l A w1+ u-r+1dur+1+8ur+1dur+14 A o
Wy = r re
Tr+1 Tr+1

En se servant des formules (4.5) on peut écrire

1 1 1 2 2
(6.8) dw, = —Trp1l A Ot ETpp 1 A Wpyyy

2 2 1 1 2
doy = 151 A 0p—Tr1 A W7 ;.

On voit que dans ces équations caractérisant les groupes G° figurent
seulement des constantes —1, ¢ = +1. Elles représentent dans ces cas
particuliers des nombres qui dans la théorie générale des groupes infinis
de Cartan portent le nom de constantes de leur structure. Les formules (6.8)
et les constantes de structure nous permettent de vérifier que tous les
systémes tronqués formés des équations (6.5) sont en involution par
rapport aux variables z”.

Les considérations de n®™ précédants peuvent étre résumés sous la
forme suivante:

THEOREME 6.1. Les transformations conservant U’équation (1.1) donnée
dans la variété V2 s’obtiennent en imtégrant successivement les systémes
tronqués de la suite des équations de Pfaff (6.5) qui sont toutes en involution
Dbar rapport aux variables xt, x2. Les équations de structure de ces équations
sont données par (6.8).

Les formes

(6.9) wr, wf (r=0,1,2,...)
sont définies dans les espaces fibrés principaux (6.4)
(6.10) 1, Bz, Bs, ...

dont le premier a pour base la variété V2 et dont chacun des autres a pour
base celui qui le précéde. Les groupes de structure des espaces B: sont
Tespectivement les groupes linéaires abéliens, de dimension 2, de la suite
(4.7)

& € &
19 2,.[‘3,.-.

L? point u, de I’espace du groupe I'; a pour coordonnées u,, u:. Les formes
2 . . . N .

wry ¢y Gtant linéaires et homogenes par rapport aux différentielles dx',

do” et leurs coefficients étant les coordonnées u!, uZ, il en résulte que
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les solutions des systémes tronqués de la suite (6.9) se composent de la
suite des expressions

z = ¢(x), Uy = @i(®, uy), Uy = @o(T, Uy, Uy), ceey

Up = @p(Ty Uyy ovny Up)e
B.

7. Groupes infinis de Lie-Cartan. Les résultats établis dans les n®
précédents et résumés dans le Théoréme 6.1 sont au fond un développement
complété et un peu simplifié de la théorie des pseudogroupes de transfor-
mations due & E. Cartan; nous ’avons appliqué a deux cas particuliers
liés aux équations (1.1). Les raisonnements dont nous avons fait usage
et les notions y définies nous suggerent la construction d’un groupe
infini continu analogue a la théorie d’un groupe fini de Lie.

En se servant des notations dont nous avons fait usage dans le
Théoréme 6.1 posons d’abord

(7.1) H = V*xIi{xT3X...,

en conservant les hypothéses que nous avons faites sur les facteurs de
ce produit. Il suit de ces hypothéses qu’a l’espace H° peut étre lide la
suite (6.10) des espaces fibrés principaux et que dans ces espaces peuvent
étre définis les systemes E; des équations de Pfaff (6.5). Le point ¢°<H"
a donc une infinité des coordonnées

(7.2) ¢ = (@, Uy, Ug,...) (@eV?: wsell, ugels, ...).

Comme un voisinage de ¢° nous allons envisager le produit cartésien
des voisinages des points x, u,, 4,,... dans les variétés dont ils font
respectivement partie. Dans la suite, pour simplifier I’écriture, nous"
allons ommetre I'indice ¢ dans le symbole (7.2).

Remarquons que la suite tronquée x, u,, u,, ..., u,, faite des coor-
données du point (7.2), peut étre regardée comme le point b, de I’espace
fibré B;, faisant partie de la suite (6.10), ou comme un point de I’espace
H: = V*xIixI5X ... XTI

gr = (@) Uy, Ugy ...y Uy), GreBp, greH;.
Cette interprétation implique les formules
P =%, D=0y -0y Prgr=gr1 (r=2,3,..),
pr désignant la projection propre 4 l’espace fibré principal By.

Considérons maintenant trois points ‘a, "‘a, ‘"’a de ’espace H°:

’

a = ('@, Uy, "y, ...), "o = ("®,y "ty Uy ...),

1

— 1 r? 1t
&= ("2, "y, "ty ...)
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et les trois points ’‘a,, ’a.,'’'a, de 1’espace H;:
‘ap = (' Uyyoeey W), @ = (", Uy, .ol "U),
lllar — (le’ Illul, ceey Illur).

Nous dirons que '"’a est une fonction analytique de ‘a et de "'a, donnée
sur H°, si ""'a, est une fonction analytique de ‘a, et de “a,(r =1, 2, 3, ...).

Ceci posé nous pouvons dire que H°, défini par (7.1), est une variété
analytique connexe d’une infinité de dimensions; nous allons montrer
que H*® est ’espace d’'un groupe infini continu que nous désignerons par
le méme symbole H®; les points de H® seront appelés éléments de ce
groupe.

Nous allons prouver a cet effet le suivant

THEOREME 7.1. Dans Uespace H® peut élre définie sur ses points
une opération, appelée multiplication, qui jouit des propriéiés suivantes:

1° & chaque paire ordonné des points a,beH; correspond un point c,
appelé leur produit et désigné par ¢ = ab; ¢ est une fonction analytique
de a et de b;

2° le produit des points est associatif

(ab)e = a(be);
3° il existe un point ecH® satisfaisant aux relations
ae = ea

Pour itout point acH®; ce point porte le nom de Vunité du groupe H°;
4° pour chaque point a<H* il ewiste un élément a=, appelé son inverse,
satisfaisant aux conditions

Y

o~ est une fonction analytique de a.

Pour démontrer ce théoréme rappelons que tous les systémes tron-
qués de la suite (6.5) sont en involution par rapport aux variables z?, 22
et que la solution générale du systéme Ej, Ei, ..., E; peut étre présentée
Sous la forme

T=g(r), U =@ (CyUyy... %) ((r=1,2,...,k)
¢e qu'on peut écrire plus court
(7.3) g = Pi(g0)
ou g; et g, désignent des points de Vespace B}

O = (Ty Ugy oovy Ug), T = (Ty) Wyy eeey Ug)e
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Considérons maintenant dans ’espace H®, défini par (7.1), un point
fixe choisi d’ailleurs arbitrairement

(7-4) go = (xoy u?? ug’ )

et un autre point arbitraire

(7.5) 7 = (2, ), %, ...).
Désignons par §p, g7 des points de Pespace B qui ont les mémes k pre-
micéres coordonnées que les points g°, ¢°:

!72=(f°,?7?,---,ﬂ?c), g,%:(w",u‘{,...,u}l).
Il résulte de la théorie des systémes des équations de Pfaff en in-
volution qu’il existe une infinité des solutions (7.3) telles qu’il soit g, = go
pour g = gr. Soit

(7.6) G = Prlgr, Gr)

une telle solution; nous pouvons la choisir de maniére que les équations
(7.6) contiennent aussi les équations

Gi_1 = Pr_1(gr-1, gl?:_l)

qui représentent une solution du systéme E,, E,, ..., E;_,.

En appliquant ce procédé & tous les systémes tronqués de la suite (6.5)
nous obtenons une solution analytique du systéeme infini des équations
(6.5). Désignons cette solution par la formule

(7.7) g="Y,7).

Cette solution définit pour tout paire des points g, 7°< H® un point geH".
Nous dirons que la fonction ¥(g, §°) définit le produit g

(7.8) g=4gg.

Il résulte dela construction de (7.7) que pour ¢ =¢° on a § = §°;
donc si I’on pose ¢° = ¢ on aura §° = g’¢ ou ge = g.

Un raisonnement semblable montre qu’il est eg = ¢g. Nous pouvons
aussi montrer qu’a tout point §°<H° correspond un autre point ‘g’ H°,
tel que g = ¥('g% g) soit linverse de la transformation (7.7). Nous
désignerons le point ‘g° par g '

Il est aussi facile de montrer que l'opération (7.8) est associative.
Nous voyons ainsi que cette opération jouit de toutes les propriétés
énoncées dans le Théoréme 7.1; par conséquent I’espace H® avec ’opéra-
tion (7.8) définit un groupe abstrait, infini et continu.

La démonstration du Théorcme 7.1 est ainsi achevée; remarquons
que le groupe H° est construit au moyen de deux ¢léments générateurs:
de la veriété V? et de la suite des groupes lindaires I5(r = 0,1,2,...).
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8. Représentations du groupe abstrait H°. Considerons un élément
geH¢. La formule

a = ga (a, @eH")

définit alors une transformation analytique de l’espace (7.1). Nous lui
donnerons le nom d’une translation gauche et nous la désignerons par L,.
Si g parcourt le groupe H°, les translations correspondantes L, forme
un groupe isomorphique avec le groupe H°, puisque on a

Lngr = ngl’ Lg__ng = Lng_l - Le.

Nous désignerons ce groupe par Hy.

Le groupe Hjy de translations gauches agit sur H° d’une maniére
simplement transitive, puisque pour deux éléments arbitraires a, @aeH*
il existe un et un seul élément g tel que ag = @; il est donné par la for-
mule ¢ = @'a. En se servant de la terminologie de S. Lie et de E. Cartan
nous pouvons dire, que Hj, est le premier groupe des parameétres de H°
et appeler les coordonnées de g parametres de la transformation L.

D’une maniére analogue on peut définir, au moyen de I’égalité @ = ag,
les translations droites dans H® et leur groupe D,.

9. Propriété du groupe infini H*. Soit g = (x, u,, 4y, ...) un point
arbitraire de H°. Considérons une suite infinie

I1=(I,1I,1,..,1I,..)

des vecteurs contravariants, dont le premier est tangent & V2 au point «
et dont chaque suivant I, est tangent & ’espace du groupe I’y au point
Urel';. Nous allons considérer I comme un vecteur contravariant tangent
& Despace H® au point ¢g. Chaque suite tronquée (I,, I, ..., I,) peut &tre
envisagée comme un vecteur tangent & ’espace B; de la suite (6.4) au
point b, = (z, wy, Us, ..., U).

Les vecteurs tangents & H° au point g forment un espace vectoriel
& une infinité de dimensions. Comme la base de cet espace nous prenons
un repere R, formé des vecteurs des espaces vectoriels tangents respecti-
vement aux variétés V2, I'7, Iy, ... aux points x, u,, u,, .... Si ’'on adopte
une orientation arbitraire pour chacun de ces espaces tangents, on établit
€n méme temps une orientation du repére R,. Remarquons qu’d tout
repere R, correspond un repére dual Ej composé des vecteurs covariants.

Considerons en particulier le repére R, de 1’espace tangent au point
unité ¢ de Pespace H°. En se servant de la translation gauche L, (a<H®)
on transforme le repére R, dans un repére R, au point a. Le point a
bouvant étre choisi d’une maniére arbitraire dans H° on obtient ainsi
un champs des repéres orientés, invariant pour les translations gauche
du groupe H®. Nous dirons que deux vecteurs tangents & H° aux divers
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points sont équipollents, §’ils ont les mémes coordonnées par rapport
aux repéres gauchement invariants. On établit ainsi un parallélisme des
vecteurs dans tout 1’espace H®. Nous pouvons donc énoncer le suivant.

THEOREME 9.1. Dans le groupe H® il existe un parallélisme absolu.

Le groupe H° jouit aussi d’une autre propriété en commun avec
les groupes continus finis de Lie:

THEOREME 9.2. L’espace du groupe H° est orientable.

Ce théoréme résulte du fait que tous les facteurs du produit (7.1)
sont orientables.

Ajoutons enfin que par la méme méthode que dans la théorie des
groupes finis de Lie on peut démontrer le

THEOREME 9.3. Le groupe infint H® peut étre généré par un voisinage
arbitraire de son unité (V. par exemple [2].)
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