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Es seien Z und N beziehungsweise die Mengen der ganzen rationalen
und der natiirlichen Zahlen. Wir setzen Z* = Z— {0} und N, = NU{0}.
z: N—>Z" sei multiplikativ, also x{(mn) = y(m)x(n) (m,neN), und
F: N—N, sei eine zahlentheoretische Funktion, die

(1) F(m)F(n) = ) x(t)F("Z;” ) (m, neN)

ti(m,n)

geniigt. Solche Funktionen hat Rankin [1] y-muliéplikativ genannt.
Durch

@ g = D e@F(g)  Fm = 3R] mem
d?m

a2m

mit der Moebiusschen Funktion x erhilt man eine zahlentheoretische
Funktion f, deren Zusammenhang mit F sich formal durch Dirichletsche
Reihen beschreiben 148t:

e Y T - L’f) = [ [ a—F@p—+ 27

m

Im Euler-Produkt kommen dabei die Gleichungen (1) zum Aus-
druck.
Wir werden zeigen, daB f einer Funktionalgleichung

mn
3) fomfm) = D em,n, t, x)x(t)f(—) (m, neN)

t2
tim,n) o
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geniigt und ihre Koeffizienten bestimmen. Aus (1) und (2) hat man dazu

W Jemim= > peamz@ S ()

2
g2im,h2In, 12(mn/g2n2d2) (ghdl)
d|(m/g?,n/h?)

mn

=X 3 wowm)@)s(5)

imn A0 g2 (mid), k2| (n/d),
me oAy
Vor allem sind daher die Zahlen

(5) ~ K(m,n;t) = D plg)uh) (8] mn)

92|m,h2|n,ghit

zu ermitteln. Hier braucht nur iiber quadratfreie ¢ und » summiert zu
werden. Wir schreiben %(») fiir den quadratfreien Kern einer natiirlichen
Zahl n und diirfen dann k(g) = ¢ und k(h) = h voraussetzen. Danach
konnen m und » auf der rechten Seite von (5) beziehungsweise durch
m? und nj mit

(6) my=[]p, m=][]»

»*im piin
ersetzt werden, wo p stets fiir Primzahlen stehe. Das gibt
(7) E(m,n;t) = Y ulg).
gl(mg,t),

(n()s‘/g)=l
LEMMA. Fiir natiirliche Zahlen m, n, t mit 12 | mn st die Summe
E(m,n;t) = D plg)u(h)
g%lm,h%\n,gh)t

dann und nur dann von Null verschieden, wenn t ein quadralfreier, gemein-
samer Teiler von m und n ist und uberdies

(8) (mft, 1) = (nft, 1)
gilt. In diesem Fall ist
K(m,n;1t) = :“(('m/t7 t))

Zum Beweise sei u(g) ein von Null verschiedener Summand rechts
in (7) und also g eine quadratfreie natiirliche Zahl mit g | (m,, t) und
(1, t/g) = 1. Weil n, und #/g relativ prim sind, geht jeder gemeinsame
Primteiler ¢ von n, und ¢ in g auf. Weil », quadratfrei ist, folgt (n,,t) | g.
Wegen g | (m,, t) hat man (n,, ) | (m,, t) und aus Symmetriegrinden dann
sogar
(9) (9, 1) = (mo, 1),
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Ubrigens ist g = (m,, t), und in (7) tritt also hochstens ein von Null
verschiedener Summand auf. Fiir Primzahlen ¢ gilt in diesem Fall die
Implikation

(10) ‘ ¢ | (Mo, 1) > qi1t.

Wenn niamlich ¢2%|¢ gilt, so ist ¢|(¢/g), weil g quadratfrei ist, und
dann kann wegen (n,,t/g) = 1 nicht auch noch ¢|n, sein.

Nun sei ¢ eine Primzahl und ¢°|t mit einer natiirlichen Zahl ¢. Wir
nehmen einmal an, daB ¢° in m nicht aufgehe. Wegen t2|mn ist dann
¢°*!|m, also q|(n,, t). Nach (10) ist ¢2+¢ und also ¢ = 1. Nach (9) ist aber
q|m,, daher ¢?|m und eben doch ¢°|m, entgegen der Annahme. Mithin
ist ¢ ein Teiler von m und dann sicher auch von n.

Dariiber hinaus ist ¢ quadratfrei. Wire nimlich ¢2|¢ fiir eine Prim-
zahl ¢, so wire wegen t|n auch ¢%|n und also ¢|n,, im Widerspruch zu (10).

Weil nun ¢ quadratfrei ist, gilt (m,,?) = (m/t,t); denn beide Seiten
sind quadratfrei und enthalten die gleichen Primteiler. Damit ist das
Lemma in der einen Richtung bewiesen..

Jetzt sei ¢ ein quadratfreier, gemeinsamer Teiler von m und voh n»
und (m/t,t) = (nft,t). Dann ist g = (mft,t) ein quadratfreier Teiler
von (m,, t) und iiberdies

(105 t[g) = (mo, 8, t/9) = (g9,%/g9) = 1.

Daher ist ux(g) ein von Null verschiedener Summand in (7). Wir
haben bereits gezeigt, da es hochstens einen solchen geben kann, und
damit ist das Lemma vollstindig bewiesen.

Die Bedingung t?|mn in (4) darf nun durch ¢|(m, n) ersetzt werden,
wonach man (3) mit

t m n i
c(m,n,t, x) = EZ_I(E)K(T’E;E)

ajt

erhilt. Geht man in der Summation zu den Komplementirteilern j = t/d
iiber, so gibt das Lemma

e(mymyt,x) = D x'@ul((mlt, ).
jl‘,k(j)=l
(it 9)=(nlh,5)

Wegen
(11) (mft,§) = (nft, j)

zerfallen die Primteiler ¢ der quadratfreien Zahl j in zwei Klassen: es
ist entweder q|(m/t, n[t) oder g+ (mn[t3). Es sei v das Produkt der Prim-
zahlen der ersten, 8 das der der zweiten Klasse. Dann sind » und s relativ
prime Teiler von ¢{. Man sieht leicht, daB die quadratfreien Teiler j von ¢,
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welche (11) geniigen, sich umkehrbar eindeutig in der Form j = gh mit
glr und h|s ergeben, wobei noch g = (m/t, j) gilt. Daher wird schlieSlich

o(mymyty 1) = D 7 9)plg) D 17 (b

gir hls

=) [ @+xo).

pl6,pl(m/t,nlt) pIt, 0t (mnt?)
Wir geben zwei Beispiele. Zuerst sei # = o die erste Teilersumme,

also ¢(m) = D' d. Bekanntlich ist
dim

o(m)o(n) = o (m_;n)

Hier wird f = y die Funktion von Dedekind, also

pm) =m [[(1+p7).

pim
Fiir sie erhélt man also (vgl. [2])

simypm) = 31" "] ew(%2)

2
¢ (m, n) ¢

mit

[m;”]= [ a-» [ a+p™.

DIt p|(m]t,n]t) olt,pt(mn/t?)

Zweitens sei f = ¢ die Eulersche Funktion. Die zugehorige Dirichlet-

Reihe konvergiert,
ZHP(m) _ C(s— )
£(s) ’

und man hat

F
,(nm) = {(2s )Z q),(,:?) = n L—eg@)p~ —pp~™)".
m m »

Hier ist also y(n) = mA(n) mit Liouvilles Funktion 1, und man be-

kommt
smeim = S{™ "} e ()

tl(m,n)
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mit
{m;”}= [l @+ [ @a-»7.

DIt,DI(m/,nt) olt, pt(mnit?)
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