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ZWIAZKI MIEDZY TEORIA INFORMACJI
A TEORIA FUNKCJI DECYZYJNYCH
W ZASTOSOWANIU DO ZAGADNIEN TELEKOMUNIKACJI

I. Wstep i stormulowanie zagadnienia

Zadaniem systeméw telekomunikacyjnych  jest przekazywanie na
odleglo§é¢ wiadomosei. Tymi wiadomogeiami mogg byé np. teksty zbu-
dowane z liter, dZwigki, obrazy lub przebiegi napieciowe uzyskane z przy-
rzadéw pomiarowych. Wiadomo§ciom podawanym. przez zrédlo wiado-
mofei jest przyporzadkowany w nadajniku sygnal, z zasady elektryczny,
nadajacy si¢ do przekazania na odleglosé. Sygnaly po przebyeciu kanalu
przesylowego Iaczgeego nadajnik z odbiornikiem sg przeksztatcane i osta-
tecznie odtworzona wiadomosé dochodzi do obiektu przeznaczenia wiado-
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mosoi (rys. 1). Jednakie w trakeie przesylania sygnaly ulegaja znieksztal-
ceniom i wiadomos§é odtworzona na ogoél rézni si¢ od wiadomoseci podanej
przez zrédio wiadomosei.

Znieksztaloenia s ostatecznym eczynnikiem ograniczajacym. zasieg,
w ktérym mozna przekazywaé wiadomogei. Z punktu widzenia urza-
dzenia odbiorezego, mozna podzielié znieksztalcenia na dwa zasadnicze
rodzaje. Znieksztalcenia pierwszego rodzaju, spowodowane przez czynniki
W veli znane. oraz znieksztatcenia drugiege rodzaju, spowodowane przez
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czynniki przypadkowe. Przykladem znieksztalceri pierwszego rodzaju
jest znane oslabienie sygnalu w trakeie przesylania lub nalozenie sie
innego znanego sygnatu, w szezegdlnofei tak zwany preydéwiek sieciowy.
Przykladem znieksztalceri drugiego rodzaju sg zaniki, tj. wahania ampli-
tudy sygnalu spowodowane zmianami stanu jonosfery, oraz nalozenie
sie na sygnal szumu. Modele matematyczne niektérych typéw znieksztal-
cen przypadkowych mozna znalezé w rozdziale V pracy [1] oraz w pra-
¢y [11].

Zmekszta.lcenia. pierwszego rodzaju daja si¢ zawsze skorygowad
z wyjatkiem nierealnyeh przypadkéw. W podanyeh przykladach mozna
to uczynié stosujge wzmacniacz lub ukiad kompensacyjny. Dlatego tez
w dalszych rozwazaniach nie bedziemy braé¢ pod uwage znieksztalcen
tego typu.

Znieksztatcenia drugiego rodzaju sa w zasadzie nieuniknione. Zawsze
bowiem obecne 8y efekty fluktuacji termicznych. W wielu zagadnie-
niach istotng role odgrywaja znacznie silniejsze zaklécenia atmosferyczne,
przemyslowe lub tez pochodzace od innych systeméw komunikacyjnych.

Patrzage od strony urzgdzenia odbiorczego mozna traktowaé jako
wielkofei przypadkowe nie tylko zaklécenia, ale réwniez podawane
wiadomosei. W wielu przypadkach ich rozklady prawdopodobieristwa
mozna ustali¢ przez badanie wlasnosei 7rédla wiadomosei badz tez okre-
§li¢ eksperymentalnie (patrz np. [5]).

Tak wige odtwarzanie nadawanej wiadomosci na podstawie odebra-
nego sygnalu jest zagadnieniem statystycznym, totez metody statystyki
matematycznej stosowane sy szeroko w analizie probleméw telekomuni-
kaoji (patrz np. [6], [12], [16]). Poniewaz najbardziej ogélne potrakto-
wanie tych metod daje teoria funkeji decyzyjnych (patrz [20]), przeto
i zagadnienia telekomunikacji mozna ujaé w jednolity sposéb za pomocy
tej teorii.

Badaniem systeméw telekomumkachnych zajmuje . gi¢ réwniez
teoria podana przez C.E. Shannona [15], a péZniej rozwinieta przez
innych (patrz np. {2], [3]), zwana ogélnie teoriq informacji, ktéra nie
wigze si¢ bezposrednio ze schematem funkeji decyzyjnych.

Tematem niniejszej pracy jest ustalenie zwiazkéw miedzy zasadni-
czymi wielko§ciami wystepujacymi w obu tych teoriach. -

Celowo$é takich badan jest tym bardziej uzasadniona, ze podezas
gdy istnieje wyrazne powigzanie miedzy praktyks a teorig funkeji decy-
zyjnyeh, to wylaniajg sig istotne trudnosei w stosowaniu teorii informaeji
W konkretnych zagadnieniach telekomunikacji. Oméwimy je pokrétee.

Podstawowe pojecia tej teorn, & mianowicie entropia i miara ilosci
mforma,c]l, wigzg 8i¢ organicznie z wlasnoéciami dhugich ciagéw sygna-
16w i wynikajacym z nich pojeciem optymalnego kodowania (patrz np.
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[2], [3]). Tymezasem w praktyce wiekszo$é systeméw telekomunika-
eyjnych nie jest optymalnie zakodowana i nawet nie przewiduje sie,
ze bedg one kodowane w przyszloéei. Dotyezy to w szezegélnosei tak zwa-
- nyeh cigglych (w sensie makroskopowym) systeméw komunikacyjnych
oraz systeméw pomiarowych, np. mierzgeych odleglo§é na zasadzie echa.
Ujecie Shannona nie wyjasnia, jaki sens ma entropia i miara ilosei infor-
maecji, gdy nie rozpatruje si¢ diugich ciagéw sygnatéw i gdy wprowadze-
nie pojecia kodowania nie jest uzasadnione.

Omawianej trudnogei teorii Shannona usitowato unikngé wielu auto-
réw (patrz np. [10], [14], [22]). Wszystkie te prace opierajs si¢ na aksjo-
macie addytywnosci, ktéry postuluje, ze jezeli przesyla si¢ dwa nieza-
lezne, elementarne sygnaly, to ilo§é informaecji, przesylana przez sygnat
zlozony, bedacy para sygnaléw elementarnych, jest réwna sumie iloeci
informacji przekazywanej przez kazdy z elementarnych sygnatéw z osobna.
Przyjecie tego aksjomatu jest uzasadnione, gdy sygnaly nadawane maja
strukture ciggéw zbudowanych z elementarnych jednostek i gdy inte-
resuje nas wplyw zwigkszenia ilogei elementarnych sygnatéw. Jednakze,
taka struktura sygnaléw nie jest bynajmniej konieczna do przesylania
wiadomogei. Co wiecej, z blizszej analizy cytowanych prac widad, ze za-
réwno w rozwazaniach ilo§ciowych jak i przy wyprowadzaniu, nielicznych
zreszty, wzoréw, ktére moga byé uzyteczne do badania systemow nie-
kodowanych optymalnie, nie wykorzystuje si¢ bezposrednio wprowa-
dzonego aksjomatu addytywnosei. Tak wigo, mimo licznych prae, zaga-
dnienie ogélnej interpretacji oraz zastosowar entropii i miary ilofei in-
- formacji, zwiaszeza w wypadku systeméw ciaglych, nie jest w pelni wy-
jasnione. Wydaje sie, ze ustalenie zwigzkéw miedzy tymi wielkofciami,
a wielkociami wystepujacymi w dobrze ugruntowanej teorii funkeji
decyzyjnych, moze byé uzyteczne.

II. Zadania urzgdzed odbiorczych w swietle feorii funkecji decyzyjnych \

Bedziemy zakladali, ze struktura nadajnika jest w pelni znana i Ze
wiadomo§é jest zwiazana z sygnalem nadanym w sposéb jedno-jedno-
zhaozny. Dlatego w dalszym ela&gu bedziemy sie jedynie zajmowali
Bygnakem nadanym.

‘Przypadkowe znieksztatcenia powoduja, ze znajac sygnal odebrany
nie mozna na ogdl ustalié dokladnie, jaki sygnat zostal nadany. Mozna
natomiast na podstawie odebranego sygnalu powsziaé decyzje o sygnale
nadanym. Jezeli sygnal nadawany jest okreflony przez jednowymia-
rowy parametr (np. wysoko$é impulsu), decyzja moze by¢ przyblizong
wartodeig parametru (estymatorem); rowniez moze ona byé przedziatem,
- Wewnatrz ktérego przypuszezalnie lezy wa.rtoéé parametru
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Zadaniem odbiornika jest podawanie decyzji; jest on jednoznaeznie
okreSlony przez regule przyporzagdkowujaca wyjseia, tj. decyzje, wej-
Seiom, tj. sygnalom odebranym. Regule te nazywa sie funkcja decyzyjng.
Schemat systemu komunikacyjnego, ktérym bedziemy si¢ postugiwali
w dalszym ciggu, jest pokazany na rysunku 2.

> nadajnik p——| kanat przesytowy —»| odbiornik |——
T znieksztatcenie I ) I
sygnat : sygnat decyzja
nadan odebran
v 4 ZM-3217
Rys. 2

- Wskutek przypadkowych zakldcenn deeyzje moga byé falszywe
lub niedokladne. Bedziemy wige zakladali, ze dana jest nieujemna funkeja,
ktora mierzy straty, wynikajace z bl@dnych decyzji. Bedziemy ja krétko
nazywali stratq.

W podanym jednowymiarowym przykladzie, gdy decyzja ]esﬁ esty-
matorem, za strate przyjmuje si¢ czesto kwadrat bledu lub jego warto§é
bezwzgledng.

Wartosé érednia (oczekiwana) straty jest miarg jakoSei odbiornika;
jej warto$¢ wzigta z przeciwnym znakiem lub odwrotnosé nazywane by-
wajy dobrocig. _

Zasadniczy problem polega na okre§lenin funkeji decyzyjnej, innymi
stowy, na zaprojektowaniu odbiornika tak, by przy narzuconych ogra-
niczeniach technicznych byl on optymalny, tj. by Srednia strata byla
mozliwie najmniejsza. Typ decyzji i zwigzana z nim strata zalezg na 0got
od struktury nadawanych sygnaléw oraz sposobu, w jaki sg one wykorzy-
stywane przez obiekt przeznaczenia wiadomosci. Wydaje sie jednak, ze
mozna wydzielié dwa podstawowe typy decyzji, obejmujace wiekszo§é
przypadkéw, wystepujacych w telekomunikacji. Typy te stanowig natu-
ralne uogélnienie podanego poprzednio jednowymiarowego przykiadu.
Opiszemy je nieco dokladniej dla lepszego zilustrowania wprowadzanych
pojec.

Wprowadzmy oznaczenia:

X  — przestrzen sygnaléw nadawanyech a,
Y  — przestrzert sygnatéw odbieranyeh v,
Px,y — rozklad prawdopodobienstwa na X x ¥,
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Px, — wynikajacy z Px,y warunkowy rozklad pra.wdopodoblenstwa
na X przy ustalonym ye¥,
Py — wynikajaey z-Px,y brzegowy rozklad na Y.

1. Decyzje punktowe. Decyzja punktowa jest elementem prze-
strzeni X. Innymi stowy, funkejg decyzyjng jest w tym przypadku esty-
mator z*(y) przyporzadkowumcy kazdemu sygnalowi odebranemu yeY
jeden z sygnaléw nadawanych: z*(y)eX. Dana tei jest strata R(z'y 2')
bedgea nieujemng funkeja par sygnatléw nadawanych 2'eX i »"eX,
ktérg nalezy rozumieé jako wyrazong liczbowo szkode z powziecia de-
cyzji, ze nadany- zostal sygnat &'/, podezas gdy naprawde nadano
sygnal #’. Warunkows warto$é oczekiwang straty, pod warunkiem, ze
odebrany zostal sygnat y, bedziemy nazywali ryzykiem warunkowym
i oznaczali r(2*|y); a wiee

(2.1) r(@*1y) = [Riz,a*(y)1dPx,.
X

Warunkowe ryzyko charakteryzuje dobroé odbioru przy. ustalonym
sygnale odebranym. Ogélng miarg jako§ci odbioru jest oczekiwana war-
tod¢ straty rozeiagnieta na caly przestrzen X x Y. Bedziemy ja nazy-
wali po prostu ryzykiem i oznaczali r(x*|Y). Tak wiec

(22)  r@"|Y)= [ R(z,4"(y)]dPx,y = f r(@*|y)dPy.

Xx¥Y
Czyni sie przy tym zalozenie, zawsze spemione w zastosowaniach, ze
strata R(a', #'') i estymator #*(y) sa takie, ze wielko§ei okreslone przez
(2.1) i (2.2) istniejg.

Przy decyzjach punktowych strata moze byé interpretowana jako
nogoélnienie miar znieksztatceri stosowanyech w teorii telekomunikacji.
Jako przyklad podajmy przypadek, gdy przestrzenr X jest przestrzenis
Ly(— oo, o) (sygnaly maja skonczong moc). Wowezas strata bywa na
0got okreslana jako

(2.3) E(@',0") = Jim -2-@— f [ () — @' (£)]2d.

Wzory (2.1) oraz (2.2) daja w tym wypadkn dobrze znany §redni blad
kwadratowy. Prace N. Wienera [21] mozna przytoczyé jako klasyczny
przyklad znalezienia optymalnej liniowej funkeji decyzyjnej, gdy prayj-
muje si¢ taky miare jakosei oraz zaklada, ze sygnaly nadawane i addy-
tywny szum majg strukture realizacji procesow stacjonarnych.

2. Deeyzje obszarowe. Decyzja obszarowa jest podzbiorem prze-
Strzeni sygnaloéw nadawanyeh, o ktoérym przypuszceza sie, ze zawiera
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sygnal nadany. Innymi slowy, funkeja deeyzyjna przyporzadkowuje
kazdemu sygnatowi odebranemu ye¢Y podzbiér mierzalny A|yC X.
Strate definiuje sie wzorem
0, jesli zed,
(2.4) R(w, A) =1
1, jefli weX—A.
Znaczy to, ze jednostkowa szkoda wynika tylko wtedy, gdy rzeczy-
wiScie nadany sygnal x nie jest zawarty w estymujacym obszarze A (y).
Z uwagi na zalezno§¢ obszaru estymmjacego od sygnatu odebranego
strata okreflona wzorem (2.4) jest w gruncie rzeczy funkeja # i y. Ana-
logicznie do przypadku poprzedniego definiuje si¢ warunkowe ryzyke
i ryzyko wzorami

(2.5) r(4ly) = [ R[w, A(y)]dPx,,
X
(2.6) r(41Y) = [ R, A()dPx,y = [r(4|y)dPy.
Xx¥V Y

Podkredlmy, ze ryzyko jest funkcjonalem przyporzgdkowujgeym wartosé
liezbowg funkeji decyzyjnej A(y) jako caloSci, a nie jej warto§ei w po-
szezegblnym y. _

Jest widoczne, ze przy definicji (2.4) warunkowe ryzyko r(4|y) jest
rowne prawdopodobienstwu Py(y) i ze przy ustalonym sygnale odebra-
nym y obszar estymujacy A(y) nie pokryje sygnatu nadanego. Innymi
slowy, zachodzi relacja

(2.7) | (A ]y) = Pxy[X— A(y)] =Py (y).

Jednakze samo prawdopodobienstwo P,(y) nie okrefla jakofci sy-
stemu, gdyz jako§é ta zalezy od tego jaki ,,wielki” jest podzbiér A (y).
Dlatego zalozymy, iz w przestrzeni X dana jest dodatkowo miara y okre-
Slona na podzbiorach przestrzeni X.

Mozna jg interpretowaé jako miernik strat ponoszonyeh z powodu
niedokladnoéei odpowiedzi. Aby zasugerowaé techniczny sens tej funkeji
podzbioréw, bedziemy nazywali ja objetodeiq.

W prostym jednowymiarowym przykladzie podanym poprzednio
mozna W sposéb naturalny zdefiniowaé miare y przedszialéw jako ich
dlugodé. Gdy przestrzenr X sklada sie z przeliczalnej ilosci elementéw,
miare y definiuje si¢ z zasady jako liczebnosé podzbiordw.

Warunkowa miarg Ja.koscl urzadzenia podejmujacego decyzje obsza-
rowe, przy ustalonym y, jest wiee para liczb: warunkowe prawdopodo-
bienistwo bledu P,(y) i warunkowa dokladnodé estymacji

@8) D(4]y) = y[A(¥)].
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Role ogoélnej miary jakoSei urzadzenia podejmujacego decyzje
obszarowe gra para liczb: ryzyko r(4|Y) i érednia ze wzgledu na y
z warunkowych dokladnosei estymacji, tj.

(2.9) D(4|Y) = [D(A|9)dPy = [ y[A(y)]dPy.
‘ ig ¥

Zakladamy, ze zbiory A (y) oraz miara y sg takie, iz wielkosei (2.8) 1 (2.9)
igtnieja. )

Decyzje obszarowe sg czesto spotykane w telekomunikacji, zwinsz-
cza gdy przestrzen sygnatéw nadawanych jest skonczona lub przeliczalna.
W szezegblnofei z tego typu decyzjami wigze sie w istotny sposéb praca
Shannona [15]. : : -

Opisujac decyzje punktowe i -obszarowe zakladaliSmy, ze sygnal
odebrany jest ustalony, a sygnal nadawany traktowaliémy jako przy-
padkowy (wzory (2.1), (2.5), (2.8)). Odpowiada to stanowisku obserwa-
tora, ktory znajduje si¢ po stronie odbiorczej kanalu przesylowego.
W statystyce matematycznej taka metoda nazywa sie retrospekiywng
[17] i zwigzana jest z operowaniem prawdopodobiefistwem a priori
i twierdzeniem Bayesa.

W analogiczny sposéb obserwator znajdujacy sie po stronie nadawczej
bedzie uwazat sygnat nadany za ustalony, a sygnaly odebrane, & zatem
decyzje, za przypadkowe. Metoda ta bywa nazywana prospektywng;
typowym. jej przykiadem jest metoda operujaca pojeciem wiarogodnosoi.
Zasadnicza cecha omawianej metody jest obywanie sie bez rozkladu
& priori. Jednak, jak na to zwrécono uwage w pracach [18], [19], stanowi
to jedynie formalne ominigcie trudnosci, gdyz wiarogodnoéé okazuje sie
réwng prawdopodobienstwu a posteriori przy odpowiednio dobranym
rozkladzie a priori. Biorge to pod uwage oraz to, ze punkt widzenia strony
odbiorczej jest bardziej naturalny, w pracy tej bedziemy sie wylgcznie
postugiwali metods retrospektywng.

III. Struktura urzadzen odbiorczych—po}qcie czionu wstepnego

Konsekwentne zastosowanie w praktyce postepowania opisanego
W poprzednim rozdziale jest mozliwe tylko w nielicznych wypadkach.
Na ogét bowiem rozwigzanie matematycznego problemu optymizacji
nastreeza zbyt duze trudnodei rachunkowe, a gdy daje sie uzyskaé,
techniczne urzeczywistnienie jest zbyt skomplikowane z praktyeznego
Punktu widzenia. W takich sytuacjach dogodnie jest rozbié urzadzenie
odbiorcze na dwa czlony: celon wstgpny, dokonywajacy nad sygnaltem
odebranym wstepnych operacji upraszezajacych, i czlon drugi, podejmujacy
decyzje na podstawie uproszezonych sygnaléw. Potrzeba takiego rozbi-
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cia na czlony wylania sie réwniez w uniwersalnych systemach, gdzie ten
sam sygnal odebrany steruje réznymi urzgdzeniami podejmujacymi
decyzje. Podobna sytuacja powstaje, gdy skalarne funkeje R i y nie s3
dokladnie znane lub nie s3 zadowalajacymi miernikami jakodei i trzeba
braé pod uwage réwnoczeSnie réine postacie tych funkeji. Tak jest
w gzozegllnosei wowezas, gdy zadania czlonu decyzyjnego spelia czlo-
wiek. W takich przypadkach caly cze$é elektronows odbiornika mozna
traktowaé jako czlon wstepny. W wigkszosei znanyeh urzgdzeri odbior-
czych rozbicie na omawiane dwa czlony jest bardzo wyrazne.

Analogiczna metoda stosowana bywa w statystyce matematyeznej,
gdzie w pewnych przypadkach mozliwe sa daleko idace uproszezenia pro-
bek (sygnatéw odebranych) bez utraty jakichkolwiek danych statysty-
eznych o estymowanych parametrach (sygnalach nadanych). Operacje
posmda]qce te wlasno§é nazywamy statystykami dostatecenyms.

Obliczanie prawdopodobienstwa warunkowego Px,, gdzie y jest
sygnatem odebranym, nie pociaga oczywiscie zadnej straty danych
o zbiorze sygnaléw nadawanych X. Ozlon wstepny, dokonujaey takiej
operacji, bedziemy nazywali idealnym czlonem wstepnym. Zostat on
wprowadzony do teorii telekomunikacji przez P.M. Woodwarda [22]
(rozdz. IV), ktdry zresztq wbrew naszemu sta.nowlsku nie rozwazat
w ogéle czltonéw decyzyjnych. .

Zasadniczg zalety idealnego cztonu wstepnego jest to, ze nie po-
garsza on dobroci jakiegokolwiek optymalnego urzadzenia podejmujg-
cego decyzje. Jednakze idealny czlon wstepny jest faktyeznie uzyteczny
tylko wowezas, gdy prawo rozkladu Px, jest mniej skomplikowane niz
sam sygnat odebrany y. Na ogél czlon wstepny bywa okre§lany przez
czynniki ekonomiezne, technologiczne, lub wybiera si¢ go W sposéb heu-
rystyczny. Z zasady nie jest on idealny i za cene uzyskanych uproszezen
dobroé optymalnego czlonu podejmujacego decyzje, sterowanego przez
czlon wstepny, jest mniejsza niz dobroé optymalnego urzgdzenis podej-
mujgcego decyzje bezpofrednio na podstawie odebranych sygnaléw.

W dalszym ciagu bedziemy przyjmowali, ze odbiornik skiada sie,
z dwu czlondw. We]éclaml czlonu wstepnego s odebrane sygnalty yeY,
wyjseiami — sygnaly y’ = T(y), ktére naleza do przestrzeni Y’ i sg
wynikiem Wwstepnego upraszczajacego przeksztalcenia 7. Czlon drugi
jest czlonem podejmujacym decyzje. Jego wejéciami sg sygnaly y'eY’,
wyjéciami decyzje. W takiej sytuacji potrzebna jest miara jakosci stopnia
wstepnego ze wizgledu na naste¢pujagce po nim czlony decyzy]ne Jost
oczywiste, ze wszystko, co wiemy o sygnale nadanym, gdy odebrahémy
sygnal y, jest zawarte w warunkowym rozkladzie prawdopodgbieristwa
Pxy. Gdy dany jest czlon wstepny opisany przez operacje y' = Ty,
to cala wiedza o sygnale nadanym, gdy znany jest tylko sygnal uprosz-
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ezony y’, tkwi w .warunkowym rozkladzie prawdopodobienstwa Pxr,.
Zatem miara jakodcl stopnia wstepnego powinna mieé sens ,,odleglosei”
miedzy rozkladami Py, oraz Pxgr,. W dalszym eciggu pokazemy, ze
dogodnie jest miare jakofei stopnia wstepnego zdefiniowaé za pomocsy,
dobrze znanego wteorii informacji, funkcjonatu

W rozdziale IV, postugujae sie tym funkcjonalem i wprowadzajge
W miejsce Py, odpowiednio zdefiniowany rozklad prawdopodobienstwa

odbiornik
oLornLk.
czton
———»— czton wstgpny - ——— podgimujg.cy S
' decyzje
t sygnat wstepnie przeksztatcony y'ey’ T
sygnat odebrany decyzja
ZM—328]
Rys. 3

uzalezniony od decyzji, uzyskamy interesujace nas zwigzki miedzy
entropia & ryzykiem. W rozdziale V pokazemy, w jaki sposéb ezton wstep-
ny wplywa na te zaleznosci. Wylonig sie przy tym powigzania miedzy
loécig informacji a ryzykiem. W rozdziale VI podamy pewne rozwazania
uzasadniajace przyjeta tu definicje miary jakosei stopnia wstepnego.

IV. Zwigzki miedzy entropig a ryzykiem

W rozdziale tym zachowamy wprowadzone poprzedmo oznaczenia:

X — przestrzen sygnatéw nadawanych z,

Y — przestrzeni sygnaléw odbieranych y,

Px.yv,Pxy, Py — rozklady prawdopodobienstwa: na X XY, wa-
runkowy na X przy ustalonym y i brzegowy
na Y.

y — pewna miara na X.

W dalszym eciggu przyjmiemy nastepujace zalozenie generalne:
(Z,) Rozktady Py, 83 absolutnie ciagle wizgledem .
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W zwigzku z tym wprowadzamy oznaczenie:

plojy) = i —'gestoéé prawd(jpodobieﬁstwa rozkladu Px,

wzgledem y. ‘
Istotng role odgrywaé bedzie lemat, udowodniony w praey [9].

LEMAT 1. Jezeli py(x) © py(®) sa gestodciami prawdopodobieristwa na X
wzgledem y, to

(4.1) f [—1gp,(@)1p: (@) dy (2 f [—1gp:(2)]p: (»)dy(2),

prey oxym rownodé zachodzi wiedy i tylko wiedy, gdy
P1(%) = py(®)

dla prowie wszystkich x w sensie miary y.
Nier6wnoéé (4.1) mozna napisaé takze tak:

¢ . p2(a")
(4.1) Xf [—.1g pl(w)]pl(wmy(w) >0.

Wprowadzimy pewne definicje: entropia warunkowa

(4.2) H(X|y) = [[—lgp(@|y)Ip(=]y)dy()
X .

1 entropia

(4.3) H(X|Y) = f H(X|y)dPy.

- Zajmiemy si¢ najpierw decyZJamJ punktowymi. Przypomxmmy
oznaczenia wprowadzone w rozdziale II:
#*(y)e X — estymator sygnalu nadanego zdefiniowany dla yeY,
R(@'ya"), o' eX, " ¢ X — strata wynikla z tego, ze nadano 2’, a po-
stepuje sie tak jak gdyby mnadano 2z,

(44) r@*ly) = f R(a;,a:*(y))p(mly)dy(m) (ryzyko warunkowe)
X .
(4.5) r(@*|¥) = [r(@*|y)dPy  (ryzyko).
r

Zdefiniujmy pomocnicze rozklady prawdopodobieristwa przyporzad-
kowane sygnalom z <X:

(4.6) APz, Ay Zp* (0], ko) Ekyoxp[ —ky B(, 2)],
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gdzie

(4.7) 1

ky = :
){ exp[ — k. R (», 2")]dy(2)

TWIERDZENIE 1. Przy ustalonym estymatorze x* i ye Y zachodzi réwnosé
1
(4.8) r(@*|y) = e [H(X|y)+1gk,+ 4,(y, kq)],
2

gdzie k, dane jest preez (4.7) pray o' = o™ (y), a

p* (22" (), k)
49) Ay, k) = | |—1g 2F
(49)  4i(y, ko) Xf[ 8 alo)

]p(wiy)dy(w) =0.

Dowéd. Wobec lematu 1 tylko réwnosé w (4.9) wymaga dowedu.
Przeksztateajac (4.8) otrzymujemy

A1(y, %) = kor(0*|y)—H (X |y)—1gk,.
Wobee (4.4) mamy réwnosé

ke (@*|9)— gk, = [[kaR(o, o (9) —lgks|p (@]y) dy (@) =
p.4
= [[=lgp* (22" @), k)| p(2|9) dy ().
X

To wraz z (4.2) dowodzi réwnosei w (4.9).

Twierdzenie 1 pozwala nam w niektéryeh przypadkach uzyskaé
Oszacowanie warunkowego ryzyka niezaleinie od sposobu estymacji.
Z twierdzenia 1 mozna bowiem wyeciggngé bezpoéredni nastepujacy

WNIOSEK 1. Przy zalozeniach twierdzenia 1 dla kaidego &, > 0 zachodzi
nierdwnodé

1
(4.10) r(@*|y) = -+ H(X|y)+1gk,],

gdzie k, dane jest preez (4.7); réwnosé jest osiqgnieta wtedy ¢ tylko wiedy,
99y p*(x|x*(y), k) = p(aly) prawie wszedzie w sensie miary y, gdeie
P*(wla®*(y), ka) dane jest preez (4.6).

W nieréwnosei (4.10) %, na ogél zalesy od sposobu szacowania, tj.
od estymatora z*(y). W wazinych przypadkach szczegélnych %, jest nie-
zalezne od x4, a zalezy tylko od k,. Qto szezegélnie interesujgey przy-
Padek :

- PWIERDZENIE 2. Jedli w twierdeeniu 1 X jest przestrzeniq euklidesowq
N-wymiarowq o punkiach & = (®y, Xy, ..., @,), Miara y jest n-wymiarowq
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miarq Lebesgue’a, a strata okreslona jest réwnodeiq
n
(4.11) R(@,a") = D) ayl#i—a')(@j—a}),
i,f=1

gdzw maciers [layll Jest symetrycena ¢ dodainio ok'res‘lona, to przy ustalonym
yeXY 1 dowolnym x (7/) dla kaidego ky, >0 zachodzi nieréunodé

(4.12) r(@*|y) = —k—— [H(X|y)+1gk,],
2

gdzie

(4.13) ky = B3P wm"2 oy,

@ oy oznacza wysnacenik macierzy |az;|.

Dow6d. Twierdzenie 2 jest bezposrednia konsekwenejg wniosku 1.
Wymagajaca dowodu réwnosé (4.13) jest bezposrednis kongekwencjg
dobrze znanych wlasnosci n-wymiarowyeh rozkladéw norma.lnych (por.
Cramér [4], wzér (11.12.2)).

Udowodniona nier6wnos¢ (4.12) zachodzi przy dowolnym k, > 0.
Mozna wige nalozy¢ na k, dodatkowe warunki. Jednym z nich jest wybor
tej wartoSei k,, przy ktérej prawa strona w (4.12) osiaga najwieksza
warto§é. Ot6z latwym rachunkiem mozna udowodnié

LeMAT 2. Dila dowolnego rzeczywistego H zachodzi relacja
1 N2 —n/2 1/2 n 1/ 2Hm
max \— (H+1ghy” ™" | ay?) ¢ = — |ay]
ko>0 kg ’ 27t
a maksimum to zachodz: dla

ky = me|ay| e ",

Dowéd. Pytamy, dla jakiego k, wyrazenie
1 1 n n
(4.14) —k; [(H + Elglaﬁl — 5 1g7=) + E"lgka]

osigga maksimum. Oznaczmy wyrazy w nawiasach ( ) przez w i oblicz-
my pochodng wzgledem k, otrzymanego wyrazenia, a nastepnie wynik
pomnézmy przez k,. Otrzymamy réwnanie

0] -—u—-2~1g702 = 0.
Stad wyznaczamy wartosé k,, a podstawiwszy ]a do (4.14) wyznaczamy
szukane maksimum.



Zwiazki miedzy teoriq informacji a teoriq fumkecji decyzyjnych 225

Stosujac lemat 2 do nieréwnosei (4.12) otrzymujemy

TWIERDZENIE 3. Przy zaloteniach twierdzenia 2 niezaleinie od sposobu
szacowania zachodzi nierdwnodé

n i
(4.15) r(@*|y) > ey |oys| '™ exp

2H (X |y)
5 Smans. siok 1 5.4

Drugim naturalnym sposobem ustalania wartofei k, jest taki do-
bér k,, zeby oczekiwana strata obliczana wzgledem rozkladu o gestoseci
p*(x|2*(y), ko) okreflonej przez (4.6) byla réwna ryzyku warunkowemu, to
zZnaczy, zeby oprécz (4.7) spelmiony byl warunek

(416) | R[w, o"(y) krexp{— k. Rz, " ()]} dy (2) =
X
= 1{ Rz, o*(y)]p(=|y)dy ().

Pokazemy, ze dolaczenie tego warunku do zalozen twierdzenia 2
prowadzi réwniez do oszacowania (4.15). :

TWIERDZENIE 4. Jesli spelnione sq zatoienia twierdzenia 2 oraz re-
lacja (4.16), to
n

4,17 *ly) >
(4.17) @'y >4

exp

I%‘j'lm 2H(/;le) .

Dowéd. Oblieczmy najpierw lews strone (4.16). Wobec zalozen
twierdzenia 2 mamy

(4.18) L = [R[x,a"(y)1kexp{—k,R[z, a" ()]} dy(2) =
X
= [ aylm—a (9)1[0— a5 ()1x
X 4,7

X kleXP{—}Z27‘20’1’1[%—90:(.?/)][wf—-w}'(y)]}dmldmg wr d, =
t,7
= Yoy [ [o—a ()] [@—af (@)1
1,9 X ‘ :

n

x kyexp{— 3 3" 2hyay i — o} (9)] [ — 2] (9)]] doyda, ... dw, =

R
= Z i gy
Wi
gdzie przez A; oznaczyliSmy drugie momenty centralne wystepujacego
tu n-wymiarowego rozkladu normalnego.

Zastosowania Matematyki V 15
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Wiadomo, z wlasnofei rozkiadu normalnego (patrz Cramér [4],

§24.1 i §24.2), ze macierz f|Ay| jest macierza odwrotng do maecierzy
kllayll, & zatem

(4.19) . Al =

W] =1
o, lletggl| 2.

‘ak wiadomo,

1 .
llegl— = Tl (44l

gdzie przez A;; oznaczamy algebraiczne dopelnienie elementu a; w ma-
cierzy |la;l|. Poniewaz za§ dla kazdego j =1,2,...,n ~

n
D aydy = oy,

i=1
przeto‘wdbec (4.18) i (4.19) mamy
L = n[2k,,

a zatem (4.16) jest spelmione dla k, = n/2r(2*|y). Podstawiajae te war-
t0§¢é -do (4.12) i uwszgledniajac (4.13) otrzymujemy po prostych prze-
kyztatceniach (4.17), co kotdezy dowéd.

Zauwazmy, ze jefli przy zalozeniach twierdzenia 2 podstawimy do
(4.8) za &, warto§é n/2r(x*|y) to otrzymamy réwnosé

* 1yn 2 .
(4.20)  7(z*|y) :—2%|aﬁ|f OXP;.[H(X”’HA‘(?”ET—(%I?/_))]'

Wystepujaca tu wielkosdé

(4.20a) A,[y, ni2r(=z*|y)]

bedziemy oznaczali krétko przez 4,(y).

W dotychezasowych twierdzeniach ustaliliémy zwigzki miedzy wa-
runkowym ryzykiem i warunkowsg entroplae A oto zmzek miedzy ryzy-
kiem i §rednig entropis:

TWIERDZENIE 5. Jesle spetm‘one 8q zwloz‘em'a, twierdzenia 2, to zachodzi
nierdwnosd

) * i 2 | i
(4.21) r(@®| ¥) 35— [ay[Vexp {;@— [H(X| Y)+,AI]},
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gdzie

(4.22) A, = fA,(y)dPy > 0.
Y

Dowéd. Calkujge stronami (4.20) otrzymujemy

* yn 2
(428)  r(0'|¥) =g agl™ [ exp{ [H(X19)+ 4w} aPr.
Y

Z nier6wnofci Jensena (patrz np. [13], rozdzial 3) wynika nieréwno§é

: 2 ) 2 -
a20) [exp 2@+ aPr > oxp {2 1 T 42

Y

To wraz z poprzednim daje nieréwno$é (4.21). Nieujemnosé 4, jest oczy-
wista.
Przechodzimy do omoéwienia decyzji obszarowych. Oznaczenie

X, ¥, Px,v, Pwa Py, y,p(xly), H(X|y), H(X|Y)

zachowuje dawny sens. Przypomnijmy dalej oznaczenia wprowadzone
w rozdziale II:

A(y) — obszar estymujacy,
0, xed,
(4.25) Ri{z|A) = — strata,
1, zeX— 4,
(4.26) Py(y) = Px,(X—A(y)) — ryzyko.

A oto definicja pomoeniezych rozkladéw prawdopodobienstwa, przy-
porzagdkowanych obszarom estymujgcyi:

Pxy(A)[y(4) ~ dla wed,
Pry(X—A)y(X—A) dla zeX—A4.

(4.27) dPx/dy = p*(z|4) %l

Zwracamy uwage, ze definicja (4.27) jest tak dobrana, ze wynikaja z niej
réwnofeci
(4.28) Pxj4(4) = Pxy(4),

(4.29) Phu(X—A) = P, (X—A).

Ta ostatnia, wobec (4.26), jest analogonem relacji (4.16), & obie sg réwno-
Wazne. _

Aby definicja (4.27) miala sens nie wymagajacy dodatkowych omé-
wiefl, w rozwazaniach dotyczacyeh decyzji- obszarowych przyjmujemy
generalne zatozenie
(Z,) y(X) < oo.
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Zdefiniujmy dalej wielkodé analogiczng do 4,(y):
(4.30)  dy(y) = f [—lgp* [#| A ()] (@|y)dy (@) —
—Xf[—lgp (@|y)1p (=|y)dy (2).

Wobee lematu 1 jest zawsze

(4.31) Ad:(y) =20,
& réwnoéé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
(4.32) p*[z| A(y)] = p(@ly)

prawie wszedzie wediug y.
Oto analogon twierdzenia 1.

TWIERDZENIE 6. Przy ustalonym obszarze estymujocym A(y) © yeY
dla kazdego k, > 0 zachodzi réwnosé

1
(4.33) Po(y) = k—a[H(le)—lg(y(A)—l— e~y (X — A))+ daly, ky)],

gdzie
&
(4.34)  As(y, ko) = f[ i |m|y By p(z|y)dy(w) =0,
(4.35) AP% .z, ldy £ p* (@] 4, k) £ ke R B,
(4.36) oy = 1

J!g.‘l’llei(-"%ﬁ)d?, (2) ‘

Dow6d. Jest to wniosek z twierdzenia 1 z tym, ze rolg 2*(y) obej-
muje A(y), strata zdefiniowana jest przez (4.25), a pomocnicze rozklady
prawdopodobieﬁstwa. P}l 4,x, definiuje si¢ analogicznie do (4.6) i (4.7)
przez (4.35) i (4.36).

Wobec (4.25) mozna wyznaezyé k, exphclte

= [y(4)+e 2y (X—A)]

Po podstawieniu k, do (4.3), (4.9) i uwzglednieniu (4.26) otrzymuje
i@ twierdzenie 6.

Przez dobér k, mozemy zapewnié spelnienie relacji (4.28). Latwo
spra.wdmé Ze dla.

[1—Po(y)]y(X—4)
Py(y)y(4)

(4.37) ky = 1g
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uzyskujemy pokryeie si¢ rozkladu Pk, 4.k, % rozkladem Pfg, 4 zdefinio-
wanym przez (4.27). Podstawiajae (4.37) do (4.33) otrzymujemy réwnosé

1
[1—P(y)]y(X—4)
Py(y)y(4)

ktoéra po dalszych przeksztalceniach daje
(4.39) —Py(y)1gPo(y) —[1—Po(y)11g[1— Py (y) ]+ Po(y)Ig[1—y (4) [y(X)]+
+[1—Po(n)]lgy(4) [y (X) = H(X|y)—1gy(X)+ 42(y)-

Na mbcy lematu 1 zastosowanego do lewej strony tej réwnosei (X dwu-

punktowe, p,(#;) = Po(y), p1(@:) = 1—Po(y), po(®) =1—y(4)[y(®),
Pa(®;) = y(A4)/y(x) a role y z lematu gra liczno§é zbioru) wnosimy, ze jest

ona niedodatnia. A zatem

(4.40) H(X |y)—lgy(X)+ d5(y) <O

1 réwnodé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

(4.40a) Pyy) =1 — rd)

y(X)

(4.38) Py(y) = {H(X |y)+1g[1—Py(y)]+ Az(,y)},

lg

Rozpatrzmy teraz funkcje
(4.41) M(P,2) = (1—P)lgz+Plg(1—2)—PlgP—(1—-P)lg(1—P)
0<P<1 0<2z2<1.

Wiemy juz, ze M(P,2) <0 1ize M(P,2) =0 dla P = 1—2. Zbadajmy
przebieg funkeji M (P, ?) traktowanej przy ustalonym P jako funkecja 2,
a przy ustalonym 2z jako funkeja P. Mamy

OM(P,s) 1—z—P
0z T oe(l—2)

(4.42)

Widzimy stad, ze przy ustalonym P

>0 dla z<1—P,
=0 dla #z=1—P,
<0 da 1-P<z

OM(P,2)

(4.43) >

i 26 wobec tego M(P,z) traktowana jako funkecja 2z przy usta.lonym P
hajpierw rosnie od — oo do 0, a potem maleje od 0 do — oo,
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Oznaczmy przez K(h,P), [0 <P <1, —co< h < 0,0 < K(h, P) <
< 1—P], funkeje odwrotng do rosnacej galezi funkeji M (P, 2), P = const:.
Funkcja K (k, P) jest wiee przy ustalonym P funkecjg okre§long na pélosi
—oo < h <0, rosngeg od 0 do 1—P. Wykresy tej funkeji pokazane sa
na rysunku 4:

K{hP)

Mamy dalej

OM(P,?)
oP Pz

(4.44) _ g3t

Widzimy stad, ze przy ustalonym z

>0 dla P<l—z,
=0 da P=1—z,
<0 da 1—2z<P,

OM(P, 2)

(4.45) e

a wiec M (P, ) dla stalego 2 na.jpierw rosnie od lgz do 0, potem maleje
od 0 do lg(1—=2).

Oznaczmy przez K,(h,z2), [0 <2<1, lgz <0, 0 <K, (h,?) <1—2]
funkej¢ odwrotng rosngocej gatezi funkeji M (P, 2) dla statego 2. K,(h, 2)
jest wiec, przy ustalonym 2z, okre§lona w przedzmle lgz < h < 0 i rosnie
W tym przedziale od 0 do 1—=z. Wykresy funkeji K,(h, z) pokazuje
rysunek 5.

Zwréémy uwage, ze K (h, P) jest dla. danego kb i P mniejszym z dwu
rozwigzan wzgledem 2 réwnania

(4.46) . M(P,2) =h,
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oraz ze jest ono jednoznacznym rozwigzaniem réwnania (4.46), gdy
P+ 2z < 1. Podobnie K, (h, 2) jest mniejszym z dwu rozwigzan tego réwna-
nia wzgledem P przy ustalonym z oraz jest jednoznacznym rozwigzaniem
réwnania (4.46), gdy P42 < 1.

Pe
1 K,(hz)
a9
08
o7
06
o5
04
03
%

a1

Rys. 5

Z tego, co dotychezas powiedzielismy o funkecjach K (h; P)i K,(h, 2),
oraz z relacji (4.39) wynika nastepujace
TWIERDZENIE 7a. Zachodzq nastepujace mierdwnoscs:

(4.47) M) o RHZ ) —1gr(X)+ 4,), Py,
»(X)
- y(4)
(4.48) Py(y) = K, [H(le)—igy(.XH 4,(y), ——y(x)]-

Znak réwnosct zachodzi, jesli y(A)|y(X)+Py(y) < 1.

Wiasnofei wystepujacych tu funkeji K(h, P) oraz K,(h,z) oméwi-
lismy poprzednio.

Udowodnimy ponadto

TWIERDZENIE 7b. Zachodzq relacje
(4.49) K (h, P) >exp{(h—H(P)]/(1—P)},
gdzie

(4.49a) H(P) = —PlgP—(1—P)lg(1—P)
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oraz
h, P
(4.50) i X P _
P-—0 €

Dowéd. Ze wzoru (4.41) widadé, ze
M(P,2) < (1—P)lgz+H(P),

& zatem dla funkcji odwrotnych do wystepujacyech w tym wzorze
(& traktowanych jako funkecje zmiennej 2) bedzie zachodzila nieréwnosé
przeciwna, ezyli (4.49).

Ze wzoru (4.41) widaé réwniez, ze

M(0,2) =lim M(P,?) = lgz,
PO
stad za$ przechodzge do funkeji odwrotnych ze wzgledu na 2 otrzymujemy
relacje '
K(h,0) = limK (h, P) = ¢",
P-o
ktora dowodzi wzoru (4.50).

W twierdzeniach 6 i 7 byla mowa o warunkowym prawdopodobier-
stwie Py(y) i warunkowej doktadnogei y[ 4 (y)]/y(X). Udowodnimy obecnie
analogon twierdzenia 5 otrzymany przez wziecie wartofei oczekiwanyech
wzgledem y. Oznaczmy

(4.51) Py =7(4]Y) = [Py(y)dPy,
Y
yA DY)  ryld)]
(4.51a) X=X _.Y X aPy.

W dalszym ciggu skorzystamy z nastepujacego lematu:

LeMAT 3. Jedli F(x,y) jest funkcja dwu zmiennych wypukie w ddt,
to dla dowolnych zmiennych losowych & i n zachodzi nieréwnodé
(4.52) EF(&,n) = F(EE, Ey).

Przez B oznaczono operacje usrednienia.
TWIERDZENIE 8. Zachodzq nastepujqce mierdwnodes:

i,

(4.53) % > K[H(X|Y)+4,—1gy(X), Py,

_ yA
(4.54) Py > K, [H(Xr Y)+4,—1gy(X), }%],
gdzie
(4.55) A,= [ 4,(9)dPy.
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Dowdéd. Poniewaz warto$ci argumentéw funkeji K i K, wystepujace
w.(4.53) i (4.54) 83 oczekiwanymi wartogciami odpowiednich argumentéw
wystepujacych we wzorach (4.47) i (4.48), przeto twierdzenie 8 okaze
si¢ konsekwencja twierdzenia 7a i lematu 3, gdy wykazemy, ze funkeje
K(h,P) i K;(h,%) sg wypukle w d6l. Poniewaz funkeja K(h,P) jest
odwréceniem rosngeych przy ustalonym P galezi funkeji h = M (P, z) ze
wzgledu na 2, (¢ <1—P), a K,(h,2) jest odwréceniem rosngeych galezi
tejze funkeji h = M (P, 2) ze wzgledu na P, przeto wystarczy udowodnié
wiasno$é wypuklosei w gére dla funkeji h = M (P, 2). Wiadomo, ze wa-
runkiem dostatecznym wypuklofei w gére jest niedodatnio§é drugiej
pochodnej, a to jest réwnowazne z jednoczesnym spelnieniem nieré6wnosei

(4.56) Mpp <O i Mpp Mp—Mb, >0,

gdzie Mpp, Mp, i M,, oznaczaja drugie pochodne czgstkowe funkeji M
wzgledem wskazanyeh zmiennych. Wobec (4.42) i (4.44) mamy

i 1
Mpp = — — — ——_
PP P l——P’
o 1 1
Moo= =3~ 12

1 1
22 (1—2)2

M, = —(1—P)
Stad widadé, ze pierwsza z nieréwnofei (4.56) jest spelniona. Po prze-
ksztalceniach otrzymujemy

) (1—P—=2)?
Mee Ma—Mee = 50 —prag—ap’

skad widaé, ze takie druga z nieréwnosei (4.55) jest spelmiona. To kotiezy
dowdd.

V. Wplyw stopnii wstepnego na stopnie decyzyjne

Postlugiwac sie b@dziemy oznaczeniami wprowadzonymi w roz-
dziale ITI: |
Y — przestrzent sygnatéw odebranyech,
Y’ — przestrzen sygnaléw uproszczonych,
T(y),yeY,T(y)e Y’ — operacja upraszezajaca,
- Pxyy — rozklad prawdopodobiefistwa w przestrzeni X x ¥’ wyni-
kajacy z operacji T oraz rozkladu Py, y,
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Px, — warunkowy rozklad prawdopodobienistwa X przy ustalo-

nym y'eY wynikajgcy z Pxxy,
P(x|y’) — gestosé rozkladu Px, wzgledem y,
Py. — rozklad brzegowy na ¥’ wynikly z Px, y.,

(5.1) H(X|y) = 1{ [—lgp(@|y)]p(aly)dy ()
jest to entropia przy ustalonym y’, a

@m Huqrhzjmxmmwp

jest to Srednia entropia.

Zgodnie z rozwazaniami rozdzialu III wprowadzimy jeszoze dwa
0znaczenia: .

. PWW@W
3 4 = —1 a

jest to miara jakoéci stopnia wst¢pnego przy ustalonym ye¥, a

(5.4) Aoy = [ Agly)aPy
¥

jest to drednia miara jakosci stopnia wstepnego.
TWIERDZENIE 9. Zachodzq zwiqeki

(5.5) A, = H(X|Y)—H(X|Y)
oraz
(5.6) 4, >0,

pray czym znak réwnoses zachodzi wiedy i tylko witedy, gdy

p(21y') = p(=|y),

tj. gdy statystyka y' = Ty jest dostateczna.
Dowéd. Mamy

f Am(®)4Pr = {f B p(wlz(g)] (m‘y’d”‘w’}”"v:

- [{ J [~1gp (o1 7))~ (~ P @ ¥))p 2l y)ay (@)} aPp =
Y

= [{[ Fesbirwilp ey J (g2 (aly)1p (@ly) dy (a)) aPy =
X
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= [{[1-epleirwllp @lnay@) apy— [HXIPr=
Y Y
= [{[-erEizw)lp@inay @) apy—a | ¥) =
Y

- f [—1gp(#|T(v)|dPxy—H(X| Y),

x ¥

M

ezyli
(8.7  [Ade@)dPr= [ |~lgp(@|T®)|dPx.r—H(X|T).

Xx¥Y

Ale w my§l definicji Py, y- dla kazdego 4 C XX Y’ jest
Pxyr[T-*(A)] = Px,y(4).
W szezegblnosei dla kazdego rzeczywistege a jest

Px.r({(@,9): 1gp(0| T(y) < a}) = Px.vl{(z,¥): igp(@ly') < a}).
Wiynika stqd,_ 70
| |-lep(@iT@)|dPxr = [ [—lgp(@]9)]dPx.y =

Xx ¥ Xx ¥’

= f{f[—lgp (.mly’)]p(wly')dy(m)}dpy =
Y X
) 2 o

Te zwigzki wraz z (5.7) dowodzg wzoru (5.5). Na mocy lematu 1 dla
kazdego y< Y jest A, (y) > 0, przy czym znak réwnofci zachodzi whedy
i tylko wtedy, gdy p(x|y) = p(x|y’). Stad, wobec definicji (5.4), otrzy-
mujemy (5.6), co konezy dowdd.

- Wprowadzona tu €rednia miara Jakoéel stopnia wstepnego Asw
Jest fcifle zwigzana z ilo§eig informacji o przestrzeni X otrzymywana
ba podstawie sygnaléw odebranych wye¢Y, zdefiniowans przez Shan-
nona [15] wzorem

(5.8) I(X:Y) = H(X)-H(X|Y),
gdzie oznaczaja

7D = (|- lg%{] aPy

entropie a priori, a Px rozklad a priori w przestrzeni X wynikajacy z roz-
kladu P XxV» ;
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Ilo§é informaeji o przestrzeni X otrzymywana na podstawie sygna-
16w przeksztalconych %'¢Y’ wynosi

(6.9) (X Y)=HX)-HX|Y).
Zatem
(5.10) I(X:Y)-——_I(X:Y’) = H(X|Y)—HX|Y) = 4,,.

Tak wige §rednia miara jakosci stopnia wstepnego rowna si¢ stracie infor-
macji. w sensie Shannona.

Podstawmy we wzorach (4.21), (4.53), (4.54), Y’ zamiast Y oraz
y' zamiast y. Oznaczmy przez A, oraz A, wielkoSci, ktére otrzymamy
¢zynige podobne podstawienia we wzorach (4.22), (4.55) definiujgeych 4,
oraz A,. Korzystajac ze wzoru (5.5) mamy

(611) r@"|¥) = [ Rl2,a*(y))dPx.r >
XxY'

> {'2H,XY A Z’}

DAY Ay’ L
(5.12) (A41¥) =f” (y)dPY,>K[H(X|Y)+AHW+A£,P0L
v X & X

| g
(8.13) r(A]¥) = [ Po(y')dPy'>K1[H(X1Y)-‘I—ASW+A;, %{]
J

Nier6wno§é (b.11) jest analogiczna do nieréwnosci Rao-Craméra
(zobacz: [4], rozdz. XI). Jedna z réznic miedzy tymi nier6wnosciami
polega na tym, ze nieréwnodci Rao-Craméra odpowiadaja punktowi wi-
dzenia strony nadawezej, podezas gdy nieréwnosé (5.8) odpowiada punk-
towi widzenia strony odbiorczej. Nieréwnosei (5.12) i (5.13) stanowiag
analogon nieréwnodei Rao-Craméra dla decyzji obszarowych.

Ze wzoréw (5.11)-(5.13) widad, ze wprowadzone przez nas wielkogei
A, oraz 4, maja sens straty informacji wskutek decyzji. Ze wzoréw tych
widaé tez, ze rozpatrywana tu frednia jako§é stopnia wstepnego A,
ma duzy wplyw na kresy dolne straty, gdy 4, jest duze w poréwnaniu
z A4y ub 4;.

Jak to wynika z rozdziatu IV, dla pewnych rozkiadéw prawdopode-
bienstwa oraz straty, strata informaecji wskutek deeyzji moze-byé réwna
zero. Zatem wielko§é A , stanowi rzeczywifcie uzyteczne kryterium
jakodci stopnia wstepnego w przypadku, gdy rozklady prawdopodo-
bieristwa i strata sa zblizone do takich specjalnyeh rozkladdéw i strat.
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W przypadku deecyzji punktowych 4,(y) =0, gdy strata zdefinio-
wana jest jako uogdlniony kwadrat bledu (wzér (4.11)), a rozkiady sg
gaussowskie. ' .

W przypadku decyzji obszarowych A,(y) = 0 dla rozkladéw typu
prostokgtnego. Do rozkladéw takiego typu zblizaja sie rozklady w zbiorze
diugich ciggéw zbudowanych z elementarnych sygnatéw, jesli obowigzuje
prawo wielkich liczb. Dla sformalizowania tego stwierdzenia Wprowar
dzimy nastepujgce oznaczenia:

V  — gygnat elementarny bedacy zmienng losows mogaca przyj-
mowaé wartosei v, (k=1,2,...,K) z prawdopodobien-
stwami P Ic(y ),

.’L'(M) — (/U(l)’ /')(2)’ veny /v(M))’

v — sygnal nadawany, ktory jest ciggiem zbudowanym z M

niezaleznych zmiennyeh losowyeh typu V,
A(y, M) — zbiér sygnaléw 2™ takich, ze ilo$¢é sygnaléw ele-
. mentarnyeh przyjmujacych warto$é v, wynosi

M (Py(y)+ ex(M)),

Py, M) — pra.wdopodobieﬁstwo, ze sygnal « lezy poza sbiorem
Ay, M) (wzér (2.7)),

o — miara w przestrzeni ciggéw 2™ zdefiniowana jako
' liczebno§é,
A;{y, M) — strata informacji zdefiniowans wzorem (4.30),
(5.14) H(V|y) = 2[ In Py(y)1Px(y)
fe==1

— entropia zbioru sygna.léw elementarnych.
- Wydaje sig, ze moina tak dobra¢ szybko§é malenia liczb (M)
wraz z M, zeby byly spelnione réwnoecze$nie dwie zaleznofei

. Aa(y, M)
5.15 faut L4 Rnl A
(6.15) R T
(5.16) . lim Py(y, M) = 0.

: M-

Poniewaz H(X™|y) = MH(V|y), to korzystajac ze wzoréw (5.15)
Oraz (5.16), wzoréw (4.47) oraz (4.50) i twierdzen 7Ta oraz 7b otrzymali-
byémy podstawowg w teorii Shannona zalezno§é miedzy entropig a licz-
hoseig zbioru eiggéw ,,prawdopodobnyeh” (patrz np. [2]):

(5.17) " lim 1gyo[A1k}@/,M]__H(V‘y).
M0
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Zaproponowana metoda prowadzilaby réwniez do zwigzkéw miedzy
Py(y, M), yoA(y, M) oraz H(V |y) dla M skoniczonych.

.Z przytoezonych tu rozwazan widaé, iz wielka rola ilodei informaeji
w- teorii Shannona wynika stad, ze wechodzg tam w gre rozklady
prawdopodobienistwa i decyzje, przy ktérych strata informacji 4,(y)
jest mada.

VL Jednoznacznosé definicji miary jakosci stopnia wstepnego

Uzyskéme W poprzednich rozdziatach rezultaty wynikaja bezpo-
§rednio z tego, ze funkcjonal

(6.) a0 = [| 18 22 p@irio),

X

gdzie p,(x) i pa(x) sa gestosciami prawdopodobiefistwa, jest nieujemny
i ré6wna sig zeru wtedy i tylko wtedy, gdy p, (%) = p,(x) prawie wszedzie
wzgledem riiary y.

W rozumowaniu naszym przyjmowaliSmy punkt widzenia strony
odbiorezej. Niektore analogiezne wyniki, odpowiadajace punktowi widzenia
strony nadawezej, uzyskali S. Kullback i Leibler (patrz [7], [8], [9]).
Latwo zauwazyé, ze réwniez i w tych pracach omawiana wlasnogé
funkcjonalu A(p,; p,) odgrywa zasadnicza role; w szczegblnodcei poka-
zano tam, iz wynikaja z niej bezpofrednio nieré6wnofei Rao-Craméra.

Oznaoczmy przez (&) funkecje zmiennej rzeczywistej £ Zbadamy,
czy oproez funkejonalu A(p,, p,) istnieja funkejonaly

62)  B(p1,p:) = [o(p2(@))pr(@)dy(@)— [ (p(@))py () dy ()
X X

takie, ze
D(pyy ps) = 0,

a znak réwnosei zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy p,(x) = p,(») prawie
wazedzie wzgledem y. Dla takich funkejonaléw mozna by skonstruowadé
nieréwno$ci analogiczne do nieréwnofei dotyezgeyeh funkejonatu
A(py, pe) 1 mozna by stosowaé je jako miare jakodci stopnia wstepnego.

Zwr6émy uwage, Ze zagadnienie sprowadza sie do znalezienia funk-
cjonaléw postaci '

Y (p1y pa) = f‘)”(}?z(a’))]’x(.w)d?(m)r
b g
ktére przy kazdym p,(z) osiggaja infinimum ze wzgledu na p,(») dla

P2 (%) = p, (). Czefoiows odpowiedZ daje twierdzenie; ktére, jak sie wy-
daje, mozna uogélnié ng znacznie szerszy klase przestrzeni.
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TWIERDZENIE 10. Jedeli funkejonal

K
(6.3) Y(Py, Py) = D) ¢[Py(an) 1Py (aw),

k=1

gdzie dodainie liczby Py(wy) oraz P,(m) spelniajq zaleinodes

K
(6.4) D Py(m) =1,
k=1
(6.5) Z‘Pg (@) =1,
k=1

a @(&) nalezy do klasy C,, osiqga przy kagdym dopuszezalnym zbiorze liczb
P, (wy) ekstremum ze wzgledu na Py(wy) dla Py(wy) = P,y (xy), to

(6.6) p(&) = A'lgé+b,

gdzie A’ i b sq stalymi.
Dowé6d. Rozpatrzmy ustalony zbiér liezb dodatnich P; (), k e=
=1,2,..., K, spelniajgcych warunek

}j Pi(@y) = 1.

k=1

Warunkiem koniecznym, zeby funkeja
‘ K
(6.7) V(P}, Py) = D ¢[Py(m)1P} ()
k=1

osiggata ekstremum ze wzgledu na K zmiennych Py(xy), k = 1,2, ..., K,
spelniajacych dodatkowo warunek uboczny

K
(6:8) D Py(@) =1,
k=1

jest, by wartodci ekstremalizujgce Py(wy) i mnoznik Lagrange’a A’ spel-
nigly K+1 réwnan
(i?;

6.9 )
(84 A |eByay)

Pi(z)+A =0, k=1,2,..,K,

K .
(6.10) D) Py(ay) =1.

Fee=1

Zgodnie z zalozeniem ma zachodzié
Py(xy) = Pi(2y), k=1,2,...,K.
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Zatem funkeja @(£) musi spelniaé K réwnan

dy )
3¢ /ey

przy czym A’ dla ustalonego zbioru liczb Pj(xzy) jest stals.

Oznaczmy przez Pi' () inny dopuszezalny zbiér, a przez A’ analo-
giezng staty dla tego zbioru. Jezeli przyjaé, ze P’ (x;) = Py(,), to A’ =
= A". Czynige dodatkowe zalozenie, ze K > 3, i korzystajac z zalozenia,
ze omawiana wlasno$é ekstremalna funkeji (6.7) ma byé spetniona dla
wizystkich dopuszezalnych zbioréw liczb P;'(w), widzimy, ze dla
0 < & <1 funkeja @(£) musi spelniaé réwnanie

(6.11) | ( Pim)+ 4" =0,

dep ,
TE£+A =0,
a zatem
| p(€) = —A'lgé+b,
c.n. d.

Autor pragnie podzigkowaé profesorowi S. Zubrzyckiemu za wiele cen-
nyeh uwag i za pomoc przy przeredagowaniu pierwotnej wersji pracy.
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J. SEIDLER (Gdafsk)

ZWIAZKI MIEDZY TEORI4 INFORMAOJI
A TEORIA FUNEKOJI DROYZYJNYCH
W ZASTOSOWANIU DO ZAGADNIEN TELEEKOMUNIKACJI

STRESZCZENIE

Celem pracy jest ustalenie zwiazkéw miedzy teoria informaecji a teoria funkeji
decyzyjnych, a w szczegélnodei zaleznobei miedzy ryzykiem, entropia i miara ilofei
informacji. , :

W pracy rozpatruje si¢ dwa podstawowe typy decyzji: decyzje punktowe i de-
cyzje obszarowe. Dla ich. opisu Wp'rowa.dzamy nastepujace oznaczenisa:

X — przestrzen sygnaléw nadawanych,

Y  — przestrzeh sygnaléw odbieranych,

Px .y — prawdopodobienstwo w przestrzeni Xx ¥,

Pxy — prawdopodobienstwo warunkowe w X przy ustalonym, yeY, -

Py - prawdopodobienstwo brzegowe w Y,

Decyzja punktowa jest sygnalem naleigcym do przestrzeni X, ktéry jest przy-
porzgdkowany sygnalowi odebranemu ye¥. Oznaczamy ja przez z*(y)eX. Dana
jest funkeja straty R(z’, 2”), #’¢ X, #”’¢X. Ryzyko warunkowe 7 (#*|y) zdefiniowane
jest wzorem, (2.1), a ryzyko r(s*|¥) wzorem (2.2).

Decyzja obszarowsa jest zbiorem zawartym w przestrzeni X, ktéry przyporzadko-
Wwuje sig sygnalom odbieranym. Oznacza sie ja przez A(y). Dana jest miara y w X.
Przy ustalonym yeY jako&é decyzji opisana jest przez dwie liczby: Py(y), y[A(y)]
(wzory (2.7), (2.8)). Jakosé &rednia zdefiniowana jest wzorami (2.6), (2.9).

Nastepnie wprowadza sie pojecia stopnia wstépnego, ktéry dokonuje operacji
had sygnalem odebranym, zanim zostanie powzigta deeyzja. Czlon ten opisany jest
Przez operacje T odwzorowujaoca przestrzen ¥ -w przestrzen ¥’. o

Zastosowania Matematyki V : 18
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Zwiagzki miedzy jakofcia decyzji a entropia H (X|y) (wzbr (4.2)) otrzymuje sie
definiujac pomocnieze rozklady prawdopodobieistwa zaleine od decyzji.

Dla decyzji punktowych rozklad taki zdefiniowany jest wzorami (4.6) oraz (4.7),
a zwigzki daja wzory (4.8) oraz (4.9). Wystepujaca w tych wzorach stala k, jest
dowolna. Rozpatruje sie r6zne metody wyboru %,. W szczegélnosei, gdy przestrzen X
jest euklidesowa a strata zdefiniowana wzorem (4.11), to k, mozna ustalié z warunku
(4.16). Prowadzi to do zaleinodci (4.20). Uogélnienie jej dla wartosei &rednich daja
wzory (4.21) oraz. (4.22).

Dla decyzji obszarowych pomoeniczy rozkiad definiuje sie wzorem (4.27).
Zaleznosdé miedzy P, (y), YL A(y)] i H(X|y), analogiczna do (4.20), dana jest wzorami
(4.39), (4.47) oraz (4.48). Znak réwnoéci w dwu ostatnich wzorach wystepuje, jesli

yA
y_X+Po(y)\<‘ 1.

Funkcje K (h,P) oraz K, (h,2z) sa zdefiniowane jako funkcje odwrotne rosngosj
gatezi funkeji M (P, 2) danej wzorem (4.41). Zaleznod&é dla wartodei érednich zdefi-
niowanych wzorem (4.51) daja wzory (4.53) oraz (4.54).

Nastepnie dowodzi si¢ (wzér (5.5)), Ze Srednia jakoéé stopnia wstepnege gy,
zdefiniowana wzorami (5.3) oraz (5.4) jest ré6wna réinicy entropii frednmich (wzory
(4.8), (6.2)) przy y lub y’ = Ty ustalonych. Korzystajac z tego otrzymuje si¢ osza-
cowanie jakofei decyzji punktowych i obszarowych podejmowanych na podsta-
wie sygnaléw na wyjéciu stopnia wstepnego — wzory (5.11) do (5.13). Sz to nowe
zwiazki typu nieréwnodei Rao-Craméra. Ze wzoréw tych widaé, Ze wprowadzone
wielko&ci 4, (y) oraz 4,(y) maja sens straty informacji wskutek decyzji.

Rozpatruje sie zakres zastosowan otrzymanych nieréwnoéci.

W ostatniej czedoi pracy zwrécono uwage na to, ze otrzymane rezultaty wynikaja
bezpoérednio z tego, iz funkejonal 4 (p,, p,) dany wzorem (6.1) jest nieujemny i réwna
si¢ zeru wtedy i tylko wtedy, gdy p,(®) = p,(x). Udowodniono nastepujace twier-
dzenie o jednoznacznosei:

Jezeli dla kaidego zbioru liczdb Pi(wg), k¥ = 1,2,..., K, spelniajecych warunek
(6.4) funkejonat '

, K
¥(Py, Py) = kZ @ [Py (1) 1Py (wr)
=1

osiqga minimum ze wzgledu na Py (%) spelniajace warunek (6.5) dla P, (xg) = P, (wg), to

@(&) = A'lgé+b,
gdeie A’ i b sq stalymd.

. CEHJIEP (Tnamsom)

CBA3HA ME]R,ZI'.V TEOPHEH HHOOPMALHY o TEOPHEH PEHNIAROITUX

lD.VHIfHIJﬂ B INPUHJIOKEHHH K BAJAYAM TEIEKOMMYHHEKAIHH
PE8IOME‘

Hensio paborsl ABASeTcsA yCTAHOBIEHME CBABeH MemLy Teopmell mHPopmaumit
u Teopmedt pemalomux (YHEKOWE, a B 0CO0EHHOCTH YCTAHOBIEHME BaBMCHMOCTH
MOKRIY: PHCKOM, SHTpOOMER m Mepolt xonudecrsa mHPOPMARHE. ‘



Zwigzki miedry leoria informacji a teoriq fumkeji decyzyjnych 243

B 'pafore paccMaTpumBaercs ABA OCHOBHHIX THIA pelmeHuif: pelmeHHA Toue-
4yusle ¥ pemenusa oGuactueie. J{ufg MX OnWCaHUS BBOJATCH CiAeyomue 0003HAYSHNSA:

X - — TPOCTPAHCTBO IePEAaHHHX CHUTHAJOB,

Y  — mpoCTPaHCTBO NPWHATHX CHATHAJIOB,

Px,y— BepoATHOCTH B mpocrpancree X X ¥,

Pxyy — ycnopHAA BEPOATHOCT: B X mpm sajaHHOM yeX,

Py — rpammuHas BepoATHOCTHL B Y.

Tovyeuysnoe pemenue — 5T0 CHUIHAN NPHHAMJEHAMUA IpocTpaucrsy X — Ko-
TOPHI CTABHUTCA B COOTBETCTBUE npnna‘romy ye¥. OGosmauum eé 2*(y)eX. 3agmama
- pymxnms morepm R (%', x”’), a’eX, x’eX. Ycmosume puexu r(x*|y) ompemememt
dopmymoit - (2.1), puex r(»*|Y) Popmyaoi (2.2). ObGmacrHoe peumieHHe — 2TO MHO-
#mecTBo A (y) C X comepmumoe B mpocTpaHCTBe X, KOTOPOE CTABUTCH B COOTBETCTBHE
npuaAToMy yYe Y. [lana mepa y B X. IIpm samamnom yeY KavyecTBO peuleHWs ompe-
neaserca paByma umcaamum: Pgly), v[4(y)] (dopmynn (2.7), (2.8)). Cpenmee kade-
creo ompejexeHo Popmyxnamm (2.6), (2.9).

B pagpHeltimeM BBOGMTCH NOHATHE NPeRBAPMUTENLHOTO 3BeHAa KorTopoe mpeolpa-
30BHBAeT NPUHATHI CHTHAX 70 COBEPUICHHs PemMEHHA. IieH 9TOT ONHMCHBAETCA Ome-
paropom T orofpaskaioImuM MPOCTPAHCTBO Y B npocrpancrso Y.

Cessu Memjy KauecTBoM pemenuit u anrTpoumelt H(X|y) (popmyna (4.2)) mo-
y4yaeM, onpegenss BCIOMOTATeJAbHHE paclpereleHrs Bepoa'moc'reﬁ KOTOpHE 3aBH-
CAT oT pemmeHuH.

Jdas ToueYHHX pemennﬁ: 3T0 pasmoMeHme ompejenaserca dopmynamu (4.6)
n (4.7), a cBasu faior Gopmynst (4.8) um (4.9). [locronnran k, B o1ux gopmynax ABuA-
eTCA NPOUBBONbHOM. PaccMaTpuBaloTcs pasITudYHEE MeTORH BeGopa ky,. B wacrmocrw,
Korga X eBRIMAOBO IPOCTPAHCTBO, a HOTepa ompeAeaeHa Gopmymoit (4.11), o k,
MORHO TOJY4YuTh M8 ycaosus (4.16). IIpusoaur 310 K saBucumoctd (4.20). OGo6menue
€8 nua cpemHux mpusogur K Qopmyram (4.21) u (4.22).

* Jlaa o6nacTHHX pPeleHUH BCIOMOraTeIbHOe pacupejeleHme olpenpenserca §op-
Mynoi (4.27). BasmemMmocTs MemAy P,(y), y[4A(y)] m H(X|y), amamormuma (4.20),
‘ompepenserca fopmyaamu (4.39), (4.47) u (4.48). 3HAK PaBEHCTBA B ABYX HOCHE AHUX
dopmynax mmeer Meero, ecum

A
i} ¥ +Pow <

DQyaroun K (h, P) u K,(h,?) ompememeHn Kak 00paTHbe QYHKUUHM Bo3pacTaomeH
Bernm Ppynxumn M (P,z), sajmanHoit dopmymnon 4.41 npw P u 2, cooTBeTCTBEHHO, 3a-
PurcupopaHHHX.

3aBMCHMOCTH IIA CPeJHUX BHAUYeHMit, OIPENEeNEHHHIX q)opmynoﬁ (4.61); naror
dopmyan (4.53) m (4.54).

Iorom mokaswmBaerca (Popmyma (5.5)), 4TO CpefjHee KadecTBO MPeBAPHTEIHLHOTO
8BeHA Agy, ONpEeNeNeHO cbopmynamn (5.3) m (5.4) ¥ paBEO pasHUNeE CPeAHUX SHTPOIHH
(Popmynsr (4.3), (5.2)) npr y, ¥’ = Ty — saduxcupopamuux. Mcmonsays 370, MOIy-
TaeM OmEHKY KaUeCTBA TOUEUHHX M OOJACTHHX peUIeHWE, KOTOpPhie NIOJYydYaercs Ha
Gage BHXO0J0B NpeNBAPHTENbHOro 3BeHa — Qopmyan (5.11) mo (56.13). 9T0 HOBHE
CBasym runa HepaseHcTB Pao-Kpamepa. Vs atux GopMysn BEAHO, 4TO BBeISHHLIE BeJH-
YMRH A,(y) ¥ dy(y) mMeloT CMHCR HoTepM XHOPOPMAUMH BCIEACTBHN DPeLIeHUs.

Pacemarpusaerca 06inacTs NpuMeHeHHH IONYYeHHHX HEPABEHCTR.

B mocmepmeit wactn paborm olpamaercs BHMManue Ha TO, 4TO MOIYYeHHHE pe-
SYNLTATH BHTEKAT HENMOCPEICTBEHKO U3 Toro, 4To QYERKHUOHAN A (P, Py), 3aXAHHKM
‘I’OPMynoﬁ (6.1), HeoTpmmaTeNeH M PaBeH. Hyuio TOTAA- M TOJIBKO TOrAa, KOrpa
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p1(x) = py(w). [doxasmpaercs CIeAywINee IPeRIoKeHNe, Kacaoleec® OXHOBHA-
YHOCTH : ' ' '
Ecau 0an wamcdozo muoocecmea wucen Pylxy), k= 1,2, ..., K, nodwunswowezocs

yeaosuio (6.4) Ppyrnryuonas
K

¥(P,,P,) = kZ @ [Py (wk) 1Py (k)
=1

docmusaem ycaoenozo Munumyma no nepemernbism Po(Xy) npu ewnoanerurn mpebosa-
nus (6.5), mo

p(§) = A'lgé+b,

2de A’ u b nocmoannuie.

J. SEIDLER (Gdansk)

RELATIONS BETWEEN THE THEORY OF INFOEMATION
AND THE THEORY OF DECISION FUN(CTIONS AS APPLIED
T0 PROBLEMS IN TELECOMMUNIOATION

SUMMARY

The aim of the paper is to establish the relations between the theory of infor-
mation and the theory of decision functions, and in partieular the relations between
rigk, entropy and amount of information.

Two fundamental types of decisions are considered: point decisions and domain
deoisions. The following notation is introduced for their deseription:

X  — space of transmitted sigials,

Y  — space of received signals,

Px,y— probability in space XX ¥,

Pxyy — conditional proba.bility in X for ye¥ fixed,

Py - boundary probability in Y.

A point decision is a signal belonging to space X which is associated with the
received signal ye¥. We denote it by #*(y)eX. We are given the loss function
Rz, 2), #’eX, 2" X. The conditional risk r(x*|y) is defined, by formula (2.1) and
the risk r(z*| ¥) by formula (2.2).

A domain decision is a set contained in space X which is associated with received
signals. It is denoted by A(y). We are given a measure y in X. For a fixed ye¥
the quality of the decision is deseribed by two numbers: P,(y), y[4(y)] (formulas
(2.7), (2.8)). The mean quality is defined by formulas (2.6), (2.9).

The author then introduces notions of the preliminary stage which performs
operations on the received signal before the decision is made. That stage is described
by operation T' mapping space ¥ into space ¥’,

The relations between the quality of the decision and entropy H(X|y) (for-
mula (4.2)) are obtained by defmmg auxiliary probability distributions dependent
on the decision.

For point decisions such a distribution is defined by formulas (4.6) and (4.7)
and the relations are given by formulas (4.8) and (4.9). The constant %k, oecurring in
those formulas is arbitrary. Various methods of ¢hoosing k, are conmdered In partie-
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ular when space X is Euclidean and the loss is defined by formula (4.11), then k,
can be determined by condition (4.16). This leads to relation (4.20). Its generah-
zation for mean values is given by formulas (4.21) and (4.22).

For domain decisions the auxiliary distribution is defined by formula (4.27).
The relation between P,(y), y[4 ()] and H(X|y), analogous to (4.20), is given by
formulas (4.39), (4.47) a.nd (4.48). The sign of equality in the last two formulas
holds if

A
TxTRm<1.
The functions K (k, P) and K, (h, 2) are defined as the inverse functions of the-inereas-
ing branch of the function M (P, 2) given by formula (4.41). The relation for the
mean values defined by formula (4.51), is given by formulas (4.53) and (4.54).

It is then proved (formula (5.5)) that the mean quality of the preliminary
stage dgy, defined by formulas (5.3) and (5.4) is equal to the difference of mean entro-
pies (formulas (4.3), (5.2)) for fixed y or y’ = Ty. Using this, we obtain an esti-
mation of the guality of the point decisions and domain decisions made on the ground
of gignals at the output of the preliminary stage—formulas (5.11) to (5.13). They
are new relations of the type of Rao-Cramér inequalities. Those formulas show that
the quantities 4, (y) and 4,(y) which have been introduced have the meaning of infor-
mation loss due to the decision. .

The range of application of the inequalities obtained is then considered.

In the last section of the paper the author points to the fact that the results
obtained follow immediately from the fact, that functional 4 (py> Ps) given by for-
mula (6.1) is non-negative and equals zero if and only if Py (®) = py(x). The follow-
ing unicity theorem is then proved: if for every set of numbers P, (2x); 6 =1,2,..., K
satisfying condition (8.4) the functional

K
¥(Py, Py) = Z @ [Py (%) 1 Py (i)
has its minimum with respect to Py (zx) satisfying condition (6.5), for Py (w) = Py (),
then
p(§) = A'lgé+ b,
where A’ and b are constants.



