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des objets géométriques abstraits
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§ 1. Introduction. Dans la premiére partie de ce travail nous
établissons la relation entre 1’équivalence de deux objets géométriques
abstraits purement différentiels et 1’équivalence des objets géométriques
particuliers apparttenant & des objets abstraits donnés (théorémes 1, 2,
3 et 4).

La seconde partie du travail contient des considérations qui sont
analogues & celles de la premiére, mais se rapportent aux relations entre
la notion du comitant algébrique d’un objet géométrique abstrait donné
et celle du comitant d’un objet géométrique particulier appartenant
a4 un objet géométrique abstrait donné.

Pour les définitions des notions utilisées dans ce travail nous ren-
voyons a [2].

I. Equivalence des objets géométriques abstraits

§ 2. Considérons deux objets géométriques a,“bstraits purement dif-
férentielles w et 6 avec les lois de transformation:
(1.1) o =Flo,l), weM,leLy,
(1.2) O =@G6,l), b6eN,leL;,
et dont les fibres sont M et N. Adoptons la définition suivante de I'équiva-

lence des objets géométriques abstraits (voir [2], p. 40):

DEFINITION 1. Les objets géométriques abstraits « et & avec les
lois de transformation (1.1) et (1.2) s’appellent équivalents s'il existe une
fonction biunivoque H qui transforme la fibre M en la fibre N

(1.3) 6 =H(w),
telle que la relation (1.3) entraine
(1.4) 0 =H(w').
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Si nous remplacons »’ et 6" dans (1.4) par (1.1) et (1.2) nous obtiendrons
(1.5) G{H(w),1] = H[F (v, )] .

Comme on le sait (voir [2], p. 44) pour montrer 1’équivalence des
objets géométriques avec les lois de transformation (1.1) et (1.2) il suffit
de prouver que ’équation fonetionnelle (1.5) (o H est la fonction inconnue)
posséde une solution biunivoque.

Considérons deux objets géométriques particuliers f et ¢ appartenant
respectivement aux objets abstraits avec les lois de transformation (1.1)
et (1.2). Supposons que ce soient des objets qui, pour un certain systéme
de coordonnées admissible U,, prennent respectivement les valeurs o,
et d,, done

(1.1%) f(l) = F(w,, 1),
(1.2') g(l) = G(6, 1) -

Si les objets géométriques abstraits avec les lois de transformation (1.1)
et (1.2) sont transitifs, dans ce cas les ensembles M et N sont les fibres
des objets f et g.

DEFINITION 2. Deux objets géométriques particuliers f et g sont
équivalents s’il existe une fonction biunivoque H telle que

(1.6) 9(t) = H[f(1)]
(voir [2], p. 39).

Nous donnerons maintenant la condition nécessaire et suffisante
pour que deux objets géométriques transitifs abstraits soient équivalents.

THEOREME 1. La condition nécessaire et suffisante pour que deux
objets géométriques abstrails transitifs avec les lois de transformation (1.1)
et (1.2) soient équivalents est qu’il existe deux objels géométriques équivalents
particuliers f et g qui appartiennent respectivement aux objets géométriques
transitifs abstraits avec les lois de transformation (1.1) et (1.2). |

La condition est suffisante. Supposons qu’il existe des objets géométri-
ques équivalents particuliers f et g qui appartiennent respectivement aux
objets géométriques abstraits avee les lois de transformation (1.1) et (1.2).
11 s’ensuit qu’il existe des éléménts w, et 8, qui appartiennent respecti-
vement aux fibres M et N telles que (1.1°) et (1.2').

Des hypothéses (1.1°) et (1.2") résulte qu’il existe une fonction biuni-
voque H qui transforme la fibre M en la fibre N telle que

(1.7) G (8o, 1) = H[F (e, )]
pour un ! arbitraire de I’ensemble L;. Nous allons montrer que
(1.8) G[H(w),!) = H[F (o, )]

sur l’ensemble M X L.
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Pour un o arbitraire de la fibre M il existe un élément ! dans 1’éh-
semble L, tel que

(1.9) w="F(w,l) e H@) =G, =0o.
De (1.7) résulte que
(1.10) G (g, 1-1) = H[F (w,, 1-1)]
pour [ arbitraire du groupe L;, (le signe ,,-'’ désigne 'opération de groupe

dans le groupe L;). Puisque les fonctions F' et G remplissent la condition
F[F(w,l,),l,] = Flow,l,-l,) ou G[G(,1,),1,] = G(d,1,-1,) respectivement
sur le ensembles M x L, et N xL;, il s’ensuit de (1.9) que

(1.11) F(w,l) = F[F(w,, 1),1] = F(w,, 1),
(1.12) G(6,1) = G[G (8, 1), 1] = G(dy, 1-1).
De (1.10), en tenant compte de (1.11), (1.12) et (1.9) nous obtenons que
G[H (@), ) = H[F (@, 1))

sur Vensemble M X L. Il s’ensuit de 12 et du fait que la fonction H est
biunivoque et transforme la fibre M en la fibre N que la preuve de la
suffisance de la condition est ainsi terminée.

La preuve de la nécessité de la condition résulte immédiatement des
définitions 1 et 2.

Nous donnerons maintenant une autre condition nécessaire et suffi-
sante pour que deux objets géométriques abstraits soient équivalentes.
Supposonts que les objets géométriques particuliers (1.1") et (1.2’) appar-
tiennent respectivement aux objets géométriques abstraits avec les lois
de transformation (1.1) et (1.2) en prenant dans un certain systéme de
coordonnées U, les valeurs w, et d,. Désignons par

Ly(wy) S {1: [Le LS eb f(I) = F(Gy, 1) = oo}

Lo(8y) = {1 e L3 et g(l) = G (o, 1) = &1} -

Les ensembles L;(w,) et L,(d,) (w, et &, fixés) sont les sous-groupes
du groupe L, (voir [3], théoréme 4). Nous les appelons sous-groupes de
stabilité des objets géométriques f et g (voir [5]). En utilisant les notations
sous-mentionnées nous pouvons formuler le lemme 4 de [4] de la maniére
suivante:

LEMME 1. Les objets géométriques particuliers f et g sont équivalents
st Ly(wo) = Ly(6,), €t dans ce cas seulement.

Du théoréme 1 et du lemme 1 nous obtenons le

THEOREME 2. Les objets géométriques abstraits transitifs avec les lois
de transformation (1.1) et (1.2) sont équivalents $'il exviste des éléments w,
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et”5, appartenant respectivement aux fibres M et N, telles que L,(w,) = Ly(6,),
et dans ce cas seulement.

Remarquons que le théoréme 2 donne le critére d’équivalence de
deux objets géométriques abstraits transitifs indépendamment de la
régularité des lois de transformation de ces objets.

En vertu du théoréme 2, pour montrer I’équivalence de deux objets
géométriques transitifs abstraits avec les lois de transformation (1.1)
et (1.2) il faut et il suffit de trouver deux éléments w, et J, appartenant
respectivement aux fibres M et N tels que les solutions des équations

F(wo; I} = wp, G(aoy l) = o

(! inconnu) soient identiques.
ExAMpLE 1. Considérons deux objets géométriques abstraits:
(a) 1la densité transitive avec la loi de transformation

(1.13) o =yw, we[(— oo, co)\{0}],
(b) la densité transitive de Weyl avec la loi de transformation
(1.14) & =ly|d, be(0, co).

Remarquons que pour un o, arbitraire de ’ensemble [(— oo, oco)\{0}]
et pour un 4, arbitraire de I’ensemble (0, oo) on a L,(w,) # Ly(d,). Alors,
en vertu du lemme 1, aucun objet géométrique particulier appartenant.
a ’objet abstrait avec loi de transformation (1.13) n’est équivalent 4 aucun
objet géométrique particulier qui appartient 2 1’objet geométrique abstrait.
dont 1a loi de transformation est (1.14). Il s’ensuit de 14 et du théoréme 2
que les objets géométriques abstraits obéissant aux lois de transforma-
tion (1.13) et (1.14) ne sont pas équivalents. Dans le travail [2], p. 43,
pour démontrer que les objets géométriques abstraits avec les lois de
transformation (1.13) et (1.14) ne sont pas équivalents, on utilise le fait
que les fonetions (1.13) et (1.14) sont réguliéres au sens de la définition 16
de [2], p. 43. Remarquons que L,(w,) C L,(5,). Nous profiterons de ce
fait dans la seconde partie de notre travail.

ExAMPLE 2. Considérons deux objets géométriques abstraits de.
Pensov ct et 3) dont lois de transformation sont:

g

1 — P, lauf 1(‘2’) + a5y

1 ] ’ fl[Fl(t)] =1,
an fr{w) + ay,

o=F, ["—M] . FFH] =1

an f; 2(‘3) + apy
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(voir [1], p. 65). Il est aisé de remarquer que I’on peut choisirAalz0 et a2)0

tels que fl(ctao) = fy(®y). De cette derniére égalité résulte que les sous-
groupes

1
1 1
Ly(ey) = |(an’ Qyzy Uo7 Qay): FI[M“Q)‘F_GI}] = wol ’

1
a1 f1(wg) + age

5 anfolwo) +aze| 2
Ly(wy) = ‘(au’ o1y Oyay Agp)t Fz[ﬁo—lz‘l = wo|

azlfz(az’o) + ag,

sont identiques. Il résulte de 13 et du théoréme 2 que deux objets géométri-
ques de Pensov quelconques @ et o sont équivalents (voir aussi [1], p. 65,
et [4]).

ExampLE 3. Vérifions que I’objet géométrique abstrait de Pensov »

n’est pas équivalent & la densité abstraite o obéissant A la loi de transfor-
mation

3’ = Fy[ (@) ap— am“m)'fa(g’)]y FolFa(t)] =1

(voir aussi [1], p. 65). Désignons par
La(&"’o) = {(an, Qypy Ggpy Uz3): F 3[(011 Qgo— azlalz)fa(‘?’o)] = ‘?’o} .

Remarquons que pour un 030 arbitraire de la fibre de 1’objet @ (— 3%,
2,—%, O)GLa(as)o), mais pour un c:;ﬂ arbitraire appartenant & la fibre de

I’objet de Pensov ® on a (—%,2,—14,0) ¢L1(&>0). 11 s’ensuit de 13 et du
théoréme 2 qu’un objet abstrait de Pensov n’est pas équivalent a la

densité abstraite cf».

§ 3. Supposons maintenant que les objets géométriques abstraits
avec les lois de transformation (1.1) et (1.2) ne soient pas transitifs. Sup-
posons que les fibres transitives des fibres M et N ne soient que les en-
sembles respectifs des familles

(1.15) {Mi}ter
(1.16) {Np}per

et | JMy=M, | JN,=N. Un objet géométrique abstrait avee la loi
{eT peP

de transformation (1.1) ((1.2)) réduite 3 P’ensemble M;x L (N, xL3)
est un objet géométrique transitif abstrait. Comme un objet géométrique
abstrait non transitif est la somme d’une certaine famille d’objets géomé-
triques transitifs il s’ensuit du théoréme 1 et de la définition 1:
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THEOREME 3. La condition nécessaire et suffisante pour que deux
objets géoméiriques abstraits avec les lois de tramsformation (1.1) et (1.2)
soient équivalents est qu’il existe une fonction biunivoque h qui transforme
Vensemble T en Uensemble P, telle que les objets géométriques transitifs avec
les lois de transformation (1.1) et (1.2) réduites respectivement aux ensembles
M, x L; et Npy X Ly, sont équivalents pour un t arbitraire de Densemble T.

De 1la et du théoréme 2 nous obtenons le

THEOREME 4. Pour que deux objets géométriques absiraits avec les
lois de transformation (1.1) et (1.2) soient équivalents, il faut et il suffit
qu’il existe une fonction biunivoque h transformant Uensemble T en I’ensemble P
telle que dans les fibres transitives M et Ny on puisse choisir les éléments my
et my de telle maniére que les sous-groupes Ly(my) et Ly(n;) soient identiques.

II. Les comitants algébriques des objets géométriques

§ 4. Soit un objet géométrique abstrait purement différentiel w avec
la loi de transformation

(2.1) o =Flw,l), weM,leL,
et la fibre M. Désignons par
(2.2) 6 = y(w)

la fonction de l'objet w et la loi de transformation (2.1) qui ne dépend
pas du choix du systéme de coordonnées. La fonction y détermine alors
un certain objet 4.

DEFINITION 3. L’objet 6 s’appelle comitant de Uobjet w. Si 6 est un
objet géométrique, nous appellerons § comitant géométrique de lobjet
(voir [2], p. 47 et 48).

Supposons que & soit le comitant géométrique de l'objet w et que
(2.3) & =G,

soit la loi de transformation de ’objet 6, N étant sa fibre. 8’il existe une
fonction yp vérifiant 1’équation

(2.4) Gly(w), 1] =y[F (o, )],
alors ’objet géométrique abstrait 6 avec la loi de transformation (2.3)

est le comitant géométrique de l'objet géométrique abstrait « dont la
loi de transformation est (2.1).

§ 5. Supposons que les fibres M et N des objets w et 4 soient transiti-
ves. Dans ce qui va suivre nous allons désigner respectivement par w et ¢
les objets géométriques abstraits avec les lois de transformation (2.1)
et (2.3).
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Considérons les objets géométriques particuliers f et g avec les lois
de transformation (2.1) et (2.3) (qui appartiennent respectivement aux

objets géométriques abstraits w et §) qui prennent dans un certain systéme
de coordonnées admissible U, les valeurs w, et d,. Alors

(2.1') )= F(wm 1),
(2.3") g(l) = G(d, 1) .

DEFINITION 4. L’objet géométrique particulier g (2.3") appartenant
a ’objet géométrique abstrait § s’appelle le comitant géométrique de
Pobjet géométrique f (2.1') appartenant & lobjet géométrique abstrait o §’il
existe une fonction y transformant la fibre M en la fibre N telle que

(2.5) g(t) =»[f].

Trouvons maintenant la relation entre les comitants algébriques
d’un objet géométrique abstrait donné et le comitant algébrique d’un
objet géométrique particulier appartenant & 1’objet géométrique donné.

THEOREME 5. L’objet géométrique abstrait transitif & est le comitant
algébrique d’un objel géométrique tramsitif abstrait w sil existe des objels
géométriques particuliers g et f, appartenant respectivement aux objets
géométriques abstrails 6 et w, tels que Dobjet géométrique particulier g est le
comitant algébrique de Uobjet f, et dans ce cas seulement.

La condition est suffisante. On sait par hypothése qu’il existe une
fonction y transformant la fibre transitive M en la fibre N et satisfaisant
(2.3).

Puisque les objets géométriques f et g ont comme lois de transforma-
tion respectivement (2.1) et (2.3), il s’ensuit qu’il existe des éléments «w,
et §, dans les fibres M et N que ces objets prennent dans un systéme
des coordonnées U,. De la nous avons (2.1') et (2.3").

Alors de (2.5) nous obtenons que

(2.6) G (8o, 1) = y[F (o, 1)] .
11 suffit de montrer que
(2.7) Gy(w), ] = p[F(w, )]

sur ’ensemble M x L,. La démonstration de (2.7) se fait comme la preuve
de (1.8) dans le théoréme 1. La condition est ainsi suffisante.

La nécessité de la condition résulte immédiatement des définitions 3
et 4. Désignons par

(2.8) Ly(wg) = {I: [Le L et f(I) = Fw,, 1) = w0},

(2.9) Ly8) = {1: [LeL et g(l) = G(d, 1) = &1} .

Annales Polonicl Mathematiei XXII 13
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Comme nous ’avons remarqué, les ensembles L,(w,) et L,(d,) sont
les sous-groupes du groupe L;. En adoptant les notations de [4], le théo-
réme 9 de ce travail, que nous appellerons lemme, peut étre formulé
comme il suit:

LEmMME 2. L'objet géométrique particulier g avec la loi de transforma-
tion (2.3) qui prend dans un certain systéme U, la valeur &, est le comitant
algébrique d’un objet géométrique particulier f avec la loi de transforma-
tion (2.1) qui prend dans le systéme U, la valeur w, st L,(w,) C Ly(d,), et
dans ce cas seulement. '

Du théoré¢me 5 et du lemme 2 nous obtenons le

THEOREME 6. L’objet géométrique transitif abstrait 6 de la fibre N est
le comitant d’un objet géométrique transilif abstrait o de la fibre M sl
existe des éléments w, et 8, appartenant respectivement aux fibres M et N
tels que Ly(wy) C Ly(dy), et dans ce cas seulement.

Nous avons remarqué dans I’exemple 1 que pour les objets géomé-
triques abstraits avec les lois de transformation (1.13) et (1.14) on a 'inclu-
sion L,(wy) C Ly(d). I1 en résulte, en vertu du théoréme 6, qu'un objet
géométrique abstrait avec le loi de transformation (1.14) est le comitant
algébrique de l'objet géométrique abstrait avee la loi de transforma-
tion (1.13).

§ 6. Supposons maintenant que les objets géométriques abstraits o
et & avec les lois de transformation (2.1) et (2.3) ne soient pas transitifs.
Supposons encore que les fibres transitives des objets w et & ne soient
que les ensembles respectifs des familles

(2.10) {M}ier
(2.11) {Nplper

et | J M, =M, | /] N, = N. Nous avons déja remarqué que I'objet géomé-

teT peP
trique abstrait est la somme d’une certaine famille d’objets géométriques
transitifs abstraits. Il s’ensuit de 14 et du théoréme 5:

THEOREME 7. L’objet géoméirique abstrait 6- est le comitant algébrique
de Uobjet géométrique abstrail o 8'il existe une fonction biunivoque h transfor-
mant Uensemble P sur T, telle que pour tout p € P Vobjet géométrique transitif
avec la loi de transformation (2.3) reduite & Uensemble N, x Ly, est le comitant
algébrique d’un objet géométrique transitif abstrait avec la loi de transforma-
tion (2.1) réduite a Uensemble My X Ln, et dans ce cas seulement.

En nous basant sur ce dernier théoréme et le théoréme 6 nous obtenons:

THEOREME 8. L’objet géométrique abstrait o est le comitant algébrique
de Dobjet géométrique w si les conditions suivantes sont remplies:
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(a) il existe une fonction biunivoque h qui transforme Uensemble P sur
Uensemble T et

(b) pour un p arbitraire de Uensemble P il existe des éléments m, et m,
appartenant respectivement aux fibres Np, et Mpy, tels que Ly(myp) C Ly(ny),
et dans ce cas seulement.
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