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Sur une forme de familles de fonctions commutatives,

par ZENON MoszNer (Krakow)

Résamé. En généralisant un théoréme de J. Aczél et A. D. Wallace [1] on démontre des
conditions suffisantes et des conditions nécessaires pour qu'une famille de fonctions commutatives
soit de la forme (3). On donne aussi des exemples de familles des fonctions commutatives qui ne
sont pas de cette forme. En particulier on considére des familles qui sont les solutions de I’équation
de translation.

J. Aczél et A. D. Wallace ont démontré dans [1] le théoréme suivant:
Si {tx}ier.xex> 00 T et X sont des ensembles arbitraires, est une famille
des fonctions tx: Tx X —+ X telles que

(1) Vi, teT VxeX: t(t'x)="t(tx)
(les fonctions de cette famille seront dites commutatives) et
(2 JacX VxeX AteT. ta=x,

dans ce cas X forme un demi-groupe commutatif par rapport a une opération
“«”: X x X - X avec I'élément neutre a et tel que

3) VieT VxeX: tx=(ta)+x.

L'implication (3) s (1) a aussi lieu.

J. Aczél m’a posé le probléme de généraliser ce théoréme. Dans cette note
je donne quelques remarques a ce sujet, en particulier une réponse partielle 4 ce
probléme.

1. Remarques preliminaires

1. La famille des fonctions {tx}.x.r, o0 X =1{0,1,2,3,4} et
T={0,1,2,3,4,5}, données par la table suivante:

> 1 2 4
¢ 0 3

0 {01 2 3 4
1 |1 20423
2 (201 3 4
3 |01 2 43
4 (1 20 3 4
51201 43
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est ’'exemple des fonctions de X dans X, commutatives, puisque la fonction tx
est une solution de ’équation de translation ¢,(t,x) = (t,0t,)x, ou O désigne
I'addition modulo 6, qui ne sont pas de la forme (3). La raison en est la
suivante: dans cette famille nous avons 6 fonctions différentes et dans X nous
avons seulement 5 éléments, donc nous avons seulement au plus S translations
a gauche différentes. De plus cette famille pour la méme raison ne peut pas étre
de la forme g(t)*x, ol g est une fonction de T dans X (remarquons que les
fonctions de cette forme sont commutatives).

2. Il existe des familles de fonctions commutatives qui ne remplissent pas
la condition (2) et qui sont de la forme (3) (la condition (2) est donc suffisante
pour que la fonction soit de cette forme, mais elle n’est pas nécessaire). Telle est
par exemple la famille qui a seulement une fonction constant (f (x) = b) sur un
ensemble X qui a plus d’un point. En effet, soit » une opération sur X\ {b} telle
que (X\ {b}, *) forme un groupe abélien et posons bxx = x*b = b pour chaque
x de X. Dans ce cas (X, ) forme un demi-groupe commutatif et de plus
b= f{x)=>bxx

3. La condition nécessaire pour que la famille {tx} soit de la forme (3) est
qu’il existe un a dans X tel que la puissance de I'ensemble {ta| te T} soit
supérieure ou égale a la puissance de I'ensemble des fonctions de la famille {¢x}.
Cette condition n’est pas satisfaite pour les fonctions dans la table ci-dessus.
Elle n’est pas satisfaite non plus si T = {0, 1, 3} pour les fonctions de cette
table (ici nous avons 3 fonctions différentes et la puissance de chaque ensemble
{ta| te{0, 1, 3}} pour a arbitraire de X = {0, 1, 3, 4} est égale 4 2). Dans ce
cas 1l y a moins de fonctions que d’éléments dans X, contrairement & ce qui
a lieu pour la table compléte.

4. On voit facilement que les fonctions tx = g(t)ox, ou g: T — X est une
fonction arbitraire et o est une opération sur X x X commutative et associative,
forment une famille commutative. On peut se passer du fait que cette famille
n’est pas de la forme (3) pour une opération . En effet, posons T= X =R et
tx = min(t, x). Si xOy:= min(x, y) rous avons tx = tox. Supposons qu'il
existait un a de X et une opération * associative tels que tx = (ta)*x,
c’est-a-dire t*x = (t*a)ox, d’ou min(t, x) = min(t, a)ox. Il en résulte alors que

a = min(a, a+ 1) = min(a, @)c{a+ 1) = min(a+2, a)o(a+ 1)
=min(a+2, a+1)=a+1,

donc une contradiction.
La forme g(t)ox est donc plus générale que (ta)*x pour la famille des
fonctions commutatives, mais ce n’est pas la forme la plus générale.

5. La famille des fonctions {tx},.r ey satisfaisant a (1) est de la forme (3) si
et seulement si cette famille peut se prolonger en une famille {tx},er cex, OU
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Tc T, telle que (1) et (2) sont satisfaites pour T’ au lieu de T; ainsi la
condition (2) est en un certain sens nécessaire pour que la famille {tx} soit de la
forme exigée (cette condition est naturellement suffisante d’aprés [1]). La
démonstration du fait que la condition est suffisante est évidente. Pour
démontrer ‘qu’'elle est mnécessaire supposons que (3) ait lieu et soit
X' = X\ {ta| te T}. On peut naturellement supposer que X' n T = &, Posons
T=TuX et

Vo = tx pour t'=teT et xeX,

~ ¢xx  pour eX et xeX..

On peut facilement vérifier que la famille {t'x},.7 ey €st un prolongement de
{tx}er ex Vérifiant (1) et (2).

6. 1l résulte de la remarque précédente qu’on peut remplacer la condition
(2) dans le théoréme de J. Aczél et A. D. Wallace cité plus haut par la condition

@) JaeX VyeX 3t,,....t,eT: t(t,(... {a) =y.

La condition (4) est plus faible que (2) comme le montre I’exemple suivant.
Soit X = Z (I'ensemble des nombres entiers), T = {—1, 1} et considérons la
famille des deux fonctions {x+1, x—1},.z. Dans ce cas (2) n’est pas satisfaite
et (4) a lieu.

IL. Cas ou T forme un groupe. Passons maintenant au cas ou T forme un
groupe par rapport a I'opération “+” et

(5 Vt,t'eT VxeX: t(t'x)=(t'+t)x.
Nous allons prouver le

THEOREME 1. Si la famille des fonctions {tx}cr xex, 08 T forme un groupe
avec notation additive, est telle que (1) et (5) ont lieu et

(6) Vx,yeX teT: (T,ct+T,+(—1t) ou T, < t+ T +(—1),
ot T,={teT| tx =x} pour xeX*=TX = {tx| te T et xe X}, et
7) IxeX VxeX: (T.<T),
alors (3) a lieu.

Démonstration. Sous notre hypothése nous avons (voir [5])
(8) tx = gi *(gi(f(x)+1t) pour f(x)eX,,

ou f: X —»X est une fonction telle que f(f(x)) =/ (x), f(X) = Urex X st une
décomposition de f(X) en sous-ensembles X, (appelées fibres transitives),
non-vides, disjoints et tels que pour chaque k de K il existe un sous-groupe T,
de T (nommeé sous-groupe de stabilité) tel que la puissance de la famille T/T, des
classes d’equivalence 4 droit de T par rapport a T, soit égale a la puissance
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de X, et g, est une bijection de X, a T/T,. De plus on sait que la famille
{t+ T, +(— )} kex ser 5t 1a méme que la famille {T,} .cx (voir [5]). On peut écrire

(8) aussi sous la forme
tx =g~ (g(f () ++),

o g(y) = g(y) pour y de X,. ‘
Supposons d’abord que le groupe T soit abélien. Posons pour x, y de X

xvy =g Hg(f)+a(f ) = g~ ({r+1] teg(f () et teg(f ).

L'opération » est bien définie, puisque si f(x)eX,, f(y)eX, alors
9(fx)e T/T,, g(f )€ T/T, et daprés (2), T, = T, ou T, = T,. Supposons par
exemple que T, < T,. Dans ce cas il résulte de ld commutatlwte de T que
g(fx)+g(fy)e T/ , donc g~ Y(g(f (x))+g(f (7)) est bien définie et est un
élément de X,. L’operation » est évidemment commutative. On peut
démontrer facilcment qu’elle est aussi associative.
Soit p tel que T, = T, et soit a tel que g,(a} = T,. Nous avons a€ X , et par
suite f(ta) = ta. De plus pour f(x) dans X,,

x#(ta) = g~ (g(f () +g(f ta))
= g¢ g (r ) +9,[9; (9 (F @)+ )]} = g5 H{g:(f(¥) +9,(a) +1}
=g Yo () + T, +1t} = g  {g(f (X)) + £} = tx

puisque d’aprés (7), T, < T, ce qui termine la démonstration du théoréme
1 pour T abélien.

Passons maintenant au cas ou le groupe T n'est pas nécessairement
abélien. On sait [2] que le groupe quotient T/N doit étre dans ce cas abélien,
ou N = {teT| VxeX: tx = x}. On voit facilement que N = T, pour chaque
x de X. En désignant par [t] I'’¢lément de T/N et [t]x:= tx, nous constatons
d’aprés (8) que la fonction [¢]x est bien définie et que la famille {[¢]x}yern,xex
satisfait aux conditions

C1([¢]x) = [£1([e]x) et [el([¥]x) = ([¢]+[eD)x.

Si les conditions (6) et (7) sont satisfaites, la famille {[t]x}ger/n,xex Templit
aussi les conditions (6) et (7) et par suite d’aprés. la premiére partie de la
démonstration la condition (3) a lieu pour cette famille, c’est-a-dire il existe un
a de X et une opération = tels que [t]x = ([t]a)*x. Il en résulte que

tx = [t]x = ([t]a)xx = (ta)*x,
donc (3) a lieu aussi pour la famille {tx},cr rex- ®
Remarques

7. Si dans (8) la puissance de K est égale a 1, c'est-a-dire si
Vx,yeX* 3teT: tx=y,

alors les hypothéses du théoréme 1 sont remplies. La condition (2) n’est pas
nécessairement remplie dans ce cas.
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8. On peut construire facilement des familles des fonctions qui remplissent
les hypothéses du théoréme 1, en ne remplissant pas la condition (2).
Nous démontrerons le

THEOREME 2. Si pour la famille {tx}.er cex, 0% T forme un groupe, les
conditions (1), (5), (7) sont satisfaites et

9) IeX: T,=T,
Cest-d-dire
9) Ix*eX: {teT|tx*=x*}=T

(x™ est le point fixe de chaque fonction tx), alors la propriété (3) est satisfaite.

Démonstration. Supposons d’abord que T soit abélien.
En reprenant les notations de la démonstration du théoréme 1 posons
pour x, y de X

ey 2 {07 OI)+9(f0) i fW)EX, ou fO)EX,,
7 e si f(x)¢X, et f(NEX,.

On peut montrer comme dans la démonstration du théoréme 1 que
Popération » est bien definie et qu’il existe un a de X, tel que tx = (ta)»x. De
plus l'opération * est commutative. Nous allons demontrer qu’elle est asso-
ciative.

Soient x, y, z de X; notons G = (x»y)*z, D = x#(y=z) et considérons les
cas suivants.

(o) f(x) (), f(z)eXp; dans ce cas
=g Hg[flo~*(g(f ) +a(f )] +9(f )}
=g H{g(f () +a(f ) +9(f )}
g {a(f o) +a[ fe e(r o) +a(f @)1} =D,
puisque fry = 1d,”.

B) f()éX,, f(), f(z)e X,; nous sommes alors dans la méme situation
que ci-dessus, puisque

fox2) =g (9(fO)+9(f@)] = y*zeX,.
M fx), f2)eX,, f (v)¢X o5 Situation analogue a (a).
(©) f(x),f(n)e X, f(2) ¢ X ; situation analogue a (x) puisque f(x*y)e X ,.
() f(x)eX,, f(), f(z)¢Xp; dans ce cas soit f(y)eX, (# X,), donc
x*yeX, et par suite f(xwy)=x»y¢X,. Il en résulte que G = x*. De plus
ywz = x* et il existe un t de T tel que ta = f(x), donc d’aprés (9)
D = xxx* = g (g(f () +a(f =*) =19~ *(g(f(f (X)) +a(f x*))

= f(x)xx* = (ta)» x* = tx* = x*,
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©) f(x), f(2)¢X,,f(y)e X ,; dans ce cas nous avons, comme dans le cas (g),
Sx*y)¢ X, donc G = x* Pour la méme raison f(y*z)¢ X ,, donc D = x*.

M) f(x); f€X,, f(z)€ X,; dans ce cas d’apres (€)

(x*y)xz =zx(xxy) = zx(yxx) = (Z%y)xx = xx(z24y) = x*(yx2).

(v) £(0), SO) f(DEX,; Fod G = x* =D.

L’associativité de * est vérifiée et la démonstration du théoréme 2 dans le
cas ou T est abélien est donc terminee.

La démonstration dans le cas ou T n’est pas nécessairement abélien est
analogue 4 la fin de la démonstration du théoréme 1.

9. Remarque. Les domaines d’application des conditions (6) et (9) se
rencontrent, méme sous I’hypothése (7), donc aucune d’elles n’est nécessaire
pour que la famille {tx} soit de la forme (3).

Nous allons donner un exemple d’application du.théoréme 2. Pour une
famille {tx},er.cex remplissant (5) et (7), la famille {tx}erxexopy, OO X' ¢ X et
tx' = x' pour chaque t de Tet qui de plus est un prolongement de la famille
{tx}er.xex, remplit les conditions (5), (7) et (9), donc elle est de la forme (3).

Nous avons le

THEOREME 3. Si la famille des fonctions {tx}er xex, Ot T forme un groupe, est
telle que (3) et (5) ont lieu, alors (7) est vérifiée.

Démonstration. Nous avons d’aprés (3)
Vi,t'eT: [ta=ta = VxeX: (tx=1t'x)],

c’est-a-dire tx est disjointe au point a. Il en résulte d’aprés [7] que pour tx de la
forme (8),
T,=N:=()(\[t+ T,+(—1)] pour f(a)eX,.
keK teT

De 1a T,ct+T,+(~t) pour tout k de K et puisque les familles
{t+ T.+(—}exer €t {T,}x sont idéntiques, nous avons (7). m

Voici les exemples d’application des théorémes démontrés.

Soit X < Ret T'=(R, +). Si une solution ¢tx: X x T— X de I'équation de
translation (5) est continue par rapport a ¢ pour chaque x de X (la topologie
dans X et T est simple), alors elle est de la forme (3). Pour prouver cela nous
allons démontrer que chaque sous-groupe de stabilité de la solution tx, qui
n’est pas de la forme {0}, doit étre égal a4 R. En effet, soit x, de X et ¢, 0 de
T tels que tyxy = xq. Ainsi Ox, = 0(2yx,) = (0+1p)x, = tyx, = X, et puisque
la fonction tx, est continue il existe ¢, et ¢, tels que la différence ¢, —t, soit
arbitrairement petite et t, x, = t,x,. On a

[t4+(—t+E)]xg = (t—=t,)(t x0) = (E—t)(t,x0) = {t —t, + 13} x5 = tX,,
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donc la fonction continue tx, a une periode arbitrairement petite, alors: cette
fonction tx, doit étre stable. Il en resulte que tx, = x, pour chaque t de T, donc
le sous-groupe de stabilité de x, est égal & R. Les groupes de stabilité de tx
forment donc une chaine, les hypothéses du théoréme 1 sont remplies, donc la
fonction tx doit avoir la forme (3).

Remarquons que 'hypothése que tx est continue par rapport 4 x pour
chaque ¢t de T ne suffit pas ici, méme si X = R. Nous allons construire un
exemple pour le montrer. Soit ¢(t) et y(t) les fonctions additives, qui ont
seulement les valeurs rationnelles et pour lesquelles on a ni N, = {teR|
@(t)=0} =N, ={teR| y(t) =0} ni N, = N, et posons

= {qo(t)+x si x est rationnel,

W(t)+x si x est irrationnel.

On voit facilement que la fonction tx satisfait a I'équation (5) et que les
sous-groupes de stabilité de cette solution sont les ensembles N, et N,. Il en
résulte qu’il n’existe pas de groupe de stabilité minimal, donc d’apres la
théoréme 3 la famille {tx},.r .x De peut pas étre de la forme (3).

En liaison avec le théoréme 3 se pose le probléme si I'existence d’un
sous-groupe de stabilité minimal, c’est-a-dire la propriété (7), suffit pour que la
famille {tx},r ..x soit de la forme (3)? La réponse est négative. En effet,
T = {1, 2, 3, 4} avec J'opération “+” donée par la table ci-dessous forme un
groupe (le groupe de Klein d’ordre 4)

+l1234

bW N =
B W N -
W BN
N = AW
—_— N W A

avec T, = {1, 2} et T, = {1, 3} comme sous-groupes. Posons dans la suite
X, =T X,={5,6}, X;={7,8}, X=X,0X,uX,, f= idJX, Iix, = idx,
g =T, g(6) ={3,4}, g(1)=T,, g(8) = {2, 4} et tx =g~ (g(x)+1) pour
t dans T et x dans X. Puisque la fonction tx est de la forme (8) et que le groupe
T est abélien, (1) et (5) sont vérifiées. Les sous-groupes de stabilité sont les
sous-groupes {1}, T;, T,, donc il existe un sous-groupe de stabilit¢ minimal,
Supposons qu'il existe un a de X et une opération * associative et commutative
sur X x X tels que (3) ait lieu. Il résulte de la démonstration du théoréme 3 que
a doit appartenir a la fibre transitive correspondant au sous-groupe de stabilité
minimal, c’est-d-dire ae X,. La relation (ta)»x = tx pour ¢ dans T et x dans
X avec ]la commutativité de * nous donne la forme de * sur (X, x X)u(X x X,).
Par exemple pour a=1 on a 2=2+41 =21 (c'est-d-dire tx pour t=2 et
x = 1), d’ou

206 =(21)*6 =26 =g} (g(6)+2) =g7*({3, 4} +D = ¢ (3,4 = 6.
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Pour a =1 nous obtenons par cette méthode la table suivante pour
Poperation *:

+[1 2 3 4 5 6 7 8
1]/1 23 456 7 8
2121 43 568 7
3(3 412 6 578
414 3 21 6 5 8 7
5[5 5 6 6
6(6 6 5 5
717 8 7 8
818 7 8 7

D’aprés '’hypothése faite cette table doit étre prolongeable a 'opération
» sur X x X commutative et associative. Nous allons montrer que cela nous
donne une contradiction. En effet, nous aurions

5«7 =(3%6)*(3%7) = (3%3)%(6%7) = L %(6%7) = 627 = (24 6)»(28)
= (2%2)%(6%8) = 1%(6%8) = 68 = (3%5)*(3x8)

= (Ix3)%(5#8) = 1 #(548) = 5x8,
donc
5«7 =627 =648 = 5%8.
D’apreés la table nous avons l'implication
VxeX: 2xx=x = x=15 ou x =6.
Il en résulte puisque |
2%(5%7) = (2#5)7 = 5x7
que
5#7 =5 ou 5«7 =6.
Dans le premier cas
5=5%7T=628 =(4%5)%8 = 4x(5x8) =4u(5+T7) =4x5=6,
ce qui est contradictoire.
Dans le deuxiéme cas
6=5%7T =647 =(4%5)%7 =4%(5+7) =4x6 =5,

donc ld aussi une contradiction. Cette derniére table et les contradictions
ci-dessus sont données par A. Grzaslewicz,

Soit a un des nombres 2, 3, 4 et désignons par ¢ la permutation de
I'ensemble X tel que a(1) = a, 6(a) = 1, o change les éléments de I’ensemble
F\ {1, a} et 0}4,0x, = idz,0x,. Si nous écrivons de la méme maniére les tables
pour 'opération * et pour a = 2, 3, 4 et si nous posons x # y = ¢~ !(a(x)*0 ()
nous obtenons pour I'opération # encore une fois la table précédente. Puisque
I'opération # n’est pas prolongeable en une opération associative et com-
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mutative sur X x X tout entier, 'opération » est la méme que l'opération # .
Ceci achéve la démonstration que notre famille {tx}.r .x D€ peut pas étre de la
forme (3) avec 'opération = associative et commutative sur X x X tout entier.

Remarquons encore que si nous avons pour T abélien un sous-groupe T,
de stabilité minimal, nous pouvons définir par x # y = g~ *(g(f (x))+g(f ()))
'opération binaire #: (X, xX)U(X x X, )— X qui est commutative, asso-
ciative dans ce sens que si les expressions (x # y) # z et x # (y # z) sont définies
ona(x #y) # z=x#(y # 2) et (3) est satisfaite. Notre probléme de I'existence
de 'opération » associative et commutative sur X x X et satisfaisant a (3) est
donc équivalent au probléme du prolongement de notre opération # a cette
opération *. Comme nous ’avons vu plus haut ce prolongement n'est pas
toujours possible, donc il serait intéressant de donner les conditions nécessaires
et suffisantes pour l'existence de ce prolongement.

Nous avons aussi le

THEOREME 4. Pour une famille {tx} 1 xex satisfaisant a (5), les conditions (3)

et

(10) il existe h: T— X* = TX et une opération * associative et commutative
telles que

(11) tx = h(t)*x,

sont équivalentes.

Il suffit de montrer que (10) = (3). Soit e I'élément neutre de T. Nous
avons h(e)wtx = e(tx) = (e+t)x =tx et donc h(t) = h(e)=h(t) = h(t)*h(e)
=th(e). m

.Faisons encore les trois remarques suivantes.

10. On peut se passer du fait que les familles {¢tx},er vex €t {tX}ier, xex- SONt
de la forme (3), mais la famille {£x},er cexox- D’est méme pas de la forme (11).
Cela donne un exemple de famille dans la table, puisque si nous prenons
X ={0,1,2} et X' ={3, 4}, les familles transitives sont de la forme (3) et la
famille {£x},er sexuxs comme nous le savons, n’est pas de la forme (11).

11. On peut se passer aussi du fait que la famille {tx},er cexox €t de la
forme (3), méme si la famille {¢x},e7 vex n'est pas de la forme (11). En effet, soit
T un groupe tel qu'il existe une chaine de sous-groupes T, telle qu'il n’existe pas
dans cette chaine de sous-groupe minimal par rapport d linclusion. Par
exemple soit T = (R, +), {b,} une suite d’éléments différents de la base de
Hamel H de T et

’I;: = {W1b1+ +kak| WVEQ’ vaH’ b.ve{bll’ "b;'}}

Soit a présent X, un ensemble dont la puissance est égale a l'indice de T, et tel
que les X sont disjoints pour n=1,2,..., X = )i, X} et soit X’ un
ensemble de la puissance du continu disjoint de X. Dans ce cas nous pouvons



62 Z. Moszner

construire une famille de fonctions {tx},er,xexux qui satisfait 4 (5) et qui a pour
sous-groupes de stabilité {0}, T;, T,, ... et pour fibres transitives les ensembles
X', X, X4, ... Cette famille est de la forme (3) d’aprés le théoréme 1 et la
famille {£x}er ex N'est pas de la forme (11), puisque dans le cas contraire elle
devrait &tre de la forme (3) (d’aprés le théoréme 4) et dans ce cas d’aprés l¢
théoréme 3 la condition (7) devrait étre remplie pour la chaine {T,}.

En ajoutant dans I'exemple ci-dessus aux groupes de stabilité le groupe
T tout entier et aux fibres transitives un ensemble E n’ayant qu’un point et
disjoint de X’ U X, nous obtenons une famille {¢x},cr exopox'» Satisfaisant a (5),
(6), (7), (9), donc ayant la forme (3), pour laquelle la famille {tx},er cexo £ Satisfait
aux conditions (5), (6), (9), en ne vérifiant pas de la condition (7), donc n’ayant
pas la forme (3).

12. Si {tx}ierrex est de la forme (3) (ou (11)) alors {tx}er 7 .ex €St
naturellement aussi de cette forme. L’inverse n’a pas lieu. En effet, pour la
démonstration il suffit de considérer la famille de la table et de prendre
T' = {0}, l'addition mod5 pour * et a =0.

III. Cas de P’ensemble T arbitraire. On peut généraliser les théorémes 1-3
pour T arbitraire sous I’hypothése (1). Dans I'ensemble de toutes les suites
(tys ...,t,) de n éléments de T pour n =0, 1, 2, ... (pour n = 0 nous avons la
suite vide, désignée par 0, et nous posons Ox = x pour chaque x de X)
considérons la relation ¢ définie de la maniére suivante:

(ty,....t,) 0 (ty, ..., ;) si et seulement §’il existe une permutation ¢ de
(1,...,n) telle que t, = t,, pour v de {1,...,n}

et désignons par M(T) la famille des classes d’¢quivalence de cette relation.
Posons 7x =t;...t,x pour x de X et (¢,,...,t,)et. La fonction 7x est bien
définie sur M(T)x X d’aprés I'hypothése (1) De plus M(T) forme un
demi-groupe commutatif avec I’6lément neutre 0 par rapport & I'opération
* déterminée par la concaténation des suites et de plus 7(t' x) = (t'*71)x, donc tx
est une solution de I'équation de translation sur M(T) x X. Il en résulte d’aprés
[3] qu'on peut obtenir t7x par la construction C suivante:
(a) Soit K un ensemble d’indices et soit, pour chaque & de K, {W, },;, une

décomposition invariante de M(T), c’est-a-dire

Viel: Wy #@, M(T)={ W,

el
Vi,jel: (i#]j = WynW, =0),
Viel, VieM(T) 3jel: Wyxt < W,

et telle que la somme des puissances des I, soit égale a la puissance de X.

(b) Soit h: {W,}iy.—X une injection telle quen désignant X, :=
h({W,.}), nous avons | Jyex X, = X. Définissons la fonction h: M(T)—~ X, de
la maniére suivante:

h(x) = h(W,) pour x de W,
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et supposons que h;, remplissent la condition de compatibilité suivante:
(12) Vk,leK VxeX,nX, VeeM(T): h(h~*({x})*1) = hi(hi~* ({x})*7).

(c) Posons
(13) wx = (i '({x})*x1) pour x de X,.

Si nous supposons que X,NX, =@ pour k # I, c’est-a-dire que
(14) Vx,yeX: [M(T)x:= {tx| te M(T)} = M(T)y ou

M(T)xﬁM(T)y = ],
la condition (12) est évidlemment remplie.
Nous allons montrer le

THEOREME 5. Si pour la famille des fonctions {tx} .t ex dans la construction
C de la famille {tx}.cprr).zex O a (14) et on peut choisir les décompositions
(Wibietnex telles que

Vk,leK: [Viel, 3jel: Wy, c W, ou Vjel, 3iel,: W, c W],
AeK VYkeK Viel, 3jel,: W, W,
alors (3) est satisfaite.

Démonstration. Remarquons que pour chaque ! de K et j, m de I,,
W, W, est un élément de la famille {W,;};,. Cela résulte de (13) puisque
d’aprés [3] cette famille est la famille des contre-images des ensembles de la
forme {x}, ou x€ X,, par la fonction tx, comme fonction de t, avec x, fixé
dans X,.

Soit xe X,, y = X, et soit

Viel, djel;: W, c W),
WM (x) = Wy < W, et b~ 1(.V) W De la
B~ ()b (x) = W Wy € Wy W,

Il résulte du raisonnement précédent et de (14) que l'opération # définie
comme Ssuit:

x#y=m{k" )= ()}

est bien définie sur X x X, Le reste de la démonstration est analogue a celle du
théoréme 1.

Remarques

13. On voit que dans les applications du théoréme 5 les décompositions
invariantes des demi-groupes jouent un role fondamental. Nous connaissons
ces decompositions dans le cas du demi-groupe des éléments négatifs du groupe
ordonné archimédien (voir [6]) ou plus généralement dans le cas du demi-
groupe du groupe abélien linéairement ordonné (voir [4]).



64 Z. Moszner

14. Si les fonctions 7x remplissent la condition (2) alors d'aprés la
construction C nous avons X, = X pour p tel que aeX,. D’apres (12) les
autres k (k # p) sont inutiles pour avoir (13), il suffit pour avoir (13) de prendre
K de puissance 1, donc nous pouvons avoir seulement une décomposition
invariante dans la construction C. Il en résulte que les hypothéses du théoréme
5 sont remplies dans ce cas.

On peut formuler le théoréme 5 comme suit. Définissons pour x dans X la
relation ¢, sur M(T): 19,7 <> (7x =1'x).

On sait d’aprés [3] que pour les décompositions {W,, }i;, on peut prendre
les classes d’équivalence des relations ¢,. Le théoréme suivant est donc vrai:

THEORBME 6. Si pour une famille {tx},r«x satisfaisant a (14)
Vx,yeX: (e,<@, ou g, <g,)
et
IeX VxeX: ¢, <o,
alors (3) est vérifiée.
De la méme maniére on peut généraliser le théoréme 2:

THEOREME 7. Si la famille {tx},cr cex satisfait a (9), (14) et (15) alors (3) est
vérifiée.

La démonstration est analogue a celle du théoréme 2 (voir aussi. la
démonstration du théoréme 5).

On peut aussi généraliser le théoréme 3. Définissons pour x de X la
relation g, sur T: toit’ < (tx=1t'x). On a le

THEOREME 8. Si la famille des fonctions {tx}r xex, 04 T et X sont les
ensembles arbitraires, vérifie (3), alors

Jae X VxeX: ¢, c Q.
Démonstration. Elle est évidente puisque d’aprés (3) nous avons

(t,t)eg, <> ta=ta = (ta)rsx =(t'a)xx <> tx=1t'x < (L, t')eQ;.
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