F. ZIT‘E K (Praga) -

O PEWNYCH ESTYMATORACH
ODCHYLENIA STANDARDOWEGO

Celem tej pracy jest przeglad kilku metod estymacji punktowej
odchylenia standardowego w populacji generalnej o rozkladzie
normalnym wraz z poréwnaniem ich wydajnosci. Praca ogranicza
sie do rozpatrywania tylko matych probek oraz do jak najprostszych
charakterystyk probki. W tekscie uzywa si¢ elementarnych pojeé
teorii estymacji, ktorych definicje i znaczenia znajdzie czytelnik
w kazdym kursie statystyki matematycznej, np. w ksigzce Cra-

méra [11].
Zagadnienie podstawowe jest nastepujace: Dana jest prdobka
losowa @,,%,,...,%,, Wzieta z populacji generalnej scharakteryzo-

wanej gestoscig prawdopodobienstwa

s ,0) = e 0P

. 6]/272:

zalezng od dwdéch nieznanych parametrow g, o. Jaka funkeja owych n

wartoscl 2,,%,,...,%, daje nam najwygodniejszg ocene parametru o?
Zastosowana do ftego zagadnienia metoda najwigkszej wia-

rogodnodei (maximum likelihood [1]) daje jako estymator na o,

odchylenie standardowe probki s okreslone wzorem

s=|/i§<wr—f>2,

n
_ 1O
r=— ./I/'i
N <
t=1

gdzie

oznacza §rednig arytmetyczng prébki. Czesto bierze sie zamiast s
charakterystyke
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rzekomo dlatego, zeby nsunaé obcigzenie estymatora s, jednak mysl
ta jest bledna, gdyz w rzeczywisto§el oba estymatory s i s, s3 ob-
cigzone. Obeigzenie to jest dosyé istotne, zwlaszeza dla probek
o malej liczno$eci; tak na przyklad dla n=2 jest

1 $)
E(s)=——=0¢ oraz E(sl)-:]/*o.
T

V=

Zeby mnaprawde usunaé ObciaZeﬁie, wystarczy pomnozyé s
przez staly wspélezynnik bedacy po prostu odwrotnogeia jego war-
todci $redniej podzielonej przez o, a mianowicie

n—1
N 2

o
2

W ten sposéb otrzymamy estymator

. . . : n—1 — ("
W tablicy 1 podano wartodei wspolezynnika F(T) / V 2F(—2—)-

Estymator ¢f jest juz niemal doskonaly, przynajmniej z punktu
widzenia teoretycznego, jest on mianowicie nieobeigzony, zgodny
i asymytotyeznie efektywny [1]; znamy takze dokladnie jego roz-
klad teoretyczny. Jednak trzeba przyznaé, ze nasz estymator ma
tez pewna wade bardzo powaina, zwlaszeza jesli chodzi o jego za-
stosowanie praktyczne. of jest bardzo skomplikowang funkeja
wartoei préobki. Dwa dzialania nieelementarne, ktorych wymaga
jego obliczenie (w szczegdlnodei obliczanie pierwiastka kwadrato-
wego), 83 juz dostatecznie skomplikowane, by utrudnié, jesli w ogole
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nie uniemozliwié, stosowanie o w praktyce. Chodzi tu zwlaszeza
o statystyezng kontrole jakodei, gdy nie mozna zgdaé, by kontro-
ler tracil wiecej czasu na rachowanie, anizeli na sama kontrole,
tym bardziej ze, jak wlaénie pokazemy, owe klopoty nie sa ko-
nieczne.

Tablica 1
. ]/ Va 1 1

" 2aln—1) | nin—1) | XB@y) | Ew)

]/2F
2 1,25331 0,886 0,88623 0,89 0,8862
3 ,79788 ,512 ,20541 ,59 ,5908
4 ,62666 ,362 ,14770 ,38 ,4857
5 ,53192 ,280 ,08862 ,30 ,4299
6 ,46999 ,220 ,05908 ,24 ,3946
7 ,42554 ,103 ,04220 ,20 ,3698
8 ,39166 ,167 ,03165 ,17 ,3612
9 ,36475 ,148 ,02462 15 ,3367
10 ,34270 ,182 ,01969 ,135 ,3249
11 ,32422 ,120 ,01611 ,123 ,3152
12 ,30843 ,100 ,01343 ,111 ,3069
13 ,29873 ,100 ,01136 ,108 ,2008
14 ,28273 ,093 ,00974 ,005 ,2035
15, ,27207 086 ,00844 ,088 ,2880
" 1 1 1 1 1 1

E(w,) E(ws) E(w,) E (w5) E (wg) E(w,)
4 1,6
5 1,0
6 0,78 2,5
7 0,66 1,4
'8 0,59 1,1 3,3
9 0,54 0,88 1,9
10 0,50 0,76 1,3 4,2
11 0,47 0,68 1,1 2,3
12 0,45 0,63 0,93 1,6 5,0
13 0,43 0,59 0,83 1,3 2,6
14 0,41 0,56 0,76 1,1 1,9 5,5
15 0,40 0,53 0,70 0,96 | 1,6 2,9
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W celu usunigeia trudnodei rachunkowyech zwiazanych z obli-
czaniem pierwiastka z sumy kwadratéw H. Steinhaus [7] skonstru-
owal dyspersjometr — przyrzad do obliczania odchylenia standar-
dowego. Ta metoda mechanicana obliczania charakterystyki s jest
zasadniczo bardzo prosta i réwniez dokladno$é uzyskiwanych wy-
nikéw jest praktyeznie zupehie wystarczajgca. Jednak wydaje sie
celowe zbadaé tez inne mebody estymacji parametru o, korzysta-
jace z prostszych charakterystyk prébki.

Najbardziej znane sposréd takieh prostyeh charakterystyk
jest odchylenie przecietne

n
1 2‘! _
m = — Imi——x .
Vi
i=1

Wartodé oczekiwana m jest

—1_ /2
E(m)= ‘l/ﬂ—_ln ]/_g,
n 27

& wiec estymatorem niecbeigzonym opartym na m bedzie

T 1 "
U:;L: ‘l/(—).~————-——~ y !fﬁi'—fz|.
2 Yun—1) &

=1
n
Wartosci wspélezynnika przy D |a;—z| podano w tablicy 1.
i1
Widaé od razu, ze estymator oF, jest o wiele latwiejszy do obliczania
? o m

niz of.
Inng charvakterystyka probki, na podstawie ktorej mozna
estymowaé o, jest §redunia réinica Gini’ego [4]

n—1 n
. T—
=T D
%(%—-—1) i=1 j=i41 ?
Jej wartodé oczekiwana jest
2
E(g) = == 0,

Zastosowania Matematyki T
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a wiec
n~1 n

=T 3 Y s

i=1 J=i41

bedzie znow nieobeigzonym estymatorem na o.

Wartosé wspélezynnika vV :;_/n(fn—-l) podano réwniez w tabli-
cy 1. W dalszym eciggu pokazemy tez pewna prosta metode obli-
¢zania sumy

n

n—1
2 Z .’,U,;"—m:,-l.
1=

G ]
J=i+1

Dotychezas rozwazaliSmy trzy klasyezne miary rozsiewu war-
tosei @,,2,,..,8,, mianowicie s, m i g. Byly one znane juz w zesz-
lym wiekn, zwlaszcza astronomom i geodetom [3] (tzw. wzory
Petersa i Jordana). Z rozwojem nowszych badan statystyeznych
wylonitlo sie jeszeze kilka innych charakterystyk, tzw. statystyk
pozycyjnych, ktore korzystaja z uporzgdkowania wartosei ,,2,,...,2,
wedlug wielkogei. .

Oznaczmy przez &5 ,%,...,&4. te same co poprzednio wartosei
z prébki losowej z populacji normalnej, uporzgdkowane w ciagg nie-
' rosngey

By > Wy o> T

Na podstawie tego porzadku okredlimy teraz dalsze charakterystyki
probki mogace stuzyé do estymacji odchylenia standardowego o.
Najprostsza sposréd nich bedzie rozstep probki

Ry=a]—2.
Wyrazimy najpierw E, w postaci
By=ow,.
Wartosé oczekiwana rozstepu R bedzie wowezas
E(R,)= o E(w,).

Wartodé E(w,) jest dobrze znana [6]; jest to po prostu wartodé
oczekiwana rozstepu probki wzietej z populacji normalnej unormo-
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wanej. Biorge, jak zwykle, jej odwrotnodé (patrz tabl. 1) za wspol-
czynnik do R,, otrzymujemy nowy nieobcigzony estymator

0* — Rl .____ w:_m;
BT B@w,)  BEw,)

bardzo prosty i latwy do obliczania. Jezeli, zamiast réznicy naj-
wigkszej wartodei 4} i najmniejszej x,, wzigé réznice drugich z kolei
wartodei, to otrzymamy drugi rozstep

Ry=a2)—a_,.
Ogdlnie mozna napisaé

n .
Rk=mz—w;~,k+l, k=1,27...,['2—].
Warto$ei oczekiwane odpowiednich wielkogei w;, mozna obliczyé
na podstawie tablic Fishera-Yatesa [2]. Otrzymalismy wige
w ten sposéb cigg estymatoréw nieobeigzonych

* *
* Ty — Lrp—tet1

OB B (w;,)

Wspolezynniki 1/E(w;) podano w- dolnej czedei tablicy 1.

Zaleta estymatoréw opartych na R, jest ich prostota, wada
za§ fakt, Ze poza uporzadkowaniem. korzystaja one z dwoéch
tylko wartodci a;, wskutek czego dadzg tylko mala czedé informacji
zawartej w prébce. Zeby zapobiec temu zjawisku, mozna by za-
miast pojedynczych  rozstepéw wziaé rézine ich kombinacje. Naj-
prostszym pomystem byloby tu wzigé &rednis arytmetyczna albo

gotowych juz estymatoréw
[n/2}

~ [ /2]2 f

albo samych rozstepéw; w ten wiasnie sposéb otrzymamy zapropo-
nowany przez H.Steinhausa estymator

[n/2}

2 Ry
* k=1
Ost=tmp1

2D B(wy)

k=1

Réwniez wspélezynniki tego estymatora zawarte sg w tablicy 1.
. : 8*
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Sumie 2R, mozna nadaé tez postaé

* * *
&€ +...+w[n/2]‘_ n_[n/2]+1——...-——-£vn,

- Tnb

n

2 |22 — vl,

i=1

gdzie » oznacza mediane probki. Ostatnia sume, a raczej wyrazenie,

1 n
— M la—]
n .

=1

nazywamy przecigtnym odstepem. Jak wynika z ogélnych twier-
dzen [1], jest on zawsze niewiekszy niz odchylenie przecigtne m
i daje réwniez bardziej konsekwentng miare rozsiewu niz m.
Przypomnimy jeszcze na tym miejsecu wzér von Andrae’go
[3] na obliczanie §redniej réznicy g. Jak latwo si¢ przekonaé, zacho-
dzi tu nastepujaca réwnosé:
[n/2]

S 3 l—a= 3 (n—2k+1)R,.

i=1 j=i+1 k=1

Widaé z tego, ze §rednia rdézmica g jest srednia wazonag rozstepow.
Stosujaec wz6ér von Andrae’go $rednia réznice oblicza sie latwo
i szybko. '

Wobec tego, ze w calej pracy ograniczamy sie tylko do
probek o matlej licznogei (n<<15), nie mozemy tu, niestety, wykorzy-
staé dla estymacji o tzw. kwantyléow probki, ktére majg wlasciwy
sens dopiero dla wigkszych =, chociaz, jak pokazano w [5], daja one
bardzo dobre wyniki.

Pokazemy tutaj na jednym konkretnym przykladzie, w jaki
sposob wykonuje si¢ praktycznie poszczegdlne estymacje: ‘

' Dana jest prébka o licznodei 10 i wartogciach ;= 0,59 0,78 1,60
0,28 —0,24 —1,16 —1,15 1,16 0,68 —0,66.
Prébke porzadkujemy i zapisujemy wedlug schematu

* % *
@y Xy ..o O
* * *
mlo wg . mﬁ

a wiec
1,50 1,16 0,78 0,68 0,69
—1,65 —1,10 —0,66 —0,24 0,28

3,06 226 144 0,92 0,31
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Przez odjecie otrzymujemy rozstepy R,; mnozac je teraz przez
odpowiednie wspélezynniki dostajemy pierwszych pieé ocen
ah, = 3,05 - 0,3249 = 0,99,
o, =2,26-0,50 =1,13,
ok, =1,44-0,76 =1,09,
ope=0,92-1,3 =1,20,
ops=0,31-4,2 =1,30.
Ich $rednia of, = 1,14.
Suma rozstepow jest 7,98, a wiee 0g=7,98-0,135=1,08. Metoda
von Andrae’go otrzymujemy
o, =53,54-0,01969=1,05. |
Do obliczenia m i s potrzebna jest srednia z. W naszym przykladzie
jest x=0,144. Mamy X [#; —Z|=8,252, a zatem
o =8,252-0,132=1,09.

Obliczenie s jest najtrudniejsze. Stosujemy nastepujacy sche-
mat:

10
N a7=9,1986, 10z*=0,20736,
i=1

10

N (2, —7)2=8,99124, V3 (#;—7)® = 2,9985.

1=1
Wobec tego
oy = 2,9985 - 0,3427 = 1,028.

Warto jeszcze zaznaczyé, ze wtedy gdy Z jest jednoczednie
mediang, tj. gdy

Ty >T >,y dla n parzystych
lub
#wp1=7% dla n nieparzystych,
to
(/2]

Dle—z|= D Ry.
im1 =1

Korzystaj@e z ostatniej rownodei mozemy czesto obliczaé o}, i o
jednoczesnie.
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ZapoznaliSmy sie wiec z kilku estymatorami odchylenia stan-
dardowego. Wszystkie 83 nieobcigzone, ale oczywifcie nie sg wszyst-
kie jednakowo dobre. Do poréwnania tych estymatoréw najbardziej
przydalyby sie ich rozklady teoretyczne. Niestety, nie wszystkie
sa znane. Skoro jednak ograniczamy sie do estymacji punktowej,
to wystarczajaca dla naszych celow miarg dobroci estymatora jest
jego wariancja. W przypadku gdy chcielibySmy obliczaé przedzial
ufnodci, mugieliby§Smy znaé rozklady estymatoréw. Wariancje sa
znane dla estymatoréw o, o, om, o, ([31,[61):

(7))
Dz((’:): —1 0'27
2 2
ey 1 w(n-+1) o _ .
D (ag)_n(n_l)[ 3 +2(n—2)Y 3 —2(2n 3)]0,

. 1= ) 1 —_ .
Dz(am)=}b—[v2~ + arcsin Py -I-]/n(n—-Z) —n] o,

e DMwy
D (URI)—W g-.

Wartosci wszystkich czterech wspélezynnikéw przy o? podano
w tablicy 2. Wariancji estymatoréw of, dla ¥>>2 nie udalo nam sig
znalezé w dostepnym pidmiennictwie. Ich obliczanie przez . catko-
wanie numeryczne byloby oczywidcie mozliwe, ale dosyé¢ zmudne
i nie wydaje sie celowe. Co do estymatora ogg, mozna przypuszczaé
ze jego wariancja nie bedzie sig réznila o wiele od wariancji esty-
matora o,,. Dla lepszego poréwnania mozemy jeszcze obliczyé mi-
nimalng wariancje regularnego estymatora na o, wynikajacg z twier-
dzenia Craméra-Rao. Metoda opisang w [1] otrzymujemy

1
2 * = — 0‘2
m.in(o ) 2’)?;

(patrz tabl. 2).
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Tablica 2
|
n ’l D{s?) Di(s?) Dot ) DoY) | Dr (0%
2 [ 0,5708 0,5708 0,5708 0,5708 ! 0,2500
3 ,2732 ,2755 ,2755 ,2755 f ,1667
4 L1781 ,1803 ,1848 ,1826 ‘ ,1250
5 ,1318 ,1338 ,1303 ,1380 ,1000
6 ,1045 ,1062 ,1119 ,1120 ,0833
7 ,0865 ,0881 ,0935 ,0949 ,0714
8 ,0738 ,0752 ,0803 ,0830 ,0625
9 ,0643 ,0656 ,0704 ,0740 ,0556
10 ,05700 ,0581 ,0626 ,0670 ,0500
11 ,05118 ,0522 ;0564 ,062 ,0455
12 ,04644 ,0474 ,0514 ,057 ,0417
13 ,04250 - ,0434 ,0471 ,053 ,0385
14 ,03917 ,0400 ,0435 ,050 ,0357
15 ,03633 ,0371 ,0404 ,047 ,0333

Z poréwnania wariancyj csterech estymatoréw o, 0}y Omy Of,

I warianeji minimalnej widaé, ze:

1° Zaden z podanych estymatoréw nie jest estymatorem efek-
tywnym.

2° Estymator of, chociaz teoretycznie najlepszy, daje dla bar-
dzo matych wartodei n na ogol niezbyt dobre wymniki.

3° o7 jest prawie tak samo dobrym estymatorem jak o;. Efek-
tywnosé relatywna of w stosunku do o jest 1,00 dla n=2, 0,99 dla
3<n<CB oraz 0,98 dla 6<<n<15.

4% Nastepny z kolei jest estymator of. Jego efektywnosé
Jest 0,80 dla n=10, efektywnosé relatywna w stosunku do ¢F jest
0,90 jeszeze dla n=15.

59 Nawet takiego prostego estymatora, jak ok, weale nie nalezy
uwazaé za nie nadajacy sie do uzytku. Efektywnodéé of, jest dla
7=15 réwna 0,71 i efektywnogé relatywna w stosunku do o jest
0,851 dla n=10 i 0,77 dla n=15. Estymator jest stosunkowo naj-
lepszy przy 6<n<{10, optimum jest dla n=7 i n=38. ‘

Najwygodniejszym estymatorem jest wige o} . Jest on prostszy
f)d 0,, mnie wymaga zadnych trudnych dzialan arytmetycznych
1 daje tak samo dobre wyniki jak o5. Stosowanie estymatora o,
ktéry jest bardzo mato wygodny z punktu widzenisa praktycznego,



3562 F. Zitek

jest wiec zupelnie zbedne. To jednak wcale nie obmniza wartodci
teoretycznej charakterystyki s, ktora do innych celéw jest najlep-
sza 1 konieczna.

Zaleta niektérych sposréd podanych estymatoréw, jak np.
oy jest ten fakb, ze nie korzystaja ze znajomosci §redniej 7. Ta whas-
ciwo§é moze jednak w pewnym przypadku odgrywaé role ujemng,
mianowicie wtedy gdy znamy prawdziwg warto§é parametru pu.
Dwa tylko estymatory, o, i oy, moga skorzystaé z tej dodatkowej
informacji. Kladac x4 zamiast ¥ we wzorach na s i m ofrzymujemy
dwie nowe charakterystyki

1 n 1 n
o= %Z(“"’i—l«‘)z, My=S %ZI%—M,
i=1 i=1

a wraz z nimi i dwa nowe nieobciazone estymatory na o. Pierwszy

z nich
n
S —
0'*———-—2—]/5:(%—#)2
8, __ . K3
0 2F("+1) iz1
2
jest estymatorem [1], zgodnym i asymptotycznie efektywnym,

o wysokiej efektywnogei nawet dla malych licznodei n: e, = 0,915,
e;=10,936, e,,=0,98, ¢,,=10,98. Jego wariancja jest

w2 n
e | TSN
7o) = F(n—{-l)r(nJrl)_ ¢

2 2

(patrz tabl. 2).
Drugim estymatorem jest

w1

*

Gmozl/*z“'% E Imvl'_lul
) 1=1

D (o) = (—2) ——
mo 2’"/ b

%z wariancja

a wskutek tego o stalej efektywnodci 0,876.
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Jezeli wiec znamy u, to oplaci sie stosowaé skomplikowang cha-
rakterystyke s, i estymowaé za pomocy cr;;, bo s, wtedy jako wystar-
czajgea statystyka wyzyskuje caly informacje zawartag w prébee.
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®. BUTEK (Ipara).
O HEHOTOPHIX OINEHKAX CTAHJJAPTHOIo O§ KJIOCHEHHA

PEBIOME

B paGore man 0030p HECHOIBKHX IIPOCTHIX OLEHOK CTAHIAPTHOrO OTHKJO-
HEHUA B reHepaNbHONl COBOKYNHOCTH ¢ HOPMAJNBHEM pacupegeinenudeMm. Lan
CpaBHEHUA JAHHE TAaKKe RUCHEPCHH dYeTHpeX BamHelfimux oueHok. M3 cpas-
HeHUA cJefyeT, 4TO HEKOTOpPHE, OUeHbL YXOOHBIE HNJIA BHYHCICHHA, OLEGHKH
Iourn He oramdarTcA (oTHOCHTEABHO 3dpdexrtuBHOCTH) OT OOEIYHO YyHOTPEOIA-
SMOH JOBOJABHO CIOMKHON oleHKU, 0A3MPOBAHOU HA CTAHNAPTHOM OTKIOHEHHUH
BHIOODKH.

F. ZITE K (Prague)
ON CERTAIN ESTIMATORS OF STANDARD DEVIATION

SUMMARY

' The paper gives a survey of several simple estimators of standard de-
Viation in a general population with normal distribution. For the sake of com-
Parison, the variances of four of the more important estimators are also given.
rI.'he comparison shows that some estimators, very simple as regards caleula-
tion, differ very little in point of efficiency from the wusually applied, fairly
complicated estimator, based on the standard deviation of the sample.



