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Zu einem Satz von T. Wazewski
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In einer kiirzlich erschienen Arbeit hat T. WazZewski eine Verallge-
meinerung des klassischen Satzes iiber die Vertauschbarkeit von Grenzii-
bergang und Differentiation bewiesen (siehe [2], Théoréme 1). Diese
Verallgemeinerung besteht weniger darin, dass die Werte der auftreten-
den Funktionen in einem Banach-Rauch liegen diirfen, als vielmehr
darin, dass der Begriff der Ableitung ersetzt wird durch den der approxi-
mativen Ableitung. Die Wazewskische Definition lautet: Es sei f(x) eine
in einem reellen Intervall J definierte Funktion mit Werten aus einem
Banach-Raum B. Gibt es zu der endlichen Zahl k¥ > 0 ein Element ¢
aus B, so dass

1) lim sup | f(@o+h)— (@)

h—>+0 | h

—g|l<k

ist, so heisst g eine k-approximative rechtsseitige Ableitung von f(x)
im' Punkte zy des Intervalles J. Analog wird die k-approximative links-
seitige Ableitung definiert. g ist natiirlich nicht immer eindeutig bestimmt.
Dieser Begriff der approximativen Ableitung findet eine niitzliche An-
wendung bei der Frage nach den Losungen gewéhnlicher Differential-
gleichungen in Banach-Ridumen (siehe [3]).

Andererseits hat M. Miiller darauf hingewiesen, dass bei der Frage
nach der Vertauschbarkeit von Grenziibergang und Differentiation der
Begriff der gleichgradigen Differenzierbarkeit einer Funktionenfolge
niitzliche Dienste leistet und einen besseren Einblick in den Konver-
genzmechanismus gewéhrt (siehe [1]). Wir wollen in dieser Arbeit zeigen,
dass man die Miillersche Beweismethode mit nur kleinen Abinderungen
auch im Falle approximativer Ableitungen verwenden kann (wobei wir
zum Schluss noch ein Lemma von Wazewski benutzen miissen) und
beginnen mit einigen Bezeichnungen und Definitionen.

J sei das endliche Intervall a < x < b, fa(x) eine Folge von Funktio-
nen, die in J definiert sind und Werte aus dem Banach-Raum B annehmen.
Wir wollen sagen, dass die Folge f.(x) in @, ¢ J die Eigenschaft (E) besitzt,
wenn fa(z) in z, eine k,-approximative rechtsseitige Ableitung g. besitzt,
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und zwar so, dass es zu jeder positiven Zahl ¢ eine von » unabhingige
Zahl 6 = (e, x,) mit

falzo-+ W)= fl@)
h n

(2)

<kpn+e fir O0<h<d, n=1,2,..

gibt. Eigenschaft (E) ist das Analogon zum Begriff der gleichgradigen
Differenzierbarkeit.

Fir die Anwendungen sind diejenigen Funktionenfolgen mit der
Eigenschaft (E) von besonderer Bedeutung, bei denen die ,,Toleranzen”
kn gegen Null streben. Der folgende Satz 1 wird diese zusétzliche Voraus-
setzung benutzen.

SATZ 1. Die Folge fa(x) moge in J gegen die Funktion f(x) konver-
gieren und besitze in x, ¢J die Eigenschaft (E). Streben die Toleranzen k,
in (2) gegen O fiir n—>oo, so besitzt f(x) in x, eine rechisseitige Ableitung
D, f(z,), und es ist

Dy () =1]l-m; gn -
Im Beweis, der sich an den Beweis des Satzes 1 in [1] anschliesst,
wollen wir die folgenden Abkiirzungen benutzen:
h)— fn(®
Fo(z, h) = fal@ + ;Z @) y, n=1,2,..,
Ple, 1y ~1@HW=10)

Wird nun ¢ > 0 beliebig vorgegeben, so gibt es wegen (E) ein 6, so dass
fir » =1,2, ..
(3)  IFa(®oy h)—gnll <kn+e/4 und  (|Fa(@, k) —gall < kn+ €[4

ist, wenn nur 0 < h, k < § gilt. Wegen k, >0 gibt es ferner eine Zahl
N = N(¢), so dass
(4) 0<lka<seld fir n>N

ist. Aus (3) und (4) ergibt sich fiir 0 < h, k < 4, » > N die Abschitzung
|(Fr(@as &) — @a} — (Fu(@o, k) — gal)| < & .

Wegen
F (2o, h)—F(z,, k) =bllif°1° [(Fn(a?o’ h)*gn) - (Fn(mo: k)_gn)]

folgt daraus
B (o, B) — F (@, k)|l <e fir O<h, k<.

Es existiert also lim F(x,, h) = D,f(xz,), und es ist
h—>+0

(8) |F (o, B}~ Dyf(2o)| <& fir 0<h<$.
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Da ferner
.04 f (%) — gall
< [|D4f (@) — F (w0, B)| +11F (Zoy ) — Fu(@o, B)l| + || Fn(oy B)— gnll
fir alle » gilt, ist wegen (3), (4) und (b) fir 0 <h <6 und » > N
(6) |D+f(2o) — gnll < 3&+I1F' (2o, h) —Fn(2,, B .

Schliesslich kann man fiir ein A, mit ¢ < k, < é die Zahl N, > N so bestim-

men, dass
’ V7 (o, ho)— Falo, ho)l| < &2 fir = > W,

18t. Dann folgt aus (6), dass
1Dsf () —gnll < 2¢ fir =n>N,
ausfillt; es gilt also in der Tat
D, f(x,) = lim gy, .
A—00
Wir geben nun wie in [1] zwei Bedingungen an, die fiir die Eigen-

schaft (E) hinreichend sind.
HILFSSATZ 1. Wenn

fn(@o + h) — fa(0) —g
h n

(7 lim sup <ks fir n»n=1,2,..,

h—+0

n—>oo

18t und die Folge der Differenzenquotienten Fa(x,, h) gleichmdssig in einem
Intervall 0 < h < B konvergiert, so besitzt die Folge fn(x) in x, die Eigen-
schaft (E).

Wir beweisen zunichst, dass die %,-approximativen Ableitungen ¢»
konvergieren. Offenbar ist fiir alle, n,m und alle 2 in 0 <& < 8
(9)  lIgs— gmll < || Fa(woy h) — ganll + | Fm(Zo, k) — gl + | Fn(o5 h) — Fm(Ty, h)]| -
Geben wir nun eine beliebige positive Zahl ¢ vor, so konnen wir wegen (7)
zu jedem Index n eine positive Zahl d, < 8 so bestimmen, dass
(10) | Fn(@oy B)—gnll < kn+¢/5 filr O0<h <éy
ausfillt. Wegen (8) kann man weiter eine Zahl N,(¢) so bestimmen, dass

0 < ks < g/b fiir alle n > N,(e) ist. Zusammen mit (9) erhalten wir also
die Abschitzung

(11) |Fa(xy, B) —gnll < 2e  fiir n > Ny(e) und 0 < h < 65 .

Schliesslich gibt es wegen der gleichmissigen Konvergenz der Folge
Fa(xy, k) eine Zahl N,(e), so dass

(12)  ||Fp(@, b)— Fm(xy, b)|| < /5 filr m, m > Ny(e) und 0 < h < B.
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Setzt man Ng(e) = Max(Ny(e), Ny(¢)) und am = Min(ds, 6m), so erhilt
man aus (9), (11) und (12), dass

lgn—gml| <& fiir n,m > Ny(e) und 2 in 0 < h < épm .

Da aber links % nicht auftritt, folgt aus dieser Abschitzung die Kon-
vergenz der Folge gy,.

Als zweites zeigen wir nun, dass es nach Wahl von ¢ > 0 eine von n
unabhingige Zahl é = d(¢e, z,) > 0 gibt, so dass

|1 Fa(Toy B) — gall < kn+e fir n =1,2,... und alle h in 0 < h < é

ist. Wegen der gleichmissigen Konvergenz der Folge Fn{x,, k), der eben
bewiesenen Konvergenz der Folge g, und der vorausgesetzten Konver-
genz der Folge &, konnen wir eine Zahl N (¢) so bestimmen, dass

|1 Fn(Zgy B)— Fm(zo, k)| < /4 fiir n, m > N{e) und alle A in 0 < h < 8,
llgm—gnll < &[4 fir n,m > N(e),

| km—kn| < €[4, insbesondere also km < kn+¢/4 fir n,m > N(e)
ist. Ferner gibt es fiir n = 1, 2, ... positive Zahlen 8, = da(¢c) < f, so dass

H.Fﬂ(ﬂ?o, h)—gn” < kn+5/4 fiir 0<h< 6,,
ausfillt. Aus

1Fn(@ay ) — gnll < | Enl(@o, b) — Fm(Zoy B)| +1F'm(2o, b) — gmll +-1lgm — gall
folgt nun zusammen mit den oben gegebenen Abschitzungen

”Fn(mo, h)_‘gn” < 5/4+km+5/4 +8/4 < kn+8 fur 'n, m > .N(E) y
0<h<dm.

Denken wir uns m > N(¢) festgehalten, so gilt also die Abschitzung
(13) | Fn(Toy B)—gall < kn+e¢ in 0 <h<dn

jedenfalls fiir alle » > m. Setzt man schliesslich é = Min(9,, ..., 0n) S0
gilt (13) offenbar fiir alle n, wenn nur 0 < k < ¢ ist. Damit ist der Hilfssatz
vollstindig bewiesen.

HILFSSATZ 2. Es sei R eine abzihlbare Untermenge des Intervalles J,
die Funktionen fn(x) seien stelig in J, wihrend die Funkiionen gn(x) und
kn(x) in J— R definiert seien, ohne dort stetig sein zu miissen. In J— R
strebe gn(x) gleichmadssig gegen g(x), kn(x) gleichmdssig gegen 0. Ferner sei
fiir n =1,2, ...

lim sup f“($+};‘)—f”(w) — gn(2)

h—>+0

Skalz) m J—R.

Dann st fir jedes x, aus J die Folge der Differenzenquotienten Fp(x,, h)
n a—2, < h <b—uxz,y, b # 0, gleichmdssig konvergent.
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Der Beweis dieses Hilfssatzes ist im wesentlichen schon im ersten
Teil des Beweises zu Théoréme 1 in [2] enthalten. Dort wird ndmlich
unter den Voraussetzungen unseres Hilfssatzes durch Berufung auf das
Lemma 2 gezeigt, dass fiir beliebige Stellen z, y aus J und fiir beliebiges
e > 0 die Ungleichung

(14) |(Fa(2) — Fal@)) — (Fm(y) — Fml@))]| < ely— =]

gilt, wenn nur =n,m > N (e) ist. Setzt man hierin © = ,, y = @,+ h mit
a—xy, < h < b—uzy, h# 0 und dividiert beide Seiten durch |A|, so sieht
man, dass in der Tat die Differenzenquotienten Fyu(x,, ) in dem angege-
benen Bereich gleichmissig konvergieren.

Diese beiden Hilfssétze erméglichen es, zusammen mit Satz 1 und
Hilfssatz 2 in [1] (), Sdtze absteigender Allgemeinheit iiber die Ver-
tauschbarkeit von Grenziibergang und approximativer Differentiation
auszusprechen (2). Wir wollen hier darauf verzichten und statt dessen
nur den Satz von Wazewski (Théoréme 1 in [2]) aus unseren bisherigen
Betrachtungen herleiten.

SATZ 2. Wenn die Voraussetzungen des Hilfssatzes 2 erfiillt sind und
wenn die Funktionenfolge fun(x) an einer Stelle ¢ des Intervalles J konver-
giert, so konvergiert die Folge fn(x) in ganz J gleichmdssig gegen eine (stetige)
Funktion f(x); diese Grenzfunktion f(zx) ist in J — R rechisseitig differen-
zierbar, und es ist

D.f(z) =g(x) =limgp(®) i J—R.

Beweis. Nach Hilfssatz 2 ist bei beliebigem «, aus J die Folge der
Differenzenquotienten Fy(x,, #) fiir alle von Null verschiedenen % des
Intervalles a—z, < h < b— 2, gleichméissig konvergent. Zusammen mit
der Konvergenz der Folge fu(x) fiir = ¢ folgt daraus zunichst nach [1],
Hilfssatz 2, dass fu(x) gleichmissig in J gegen eine (stetige) Funktion f(x)
konvergiert (3). Ferner ergibt sich aus der gleichmissigen Konvergenz
der Fy(x,, h) nach Hilfgsatz 1, dass die Folge f,(x) in z, die Eigenschaft (E)
besitzt. Ist nun z, e J — R, so folgt aus alledem nach Satz 1, dass D.f(x,)
exigtiert und gleich lim ga(z,) ist.

n—-co

(*) Da in diesem Hilfssatz von Ableitungen nicht die Rede ist, lidsst er sich unmit-
telbar iibernehmen,

(*) Siehe (1), Satz 2 und 3 fir den Fall der Differentiation im engeren Sinne. Ent-
sprechende Sitze lassen sich auch im Falle der approximativen Differenzierbarkeit
auf Grund unserer Betrachtungen formulieren.

(*) Die Konvergenz der Folge f,(v) kann unter den gemachten Voraussetzungen
auch unmittelbar aus (14) hergeleitet werden, wie es in [2] getan wird. Wir berufen
uns hier auf diesen Hilfssatz, weil man mit ihm auch allgemeinere Sitze als Satz 2 aus
unseren {'berlegungen in leichter Weise herleiten kann. Siehe obige Fussnote.
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Zum Schluss sei noch bemerkt, dass sich unsere Betrachtungen auch

durchfiihren lassen, wenn man den rechtsseitigen limes superior und die

chtsseitige Ableitung durch den linksseitigen limes superior und die
linksseitige Ableitung resp. ersetzt.
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